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1. Sei µ ein Borel reguläres äußeres Maß. Zeige, dass für jede aufsteigende Folge von Teil-
mengen (Ak) gilt

lim
k→∞

µ(Ak) = µ
(⋃

k∈N
Ak

)
.

(Wir erlauben hier uneigentliche Konvergenz gegen ∞.)

2. (a) Sei µ Borel und lokal endlich. Zeige, wenn µ(A) = inf{µ(U) : A ⊂ U , U offen} für
alle A ⊂ Rd gilt, dann ist µ Radon.

(b) Zeige, dass das äußere Lebesgue-Maß λ∗ in Rd die beiden Eigenschaften aus Theo-
rem 4.4 hat. Folgere, dass λ∗ Radon ist.

3. Sei µ ein äußeres Maß in Rd. Zeige, dass µ genau dann Borel ist, wenn

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)

für alle A,B ⊂ Rd mit dist(A,B) > 0 gilt.

4.* (a) Gib ein Beispiel eines äußeren Maßes auf R, welches Borel, aber nicht Borel regulär
ist.

(b) Für alle A ⊂ R definieren wir

µ(A) =


0 falls A abzählbar,
1 falls A überabzählbar und A \ [−n, n] abzählbar für ein n ∈ N,
∞ falls A \ [−n, n] überabzählbar für alle n ∈ N.

Zeige, dass µ ein äußeres Maß ist. Bestimme die µ-messbaren Mengen und zeige,
dass µ nicht die Stetigkeitseigenschaft aus Aufgabe 1 hat.

(c) Sei µ ein äußeres Borel Maß. Dann definiert

ν(A) := inf{µ(B) : A ⊂ B, B Borel}

ein Borel reguläres äußeres Maß, das auf Borel Mengen mit µ übereinstimmt.

Übungsblätter sowie aktuelle Informationen unter
https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws15/geoana.html


