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Übungen Geometrische Analysis: Blatt 13

1. Sei Ω ⊂ Rd offen und µ1, µ2 seinen zwei Radonmaße auf Ω (analog zu Rd definiert).
Zudem seien σj : Ω → Rm für j ∈ {1, 2} jeweils µj-messbar und |σj(x)| = 1 für µj-f.a.
x ∈ Ω derart, dass ∫

Ω
ϕ · σ1 dµ1 =

∫
Ω
ϕ · σ2 dµ2

für alle ϕ ∈ Cc(Ω;Rm) gilt. Zeige, dann gilt µ1 = µ2 und σ1 = σ2 µ1-f.ü.
Folgere, dass µ und σ im Riesz–Radon’schen Darstellungssatz eindeutig sind.

2. Sei I = (0, 1) und µ ein endliches Radonmaß auf I, σ : I → {−1, 1} sei µ-messbar und
w(t) =

∫
(0,t) σ(s) dµ(s) für t ∈ I. Zeige, dass w ∈ BV(I) und bestimme Dw.

3. (a) Sei f ∈ BV(Ω). Zeige, dass V (f,Ω) = ‖Df‖(Ω).

(b) Zeige, dass V (·,Ω) unterhalbstetig ist in L1
loc(Ω), d.h. wenn fk → f in L1

loc(Ω), dann
gilt V (f,Ω) ≤ lim infk→∞ V (fk,Ω).
Hinweis: Das punktweise Supremum stetiger Funktionen ist unterhalbstetig.

(c) Sei (qk) eine Abzählung von Q×Q. Zeige, dass A :=
⋃

k∈NB(qk, 2−k) ⊂ R2 endlichen
Perimeter in R2 hat, obwohl |∂A| =∞.

(d) Sei Ω ⊂ Rd zusammenhängend und f ∈ BVloc(Ω) mit ‖Df‖ = 0. Zeige, dann gibt
es ein c ∈ R mit f = c f.ü. auf Ω.
Hinweis: Faltung und klassische Aussage.

4.* Zeige, dass BV(Ω) mit ‖f‖BV(Ω) := ‖f‖L1(Ω) + ‖Df‖(Ω) zu einem Banachraum wird.

Ist C1(Ω) ∩ BV(Ω) dicht in (BV(Ω), ‖·‖BV(Ω))?
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