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Echange des bases

Deux bases...






Echange des arbres

Deux arbres...
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Deux arbres...



Matroide

Soient E ensemble fini et B C P(E)

(B1) B#0
(B2) Pourtous By, B, € Bettout x € By \ By il existe y € B, \ By tel que
Bi—x+ye B

Si B vérifie (B1) & (B2), alors (E, B) est un matroide
(Hassler Whitney 1935)

— B :bases
— sous-ensembles des bases : ensembles indépendents



Axiomes d’indépendance

. _ grand
Soit E ensemble fini
, petit
(11) ¢ indépendent
(12) Si/ C E indépendent, alors aussi J C /
(13) Si/,J C E indédepents et |/| < |J|, alors il existe x € J \ I tel que
I + x indépendent

Si Z C P(E) verifie (11)—(13), alors (E,Z) est un matroide

— bases : maximalement indépendent



Exemple | : Plan de Fano

E : points du plan de Fano
B : tous 3 points pas sur une ligne
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Exemple Il : Extension des corps

Soient

K C L des corps

E C L ensembile fini

I C E indépendent si x transcendant sur K(/ — x) pour tout x € /
— ensembles indépendents forment un matroide



Exemple lll : Algorithme glouton

E : ensembile fini

R : X C E solutions réalisables
w: E — Ry :poids

Probléme :
trouver X € R de poids max

Si l'algorithme glouton trouve toujours I'optimum
— (E,R) matroide



Points clés des matroides

ensembles indépendents

bases (— maximalement indépendent)
circuits (— minimalement dépendent)
dualité

cryptomorphisme



Circuits

Circuit : ensemble C C E minimalement dépendent
tout ensemble dépendent contient un circuit



Matroide dual

Bbasesde M <« {E\B:B¢c B} basesde M*

Uss (@) @ (@)(@] @

DEF U, , dual Uz,
E={1,...,n} E={1,....n}
B : k-éléments parties B* : (n — k)-éléments parties



Matroide dual

Bbasesde M <« {E\B:B¢c B} basesde M*

B*
Uss (@)(@) @)(@®)(@® 35
B
DEF U, , dual Uy ,
E={1,...,n} E={1,...,n}

B : k-éléments parties B* : (n — k)-éléments parties



Cryptomorphisme

Axiomes équivalents des matroides :
Axiomes des bases
Axiomes d’indépendance
Axiomes des circuits
Axiomes de cléture
Axiomes de rang

Double-Face



Probleme de Rado

Rado 1966 :

Comment définir un matroide sur un ensemble E infini ?



Approche | : on ne change rien

7 : ensembles indépendents
) Vez

(12) SileZetdJC lalorsJ el
(13) Sil,deTet|l <|J|,alorsilexiste x € J\ Itelque I+ x €7

Ea ] e renee-

E=7

7 : les parties finies de Z
(E, ) vérifie (11)—(I3)
pas de bases!




Approche Il : matroides finitaires

7 : ensembles indépendents
M) vez
(12) SileZetdJC lalorsdJ el

(13) Sil,deTet|ll <|J|,alorsilexiste x € J\ Itelque I+ x €T
(14) SipourtoutJ C /finionadJ e Z,alorsl €l



Approche Il : matroides finitaires

(14) SipourtoutdJ C /finionad € Z,alors €T

B
o o (0o/o0o (0/(e)0 o o o o o
E=7
primal Us dual Ugjoo
7 : ensembles de cardinalité < 3 B*={XCZ:|Z\X| =38}
B : ensembles de cardinalité 3 = X fini — indépendent en M*

mais E = 7 dépendent

(E,T) vérifie (11)—(14) le dual ne vérifie pas (14)!



Approche Il : matroides finitaires

(14) SipourtoutdJ C /finionad € Z,alors €T

E=7Z

primal Us o dual U3

7 : ensembles de cardinalité < 3 B*={XCZ:|Z\X| =38}

B : ensembles de cardinalité 3 = X fini — indépendent en M*

mais E = 7 dépendent

(E,T) vérifie (11)—(14) le dual ne vérifie pas (14)!



Aproche XX

matroides de Klee

B-matroides et C-matroides de Higgs
dualité de Las Vergnas

Bean, Oxley,...

“The theory of infinite matroids is much more complicated than
that of finite matroids and forms a subject of its own. One of the
difficulties is that there are many reasonable and useful
definitions, none of which captures all the important aspects of
finite matroid theory. For instance, it seems to be hard to have
bases, circuits, and duality together in one notion of infinite
matroids.”

Wikipedia, 15 mars 2010



Matroides infinis

J
E : ensemble !
1< P(E) grand
etit
M) 0ez P

(12) SileZetdJC lalorsJ el
(13) Sil,JeTet|l <|J|,alorsilexiste x e J\ Itelque I+ x €T



Matroides infinis

J
E : ensemble !
7 C P(E)
Zmax - C-max membres de Z grand
etit
M) 0ecz P

(12) SileZetdJC lalorsJ el
(13 Sile Z\ZIT™ etJ € Z™* alors il existe x € J\ Itelque I + x € T



Matroides infinis

E : ensemble
Z CP(E)
Zmax - C-max membres de 7

Moez
(12) SileZTetdJClalorsJeT
(13 Sile Z\ZIT™ etJ € Z™* alors il existe x € J\ Itelque I + x € T

(IM) Pourtous /€ ZetX C Elensemble {JeZ:/CJC X}aun
élément C-max

Si Z vérifie (11)—(IM), alors (E,Z) est un matroide



Matroides infinis

E : ensemble
Z CP(E)
Zmax - C-max membres de Z

M) vez
(12) SileZetdJC lalorsJ el
(13 Sile Z\ZIT™ etJ € Z™* alors il existe x € J\ Itelque I + x € T

(IM) Pourtous /€ ZetX C Elensemble {JeZ:/CJC X}aun
élément C-max

Si Z vérifie (11)—(IM), alors (E,Z) est un matroide



Quelques matroides

Matroides finis
Matroides finitaires
Les duals des matroides finitaires



Un exemple

E : arétes de I'arbre dont tous les sommets ont degré w
7 :tout | C E ne contenant aucun double rayon

(E,Z) matroide
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(E,Z) matroide



Un exemple Il

(13)SileZ\ZIM* etJ € ITM alorsilexiste x € J\ Itelque I+ x € T
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Un exemple Il

(IM) Pourtous I € Zet X C Elensemble {J € Z:1C J C X} aun
élément C-max




Points clés des matroides infinis

ensembles indépendents
bases (— maximalement indépendent)
circuits (— minimalement dépendent)
dualité
cryptomorphisme

— comme pour les matroides finis



Dualité des matroides infinis

(IM) Pourtous /€ Zet X C Elensemble {JeZ:/CJC X}aun
élément C-max

E=7

primal Us dual U3

7 : ensembles de cardinalité < 3 B*={XCZ:|Z\X| =38}
B : ensembles de cardinalité 3 I*={XCZ:|Z\ X| <3}

(E, T) veérifie (I1)—(IM) (E,T*) vérifie (11)~(IM)



Liens historiques

B-matroides de Higgs :

‘ nous ‘Higgs (& Oxley )

bases

circuits

dualité

cryptomorphisme %

nous

Higgs
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Une théorie naissante

Nos systémes d’axiomes—
concept de connectivité/Tutte’s linking theorem (Bruhn & Wollan)
représentation, duals des espaces vectoriels (Afzali & Bowler)
intersection des matroides (Bowler & Carmesin)
unions des matroides (Aigner-Horev, Carmesin & Fréhlich)
décomposition en parties 3-connexes (Aigner-Horev, Diestel & Postle)



Perspectives

Etendre la théorie des matroides finis a I'infini
trouver plus d’exemples

graphes : source riche
est-ce qu’il y a des matroides infinis dans des domaines différents de
la combinatoire (analyse, topologie, algebre...) ?



Merci beaucoup !



