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Aufgabe 17 (Fundamentalsysteme) (5 Punkte)

Finde ein Fundamentalsystem von ẋ = Ax für A =


4 1 −1 −1
−1 1 1 1
2 1 1 −1
1 0 0 2

 mit Hilfe der Jordan-Methode.

(Hinweis: Mit S =


1 1 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
1 1 1 0

 ist S−1AS in Jordannormalform.)

Lösung: Es gilt: ẋ = Ax ⇔ y := S−1(x) mit ẏ = S−1ASy. Mit Hilfe des Hinweises gilt:

S−1AS =


2 0 0 0
1 2 0 0
0 1 2 0
0 0 0 2

 := J.

Es gilt nun, dass ẏ = Jy. Daraus folgt nach der allgemeinen Lösungsformel für Jordanmatrizen:

y(t) =


e2t 0 0 0
te2t e2t 0 0
t2

2 e
2t te2t e2t 0

0 0 0 e2t


Daraus folgt dann sofort, dass

x(t) = Sy(t) =


e2t+ te2t e2t 0 0

1
2 t

2e2t te2t e2t e2t

te2t e2t 0 e2t

e2t + te2t + 1
2 t

2e2t te2t + e2t e2t 0


Hieraus ergibt sich dann für das Fundamentalsystem:

x1(t) = e2t


1
0
0
1

+ te2t


1
0
1
1

+ t2e2t


0
1
2
0
1
2



x2(t) = e2t


1
0
1
1

+ te2t


0
1
0
1



x3(t) = e2t


0
1
0
1





x4(t) = e2t


0
1
1
0


Aufgabe 18 (Fundamentalsysteme) (9 Punkte)

Für t > 0 sei

A(t) =

(
2
t

1
t2

−1 1
t

)
Zeige, dass x1(t) =

(
t
−t2

)
das System ẋ = A(t)x löst und ergänze zu einem Fundamentalsystem.

Lösung:

Zunächst zeigen wir, dass x1(t) eine Lösung ist.

ẋ1(t) =

(
1
−2t

)
Ax =

(
1
−2t

)
Also ist x1(t) eine Lösung.
Um zu einem Fundamentalsystem zu erweitern verwenden wir Satz 11.
Partitionierung:

X1(t) = t,X2(t) = −t2, A11(t) =
2

t
, A12(t) =

1

t2
, A21(t) = −1, A22(t) =

1

t

frt > 0.
Dann lösen wir das Hilfsproblem

ẏ∗ = (A22(t)−X2(t)X
−1
1 (t)A12(t))y∗ =

2

t
y∗

⇒ y∗ = e2lnt = t2

y1(t) =

∫ t

X−11 (τ)A12(τ)y ∗ (τ)dτ = log t für t > 0

⇒ x2(t) =

(
X1(t) 0
X2(t) 1

)(
y1(t)
y ∗ (t)

)
=

(
t log t

−t2 log t+ t2

)
Hieraus ergibt sich dann folgendes Fundamentalsystem:

x1(t) =

(
t
−t2

)
x2(t) =

(
t log t

−t2 log t+ t2

)
für t > 0.

Aufgabe 19 (Matrixexponentation) (4 Punkte)

Sei A ∈ Rn×n idempotent. Bestimme etA.

(Hinweis: Eine Matrix A ∈ Rn×n heiÿt idempotent, falls A2 = A gilt. )

Lösung:

∞∑
v=0

tv

v!
Av = E + tA+

t2

2
A2 +

t3

3!
A3...

= E + tA+
t2

2
A+

t3

3!
A+ ...

= E +A

(
t+

t2

2
+
t3

3!
+ ...

)
= E +A(et − 1)

Aufgabe 20 (Di�erenzialgleichungen höherer Ordnung) (3+3+3+3=12 Punkte)

Bestimme eine allgemeine Lösung der folgenden Di�erenzialgleichungen.



(i) x(3) − 2ẍ− ẋ+ 2x = 0

(ii) x(4) + 4x(3) + 6ẍ+ 4ẋ+ x = 0

(iii) ẍ− 2ẋ+ 2x = 0

(iv) ẍ+ x = t+ sin (2t)

Lösung:

(i) λ3 − 2λ2 − λ+ 2 = (λ− 1)(λ+ 2)(λ− 2)

⇒ c1e
t, c2e

−t, c3e
2t

ist ein Fundamentalsystem.

x(t) = c1e
t + c2e

−t + c3e
2t

(ii) λ4 + 4λ3 + 6λ2 + 4λ+ 1 = (λ+ 1)4

⇒ c1e
−t, c2te

−t, c3t
2e−t, c4t

3e−t

ist ein Fundamentalsystem.

⇒ x(t) = c1e
−t + c2te

−t + c3t
2e−t + c4t

3e−t

(iii) λ2 − λ+ 2 = (λ− (1− i))(λ− (1 + i))

⇒ c1e
(1+i)t, c2e

(1−i)t

hieraus ergibt sich dann das reelle Fundamentalsystem:

c1e
t cos(t), c2e

−t sin(−t)

⇒ x(t) = c1e
t cos(t) + c2e

−t sin(t)

(iv) Für den Homogenen Anteil ergibt sich sofort die Lösung:

eit, e−it

Daraus ergeben sich die reellen Lösungen:

x1(t) = c1 cos t x2(t) = c2 sin t

Für den partikulären Anteil wählen wir folgenden Ansatz:

xp(t) = αt+ β + γ sin(2t) + δ cos(2t)

Eingesetzt ergibt sich:

−4γ sin(2t)− 4δ cos(2t) + αt+ β + γ sin(2t) + δ cos(2t) = t+ sin(2t)

Mittels Koe�zientenvergleich ergibt sich: α = 1, β = 0, γ = − 1
2 , δ = 0.

⇒ xp(t) = t− 1

3
sin(2t)

⇒ x(t) = c1 cos t+ c2 sin t+ t− 1

3
sin(2t)

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Übungen �nden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sommersemester-2012/eft0.html


