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Ubungen Lineare Algebra 1: Blatt 5
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Sei V' ein Vektorraum iiber einen Korper K. (2+2)
(a) Seien vy, ...,v, € V. Zeigen Sie: Die Vektoren vy, ..., v, bilden genau dann eine Basis von V,
wenn sie linear unabhéngig sind und LH({v1,...,v,}) =V gilt.

(b) Sei ) # E,F C V. Zeigen Sie: Es gilt genau dann LH(E) = LH(EUF), wenn F C LH(E)

ist.
Wir betrachten die Vektoren (3)
1 0 -2 0
e e 0 ]2
U1 0 ’ V2 0 bl U3 = 1 I V4 = 1
-1 -1 0 -2

im R* und setzen W := LH({v1,v2,v3,v4}). Zeigen Sie, dass v, va, v3 eine Basis von W bilden und
bestimmen Sie dim W.

Sei V ein Vektorraum iiber einen Korper K und sei ) # E C V. Wir setzen (6)
U:={U CV: U ist ein Untervektorraum von V und U D E}
Sei W C V eine beliebige Menge. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) W =LH(E).

(i) W=NpeuU
(iii) W ist ein Untervektorraum von V, der E enthilt, und jeder weitere Untervektorraum von V,
der E enthilt, ist eine Obermenge von W.

Eine Funktion f: R — R heifit gerade, wenn f(—xz) = f(z) fir alle z € R gilt. Sie heiflt ungerade, (2+42)
wenn f(—xz) = —f(z) fiir alle 2 € R gilt. Es bezeichne Fg., (R, R) die Menge aller geraden Funktionen
von R nach R und Fng(R,R) die Menge aller ungeraden Funktionen von R nach R.

(a) Zeigen Sie, dass Fger(R,R) und Fypne(R, R) Untervektorraume von F(R,R) sind.
(b) Zeigen Sie, dass F(R,R) die direkte Summe von Fge (R, R) und Fyng(R, R) ist.

Sei V' der Vektorraum iiber R, den Sie in Aufgabe 15(ii) auf Blatt 4 betrachtet haben. Bestimmen (2)
Sie die Dimension von V.

Sie V ein Vektorraum iiber einen Kérper K. Zeigen oder widerlegen Sie: (5)
(a) Fiir alle Untervektorraume U, W C V ist U UW ebenfalls ein Untervektorraum von V.
(b) Fir alle Untervektorraume U, W C V gilt LH(UUW)=U 4+ W.
(¢) Fir jede Teilmenge ) # E C V gilt: E ist genau dann ein Untervektorraum von V', wenn
LH(E) = E ist.
(d) Wenn fiir jedes n € N ein Untervektorraum U,, von V gegeben ist und wenn U,, C U, fiir
alle n € N gilt, dann ist auch J,, .y Un ein Untervektorraum von V.

(e) Wenn Uy, Us Untervektorrdume von V' sind und dim(U; 4+ Us) = dim U; + dim Uy gilt, so ist
die Summe Uy + Uy direkt.
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