Was hat Entropie mit Information zu tun?
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1 Entropie in der Statistischen Thermodynamik

Was sagt die Statistische Thermodynamik iiber die Entropie von Systemen im Gleichge-
wicht aus (siehe z.B. [REI75], [KIT01])? Man unterscheidet bei einem System Makrozu-
stinde und Mikrozustinde (richtiger wére: Makro- und Mikrobeschreibung).

Ein Makrozustand ist durch wenige Parameter (Zustandsvariable) charakterisiert (Druck,
Volumen, Temperatur u.a.), die man messen bzw. vorgeben kann. Ein Mikrozustand ist
durch die detaillierte Angabe aller Orts- und Impulskoordinaten der Teilchen bzw. durch
die vollstandige Charakterisierung des (fast) stationidren Quantenzustandes bestimmt.

Ein System hat im Allgemeinen eine unvorstellbar grofe Zahl von moglichen Mikrozu-
stdnden. Ein bestimmter Makrozustand wird nun durch eine im Allgemeinen immer noch
sehr grofse Zahl von Mikrozusténden realisiert. Diese Zahl nennt man Komplezionenzahl
(oder etwas irrefithrend thermodynamische Wahrscheinlichkeit). Wéhrend einer Messung
des Makrozustandes durchlauft das System die vielen, den Makrozustand realisierenden
Mikrozusténde. Die ermittelte Messgrofe ist also ein zeitlicher Mittelwert.

Fiir den weiteren Aufbau der Theorie miissen nun Postulate eingefiihrt werden, welche die
teilweise Unkenntnis iiber das System formulieren. Nach GIBBS bildet man gedanklich ein
Ensemble von sehr vielen, makroskopisch gleich préaparierten Systemen und postuliert:

1. Zur Berechnung einer makroskopischen Grofe (Messwert) kann der zeitliche Mittel-
wert durch einen Mittelwert {iber die Systeme (Ensemblemittelwert) gebildet werden.

2. In einem Ensemble aus (thermisch) isolierten Systemen sind alle Mikrozusténde (7)
gleichwahrscheinlich (fiir alle ¢ gilt p; = p = const.).

Diese Postulate sind letztlich durch den Erfolg der Theorie gerechtfertigt.

Eine wesentliche Aufgabe der Theorie ist es, die Wahrscheinlichkeiten der Mikrozustdnde
anderer Systemtypen zu berechnen. So ergibt sich fiir den wichtigen Fall (geschlossener)
Systeme im Warmekontakt mit einer Umgebung konstanter Temperatur 1" die fundamental
wichtige BOLTZMANN-Verteilung:

(E; : Energien des Systems; kp : BoLTZMANN-Konstante)

Kennt man die p;, so lassen sich Mittelwerte von Messgrofsen berechnen. Durch Vergleich
mit Beziehungen der phidnomenologischen Thermodynamik ergibt sich fiir den Mittelwert
der Entropie folgender Mittelwert:

S =—kplnp; = —kp sz‘ Inp;
;




Diese Formel vereinfacht sich fiir (thermisch) isolierte Systeme, bei denen also alle p; gleich
sind (p;=p= % miti=1,...,K) zu

S=kplnK

In einem isolierten System ist die Entropie also (bis auf die BoLTZMANN-Konstante) der
Logarithmus der Zahl der moglichen Mikrozusténde, die einen Makrozustand realisieren.
Moglich heifst: vertraglich mit der festgelegten Gesamtenergie und Stoffmenge.

Je grofer K und damit auch die Entropie ist, desto wahrscheinlicher liegt der zugehorige
Makrozustand vor: Beim stiandigen ,,Durchspielen* aller (gleichwahrscheinlichen) Mikrozu-
stande kommt derjenige Makrozustand mit dem grofsten K am héufigsten vor, er ist am
wahrscheinlichsten. Bei realen Systemen mit vielen Teilchen ist im Gleichgewicht das Ma-
ximum von K extrem scharf ausgepragt, so dass praktisch fast alle Mikrozustédnde zu dem-
selben Makrozustand (dem Gleichgewichtszustand) gehoren. Kleine Abweichungen vom
Gleichgewicht (Schwankungen, Fluktuationen) sind aber moglich. Die statistische Ther-
modynamik schwicht den Satz von der Entropiezunahme (Spezialfall des 2. Hauptsatzes)
ab, er gilt nur im statistischen Mittel:

Ein abgeschlossenes System neigt dazu, den wahrscheinlichsten Zu-
stand (und damit ein Maximum der Entropie) anzunehmen.

2 Information

Die statistische Interpretation des Entropiebegriffs verkniipft Entropie und Wahrschein-
lichkeit: Ein makroskopischer Zustand hoher Entropie hat eine hohere Wahrscheinlichkeit
als ein Zustand niedriger Entropie. Als Veranschaulichung dieses Sachverhaltes wird h&ufig
angefiihrt, dass zunehmende Entropie zunehmende Unordnung bedeute. Diese Zuordnung
ist aber unprézise und gilt keineswegs allgemein. Eine prézise und durchaus anschauliche
Verkniipfung ist hingegen mit dem Begriff der Information moglich.

Information spielt heutzutage in der Nachrichtentechnik, der Entscheidungs- und Lerntheo-
rie, der Psychologie, der Biologie, der Mathematik und nicht zuletzt in der statistischen
Physik eine wichtige Rolle. Dieser Begriff wurde im Rahmen einer Kommunikationstheorie
von SHANNON und WEAVER quantifiziert (siehe z.B. [PET67]). Im Hinblick auf techni-
sche Anwendungen bei der Ubertragung von Nachrichtenfliissen werden hier Probleme der
Codierung, Redundanz, Ubertragungsgenauigkeit, Kanalkapazitiit usw. untersucht.

In der Umgangssprache steht meist der Aspekt der Bedeutung (semantische Ebene”) und
des Zwecks (,pragmatische Ebene*) einer Nachricht im Vordergrund. In der SHANNONschen
Informationstheorie wird dagegen der Begriff Information auf den Aspekt des ,Neuigkeits-
wertes* oder ,,Uberraschungswertes” einer Nachricht eingeengt. Dieser Aspekt ist allein mit
der Eintrittswahrscheinlichkeit (,statistische Ebene®) verkniipft und nicht etwa mit Bedeu-
tungen, die vom Empfénger einer Nachricht beigemessen werden.

Wie kann man den Vorgang des Wiirfelns oder des Miinzwerfens, das Schiefen auf ei-
ne Scheibe, wie kann man eine Nachrichtenquelle, eine politische Wahl, ein physikalisches
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Abbildung 1: Sender-Empfianger-Schema

Experiment unter dem einheitlichen Gesichtspunkt der Informationsiibermittlung beschrei-
ben? Man geht dazu von folgender idealisierten Situation aus (vgl. Abb. 1): Ein Sender
iibermittelt eine Folge von Zeichen (oder Ereignissen) aq,as,...,a, aus einem Vorrat von
n Zeichen, die mit den Wahrscheinlichkeiten p1,ps,...,p, auftreten, iiber einen Kanal
(Ubertragungsmedium) an einen Empfinger. Man spricht auch von einem endlichen Zu-
fallsexperiment und charakterisiert es durch die Paare {(a1,p1), (a2, p2), ..., (an,pn)}. Fir
die Wahrscheinlichkeiten p; gilt wie iiblich

n
0<p; <1 und sz‘zl.
i=1

Damit ist die Situation auf die mathematische Wahrscheinlichkeitstheorie abgebildet. Der
Empfinger muss diese Wahrscheinlichkeiten kennen. Die Zeichenfolge wird fiir die Ubertra-
gung vom Sender codiert und dann vom Empfinger decodiert. Sprachliche Laute (Schall-
wellen) miissen z. B. in elektromagnetische Wellen umgesetzt und dann wieder in Schall
zuriickverwandelt werden. Die Ubertragung ist i. a. Storungen ausgesetzt, welche die In-
formation verédndern.

Wie lésst sich nun ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Maf der {ibertragenen Information
angeben? Vor dem Auftreten eines Zeichens besteht eine Ungewissheit; sein Auftreten hat
einen Uberraschungswert und ist in diesem Sinne eine Information fiir den Empfinger.
Welche Menge an Ungewissheit wird durch das tatséchliche Auftreten des Zeichens besei-
tigt? Lésst man sich von den umgangssprachlichen Begriffen leiten, dann kénnte man fiir
ein Zeichen a; das Maf 1/p; ansetzen: Je geringer die Wahrscheinlichkeit des Auftretens,
desto groker der Uberraschungswert, der Neuigkeitswert!, die Information. Fiir den Auf-
bau einer Informationstheorie erweist sich aber folgende Definition als zweckméfiger (z. B.
wird dann fiir mehrere unabhéngige Zeichen die Information additiv):

Der Neuigkeitswert eines einzelnen Zeichens a; aus n moglichen Zeichen ist

1
Hi(n) = log — = —logp;.
D;

)

Wenn von den Zeichen eines mit Sicherheit eintritt (Wahrscheinlichkeit 1), so wird der
Neuigkeitswert 0. Sehr selten vorkommende Zeichen haben dagegen einen entsprechend
hohen Neuigkeitswert.

Bei Foldgen von Zeichen begniigt man sich meist mit dem Mittelwert (dem Erwartungs-
wert) der einzelnen Hi(n), also mit der mittleren Information. Gemafs der Regel fiir die

'Mit dem Begriff Neuigkeitswert soll nicht gesagt sein, dass Information neu entsteht. Bei der SHANNON-
WEAVERschen Informationstheorie geht es um die Ubertragung von Information.



Mittelwertbildung ergibt sich
n n
H(n)(phpQ? s 7pn) = Zpl‘Hz(n) == Zpl lngz
i=1 i=1

Dieses wichtige Maft wurde von SHANNON und WEAVER eingefiihrt und — wegen seiner for-
malen Ubereinstimmung mit der Entropie der Statistischen Thermodynamik — als Entropie
bezeichnet. Zur klaren Unterscheidung soll hier von Informationsentropie gesprochen wer-
den.?

Da man sinnvollerweise nur das Eintreten kiinftiger Ereignisse mit Wahrscheinlichkeiten
charakterisieren kann (vergangene Ereignisse liegen ja fest!), ist auch die Informationsen-
tropie nicht ein Mafs fiir eine vorhandene (aktuelle), sondern fiir eine kiinftige Information.
Sie ist ein Maf dessen, was man durch das Eintreffen des Zeichens (oder: nach Ausfiihren
eines Experiments) erfahren kann; sie ist Maf fiir eine beseitigbare Ungewissheit, sie ist
potentielle Information H,, nicht aktuelle Information H, (C. F. v. WEIZSACKER).

Die Situation ist besonders iibersichtlich im Falle eines Zufallsexperimentes mit nur zwei
Ereignissen, welche die Wahrscheinlichkeiten p und 1 — p haben. Hier ergibt sich die Infor-
mationsentropie zu H® = —plogp — (1 — p)log(1 — p). Dies wird in Abb. 2 verdeutlicht.
Fir p = % (z. B. Wurf einer idealen Miinze) wird H?) = 1 bit und ist maximal. Tm Fall

1
H® (p )
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p

Abbildung 2: Informationsentropie eines Zufallsexperimentes mit zwei Ausgiangen

der Gleichwahrscheinlichkeit der Ausgéinge wird durch das Eintreten des Ereignisses die
maximale Unsicherheit beseitigt, die potentielle Information ist am gréfiten. Der Zusam-
menhang zwischen potentieller und aktueller Information ist:

HP® =log2 - H®  undallgemein ~ H{™ =logn — H{™.

2Der Zahlenwert der Informationentropie hiangt von der gewéhlten Basis des Logarithmus ab. Die Mak-
einheit ist 1. W&hlt man speziell den Logarithmus zur Basis 2 (bindrer Logarithmus, 1b oder 1d), so
fligt man zur Klarheit an die so gewonnenen Zahlenwerte die Pseudomafieinheit ,bit“ an.



Treten alle n moglichen Ereignisse mit derselben Wahrscheinlichkeit auf, so ist (fiir al-
le i) p; = %, und die Informationsentropie vereinfacht sich zu H (”)(%, %, - %) = logn.
Diese Grofe wird auch Entscheidungsgehalt genannt. Gemessen in bit ist sie die Mindest-
anzahl von ja/nein-Entscheidungen in einem Frage-Antwort-Spiel zur Beseitigung einer
Unsicherheit. Eine Nachricht bestehe z. B. im Aufleuchten einer Anzeigelampe in einem
quadratischen Feld von 16 Lampen, welche alle mit derselben Wahrscheinlichkeit aufleuch-

ten konnen (vgl. Abb. 3). Wie grof ist der Entscheidungsgehalt?

Nach Definition ergibt sich H(16) = 1b 16 bit = 4 bit. Das Feld mit der leuchtenden Lampe
kann durch (minimal) vier ja/nein-Antworten auf Alternativiragen (Rechts oder links?
Oben oder unten?) lokalisiert werden.

Abbildung 3: Entscheidungsgehalt beim Aufleuchten einer Lampe (von 16)

3 Entropie und Information

Betrachtet man nun den Ausdruck fiir die thermodynamische Entropie, so fallt sofort die
weitgehende formale Ubereinstimmung mit der potentiellen (nicht der aktuellen) Informa-
tion auf:

thermodynamische Entropie S = —kp > p;lnp;

3
Informationsentropie It = — > pilbp;
7

Eben wegen dieser Ubereinstimmung hat SHANNON sein Informationsma$ als Entropie
bezeichnet.

Kann man nun also Entropie und Information (bis auf den Proportionalitatsfaktor) ein-
fach gleichsetzen? Dazu muss man die Bedeutung der p; betrachten: In der thermody-
namischen Entropie sind die p; Wahrscheinlichkeiten von Mikrozustdnden, genauer: Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energiezusténde eines materiellen Systems. Bei der In-
formationsentropie bedeuten diese p; dagegen die Eintrittswahrscheinlichkeiten beliebiger,
inhaltlich nicht spezifizierter Ereignisse. Soweit diese Ereignisse nicht den mechanischen
Grundgesetzen gehorchen, braucht die Informationsentropie auch nicht dem 2. Hauptsatz
zu geniigen!

Die Informationsentropie (und der damit festgelegte Informationsbegriff) ist also allgemei-
ner als die thermodynamische Entropie. Erst wenn man die p; im Sinne der statistischen



Thermodynamik festlegt, kann man gleichsetzen:

S = k:Bln2-Ip0t

Fiir Entropie- und Informationsdnderungen gilt
AS =kpln2-I,,s und AS = —kpln2- L.

Damit ist nun eine informationstheoretische Interpretation der thermodynamischen Entro-
pie moglich: Die Entropie misst die potentielle Information des Experimentators. Sie misst,
wie viel derjenige, der den Makrozustand kennt, noch wissen kénnte, wenn er auch den Mi-
krozustand kennen lernte (C. F. v. WEIZSACKER, [WEI74, Lyr02]|). Bei zunchmender
Entropie nimmt diejenige Menge an Wissen zu, die der Kenner des jeweiligen Makrozustan-
des nicht hat, aber durch Messung des jeweiligen Mikrozustandes (prinzipiell) gewinnen
konnte.

Oft spricht man auch von Entropiezunahme = Informationsabnahme. Hier ist die aktuelle
Information gemeint! Die Verwechslung von aktueller und potentieller Information hat seit
BRILLOUIN einige Verwirrung und Vorzeichen-Unklarheiten in der Literatur gestiftet.

Der Satz von der Entropiezunahme lautet in informationstheoretischer Formulierung:

Mit fortschreitender Zeit wird mit iliberwiegender Wahrscheinlich-
keit die aktuelle Information des zu dieser Zeit vorliegenden Makro-
zustandes abnehmen, seine potentielle Information zunehmen.

Solche Formulierungen klingen recht subjektivistisch. C. F. v. WEIZSACKER hat aber klar-
gestellt, dass der Informationsbegrift ,in objektiver Weise subjektbezogen ist. Er schreibt
[WEIT2]:

,Der Informationsbegriff ist ndmlich etwas, was sich auf ein wissendes Subjekt
bezieht, auf die Fragen, die dieses Subjekt hat, auf die Antworten, die es dafiir
gewinnt, aber er ist in objektiver Weise subjektbezogen, und fiir alle Subjekte,
die dasselbe Wissen oder dieselben Methoden haben, Wissen zu erwerben, ist
auch das Resultat dasselbe, und dieses ist der objektive Gehalt.”

Version: 3.07.2004
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