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20. Essei A € C"*" eine Matrix mit komplexwertigen Eintragen. Wir definieren T': C* — C™ durch  (4)
T(x) = Axz. Geben Sie eine Formel fiir 7% an und beweisen Sie, dass es sich tatséchlich um T*
handelt.

21. Essei k€ C([0,1)2,C) und T : L*(]0,1],C) — L2([0, 1],C) definiert durch (2)

1
Tfa) = [ Ko f)dy
0
Es muss nicht gezeigt werden, dass T € L£(L?([0,1],C)). Geben Sie eine Formel fiir 7* an und
beweisen Sie, dass es sich tatsdchlich um 7™ handelt.

22. Esseil H ein Pré-Hilbertraum. Zeigen Sie: Ist P € L(H) eine orthogonale Projektion, so ist auch (1)
die komplementére Projektion @) eine orthogonale Projektion.

23. (a) Essei H = L?([-m,7],C), G = span{fi, f2, f3}, wobei fi(z) = €@, fa(x) = 1, f3(x) = (2)
e + e~ Nun sei f(r) = 2%. Bestimmen Sie das Proximum von f in G

Losungsvorschlag: G ist als endlichdimensionaler Vektorraum abgeschlossen, denn G ist
selbst sicherlich ein Banachraum und Prop. 1.1.9 liefert deswegen die Abgeschlossenheit.
Zunéchst bestimmen wir eine Orthonormalbasis von G. Danach werden wir die Formel aus
Thm. 2.6.8 (c) benutzen, um die orthogonale Projektion von f auf G zu berechnen. Diese
fallt nach Thm. 2.6.8. (b) mit dem Proximum zusammen. Wir orthonormieren jetzt dann mit
dem Gram-Schmidt Verfahren: )
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Fiir e3 beachte man nicht f3 nicht orthogonal zu e; ist:
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Und damit ist

Nun gilt
Pf= Y <ef>e
ie{1,2,3}
Wir berechnen, dass
<ey,f>= L et f(x)de = L /7r e ldy.
V2 ) x V2r ) x

Zweimaliges partielles Integrieren gibt < ey, f >= —2v/27. Analog berechnet man < eg, f >=
—2v2m und < eq, f >= §\/27r. Damit gilt

2
Pf =—-2v2mey + %\/ 2mey — 2V 2we3 = —2e'* — 27 + T



(b) Essei H wie oben und G = {f € H : f(—z) = f(x) fast tberall}. Geben Sie eine Abbildungs- (2%)
vorschrift fiir das Proximum in G an.

Losungsvorschlag: Falls G ein abgeschlossener Unterraum ist, so gibt es eine orthogonale
Projektion. Es sei nun also (f,) C G konvergent gegen f. Wir definieren g, = f,,(—) und
g = f(—x). Es ist leich zu zeigen, dass auch g,, gegen g konvergiert. Man kann jetzt den Satz
aus der Maftheorie benutzen, dass (f,) eine f.i. punktweise TF haben muss, oder aber man
betrachtet

/ @) — f(—a)Pde = / F@) = F—2) = |fal@) = fal=2)

= |IfII* +2Re < f.9 > +llgl* = (Ifall* = 2Re < fu, gn > +llgnl*)
— 0 (n—o0)

Denn wie wir in UA 14 bewiesen haben ist das Skalarprodukt stetig auf H x H. Damit ist
f(x) — f(—z) = 0 fast iiberall und das bedeutet, dass wir f € G haben. Sei nun u := f — Pf.
Wir kénnen benutzen, dass u orthogonal auf G stehen muss, um etwas iiber P f herauszufinden.
Sei h € G.

0= /_7; uw(z)h(z)dr = /_O7r u(z)h(z) + /07T u(z)h(z)de = /Opi u(—x)h(—x) + /07* u(z)h(z)dx

Benutzen wir h(z) = h(—x) so erhalten wir
0= / w(z) + u(—z)h(x)de VheG
0
Setzen wir nun h(z) = u(x) + u(—x) so ist h € G und wir erhalten damit
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Nun gilt also u(z) = —u(—=z) fir fast alle z € [0, «]. Fiir fast alle z € [—7,0] gilt dann aber
u(z) = u(—(—z)) = —u(—=x), weil ja —z € [0, 7] und damit ist die Gleichung von vorhin bis
auf eine Nullmenge anwendbar. Also ist u ungerade fast tiberall. Nun gilt:

f(x) = Pf(x) + (f = Pf)(z) = Pf(z) + u(z).

Dabei handelt es sich um eine Zerlegung von f in eine Summe aus einer geraden und einer
ungeraden Funktion. In diesem Fall bekommt man den geraden Anteil so: fiir fast alle x gilt:

f(@) + f(=2) = Pf(x) + u(z) + Pf(=2) + u(—z) = 2Pf(z),

also Pf(z) = W Das war die Formel, die wir suchten.

(¢c) Es sei H ein Hilbertraum und g € H sodass ||g|| = 1. Sei G = span(g) . Geben Sie eine (2)
allgemeine Formel fiir die orthogonale Projektion von f auf G und auf G* an.

24. In dieser (Bonus-)Aufgabe wollen wir die Existenz eines sogenannten bedingten Erwartungswerts — (3%)
zeigen. Es sei (Q, A, 1) ein endlicher Mafraum und H := L?(Q, A, 1) . Nun sei B C A eine Unter-
Sigma-Algebra. Zeigen Sie, dass G = L?(Q, B, i1 |5) ein abgeschlossener Unterraum von H ist(x).
Wenn das getan ist, zeigen Sie, dass zu jedem f € H ein g € G existiert sodass

/fduz/gdu VB e B.
B B

Mit etwas Maftheorie ldsst sich auch die Eindeutigkeit zeigen, wobei Eindeutigkeit hier fast iiberall
zu verstehen ist . Falls (2,4, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, so nennt man f Zufallsvariable
und g := E(f|B) den bedingten Erwartungswert von f. Man veranschauliche sich, dass im Falle
B ={Q,0} gilt g(z) = E(f) := [ fdu fiir fast alle z € Q.

Hinweis zu (x): Man kann sich bei diesem Beweis verkiinsteln, indem man Resultate aus der Mafstheorie
verwendet. Eigentlich aber muss man hier nur Resultate aus der Funktionalanalysis verwenden (und die
erforderliche Maftheorie steckt in diesen bereits drin)

Loésungsvorschlag:



Die Aufgabe miisste eigentlich wie folgt gestellt sein, weil sich ansonsten eine kleine Subtilitét ergibt:
Es sei (Q, A, 1) ein endlicher Mafraum und H := L*(Q, A, 1) . Nun sei B C A eine Unter-Sigma-
Algebra. Betrachte nun G = L2(, B, |g) und i : G — H definiert durch i([f]g) = [f]a - Zeigen
sie, dass i wohldefiniert ist und G ein abgeschlossener Unterraum von H ist(x). Wenn das getan ist,
zeigen Sie, dass zu jedem f € H ein g € G existiert sodass

/fd,u:/ﬁdu VB € B.
B B

Folgere, dass es ein g € G gibt, sodass

/fd,u:/gdu VB € B.
B B

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Wohldefiniertheit von i. Seien f1, fo € G sodass [f1]s = [f2]s Dann
gilt, dass B := {z € Q: fi1(x) — fa(x) = 0} eine pp-Nullmenge und B-messbar ist. Damit ist B auch
A-messbar und eine Nullmenge dort. Man beachte, dass keinesfalls davon ausgegangen werden kann
dass 4 injektiv ist. Jedoch gilt fiir f € G stets ||f||c = ||¢(f)||m, denn

/td,uB:/td,u Vte G,t>0 (1)
Q Q

Beweis dazu: Falls t = g fir ein E € B, so ist die Gleihung einsichtig. Beide Ausdriicke sind
linear in ¢, also bekommt man das ganze fiir Treppenfunktionen geschenkt. Beide Mafse fallen unter
die Vorraussetzung des Satzes iiber monotone Konvergenz und wir wissen, dass wir ¢ stets mit
Treppenfunktionen monoton approximieren kénnen. (q.e.d fiir die Zwischenbehauptung). Nun gilt

also insbesondere
/|f|2dMB:/ |fPdp
Q Q

Wir behaupten jetzt, dass G abgeschlossen ist. Dazu zeigen wir, dass G C H Banach ist. Es sei
(fn) C G Cauchy. Wir finden dann g,, € G sodass f, = i(g,). Diese g, sind nicht up fast iiberall
eindeutig, und das hat mir auch lange Zeit Probleme bereitet, sodass ich zum Schluss kam, die
Aufgabe wire vielleicht komplett nicht mehr zu retten. Wie auch immer: (g,,) sind Cauchy in G,
denn
1gn = gml| = [li(gn — gm)I| = li(gn) — i(gm)l| = || fn — fmll-

Da jetzt g aber Banach ist, gibt es ein g € G sodass g,, gegen g konvergiert. Beachte: g ist jetzt
B-messbar und

0 [lgn — gll = lli(gn — @Il = lIfn — i(9)]l

Damit konvergiert f, gegen i(g). Nun ist also G ein Unterraum von H der selbst Banach ist und

als solche abgeschlossen. Nun gibt es also fiir f € H eine orthogonale Projektion Pf auf G. Setze
g = Pf und erhalte fiir [h]4 € G

Q

Q "= / hg.

also

Ist nun B € B so hat man fiir h = i([xg]g), dass
/ fau= | G
B
Fiir jedes [g]p in G mit i([g]) = T (und das muss nicht nur eines sein) gilt dann

/fdu /gdu VB e B.
B

Zur Eindutigkeit: Hat man g1, g2 € G sodass

/fdu=/g1du=/gzdu VBeB
B B B

so kann man folgern, dass [(g91 — g2)dp = [(91 — g2)dup = 0. Setzt man B* = {x € Q :
g1(x) — g2(z) > 0}, die wegen der B-messberkeit von g1, g2 in B liegt so merkt man, dass g3 — g2 =0
sein muss pp-fast iiberall auf B*. Dasselbe mit B** = {x € Q : g1(z) — g2(x) < 0} ergibt schlieflich,
dass g1 = g2 pp-fast-iiberall.



