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Boolesche Funktionen und Schaltkreise

Die Oder-Funktion (Disjunktion) V und die Und-Funktion (Konjunktion) A,
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— (Implikationsfunktion), <— ( umgekehrte Implikation) und ©

(Xor-Funktion, exclusive or),
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Berechnungen mit Konstanten
xVO0=xz, zv1=1 =2AN0=0, zAN1==z,
rPd0=x, 21 =—x

Assoziativit at
zV(yVz)=(xVy)Vz,
cA(yNz)=(xAy)Az,
r®(ydz)=(rdy) =2

Kommutativit at

rVy=yVvVze, sNy=yANr, xQy=ydbx
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/Distributivit at

zV(yNz)=(xVy A(xVz),

rA(yVz)=(xAy)V(xAz),

cA(ydz)=(xAy) ®(xAz)
Vereinfachungsgesetze

xrNVNr=x, xVwx=1 xANr==1x,

cN—-x=0, 2Px=0 zd-xz=1
Absorptionsgesetze

rV(zAy) =z, zAN(xzVy) ==

deMorgansche Gesetze, Negationsgesetze

\ TP W=Dy, "=

—zV-y=-(rAy), —-xA-y=-(xVy)),
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Ersetzen der Implikation und der Antivalenz

r—y=xVy, xT<<—y=xV Yy,
r@y=@Vy AN(zV-oy =(zAy)V(zA-y)
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Satz Jede Booleschen Funktion laf3t sich sowohl in disjunktiver Normalform
(als Disjunktion von Mintermen) auch in konjunktiver Normalform (als

Konjunktion von Maxtermen) darstellen.
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Unformung von einer Formel

3: Distributivgesetze anwenden.

F'in eine aquivalente DNF Formel

1: F'in eine Formel mit nur VV, A und — unformen.

2: Negationszeichen direkt vor den Variablen bringen.
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Minimierung von Normalformen, Karnaugh-Veitch-Diagramm e

(fur Formeln mit weniger als 4 oder 5 Variablen)
e Minterme sind im Diagram mit einem Punkt markiert.
e 8er, 4er, 2er und ler Blocke zusammenfassen (moglichst Grol3e Blocke).

e Die Blocke durfen sich Uberlappen und durfen Gber die Kanten hinweg

definiert werden.
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L1 X2 X3 T4
T1T2 T3 T4
T1 T2 T3 T4
T1 X2 T3 T4
T1T2 T3 T4
T1X2T3 T4
T1T2 T3 T4

T1T22X3T4
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L1 X2 L3

X1 X2 T4
L1 X2 I3 T4 To T3 T4
T1 T2 T3 T4 / T1 T2 T4
T1 T2 T3 T4 T2 T3 T4
T1T2 T3 T4 T1T2 XT3
T1T2 T3 T4 T1T3 T4
T1 X2 T34 T1T2T3
X1 T2 T3 T4 T2 T3 T4

T1 X2 T3 T4 T1T2T4
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L1 X2 I3

X1 X2 T4
L1 T2 X3 T4 To XT3 T4
T1 T2 T3 T4 / T1 T2 T4
T1 T2 T3 T4 T2 T3 T4
T1 Lo T3 Xy T1T2T3
T1T2 T3 T4 T1T3 T4
T1 X2 T34 T1T2T3
T1T2 X3 T4 T2 T3 T4
T1T2 T3 T4 T1 T2 T4
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L1 L3 T4

L1 X2

I9 T3

To T4
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L1 X3 X4
L1 T2 +
Io T3 +
To T4 +
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Ringsummennormalform

Fir jede Boolesche Funktion f : B™ — B gibt es genau einen 0-1-Vektor
a = (ar,,ary,...,an,,) mtT; C{1,...,n}undar, € {0,1} so

dass

flxy,...,xp) = @ aT/\/\:z:j

TCA{1,...,n} JeT
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sind.
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Schaltkreise

Definition: Ein Schaltkreis tiber einer Basis {2 von Grundfunktionen (zum
Beispiel {2 = {V, A\, —}) ist ein gerichteter, azyklischer Graph. Die
Eingangsknoten sind mit Variablennamen oder den Konstanten 0,1

beschriftet, wahrend die inneren Knoten mit Elementen aus {2 beschriftet

~

/
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/ Funktion resy(x1,...,xy,) die von einem Gatter g berechnet wird \

e Falls g ein Eingangsknoten ist, der mit der Variablen O (bzw. 1)

beschriftet ist, so ist resg (1, ..., y) = 0 (bzw. = 1).

e Falls g ein Eingangsknoten ist, der mit der Variablen x; beschriftet ist, so

istresg(T1,...,%n) = ;.

e Falls g ein innerer Knoten ist, der mit f € () beschriftet ist, und falls k
die Stelligkeit von f ist, so seien f1, ..., fi die an den

Vorgangerknoten von g berechneten Funktionen. Dann ist
resg(x1,...,2n) = f(fi(z1, ..., Zn), ..., fe(®1,. .., 2n))

Wir sagen, dass ein Schaltkreis S eine Boolesche Funktion f berechnet,

@Is es einen Knoten g in .S gibt mit f = res,,. J
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Volladdierer

17



4 N

Schaltkreiskomplexit at
Die GréRRe eines Schaltkreises S, C'(.S),ist die Anzahl seiner Gatter.

Die Tiefe eines Schaltkreises .S, D(.S) ist die Lange eines langsten Pfades

Im Schaltkreis.

Fur eine Boolesche Funktion f und eine Basis {2

Cao(f) = min{C(S) | Sistein (2-Schaltkreis, der f berechnet}
Dqo(f) = min{D(S) | S ist ein 2-Schaltkreis, der f berechnet}

N /
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Satz Seien €2 und 2 zwei vollstandige Basen. Sei

c =max{Cq(g) | g € 2} und seid = max{Cq(g) | g € Q}. Dann
ist fiir alle Booleschen Funktionen f, Cqo(f) < c-Cq/(f) und

Car(f) <d-Calf).

N /
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Mit der DNF, GroRe O(n2"™) und Tiefe n + log n.

Obere Schranken fur f : B" — B

Mit der sel Funktion, GroRe O(2") und Tiefe n.

f
Gel

r1—
(sel)  (sel
r9o—- ‘ ro—- ‘
o 0 o
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Obere Schranken Il

Satz: (Lupanov, 1958) Es gibt Konstanten ¢ und n, so dass fur alle

n-stelligen Booleschen Funktionen f und n > ng git C(f) < ¢-2"/n.

/
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Untere Schranken

Satz: (Shannon, 1949) Fir jedes n gibt es n-stellige Boolesche Funktionen
f, die fur inre Realisierung (mittels Nand-Gattern) mindestens % . 2”/n

. s 1
viele Gatter benttigen. Also Crpangy(f) = 5 - 2"/n.

Folgerung: Es gibt Konstanten ¢ und ng, so dass es fir jedes n > ng eine

n-stellige Boolesche Funktion f gibt mit C'(f) > c¢- 2" /n.

N /
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w;,t € R

Perzeptrone

17 Z?:l Tiw; = tv

0, sonst
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Definition: f : B" — B ist linear separierbar falls es eine Hyperebene

der Dimension . — 1 gibt, die die 0’n von den 1’'n von f trennt.

Die durch ein Perzeptron berechenbaren Funktionen sind genau die linear

separierbaren Funktionen.

N

~
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Lernen von Booleschen Funktionen

Yo und Y7 disjunkte, und linear separierbare, Mengen von “Beispielen”.

Wir wollen einen Gewichtsvektor w finden mit;

yeYr = yw>0

yeYy = yw<O0

26
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w9 := (0,0,...,0)

Wird dem Perzeptron ein Beispiel y vorgelegt, und dieses wird falsch

klassifiziert, so wird der Gewichtsvektor im nachsten Schritt wie folgt von w'

zu w1 geandert:

/

w! +y, fallsy € Y7 undyw < 0

t—|—1:< t

w w' —y, fallsy € Ygundyw >0

w", sonst

27
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Perzeptron-Konvergenztheorem

Satz: Gegeben seien zwei linear separierbare Mengen von Punkten Yy, Y7
und eine unendliche Trainingsfolge, mit der Eigenschatft, dass jedes Element
aus Yy U Y7 in der Treiningsfolge unendlich oft auftrtt. Dann erreicht das
Perzeptron nach endlich vielen Lernschritten (gemal3 der oben
beschriebenen Lernregel) einen Gewichtsvektor, so dass das Perzeptron

allen Punkten in Yy den Wert 0, und allen Punkten in Y7 den Wert 1 zuweist.

N /
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Boolesche Funktionen, Zusammenfassung

Beschreibungsmaoglichkeiten: Wahrheitstafel, DNF, KNF, RSNF, Boolesche

Schaltkreise Uber eine vollstandige Basis, Perzeptrone...

Wie Grol3 sind solche Beschreibungen? Sind sie eindeutig? Konnen sie

minimiert werden?

Wie kann man die Modelle gegenseitig simulieren? Was sind die Vorteile

der verschiedenen Modelle.

- /
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