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Einleitung

Die Menge digital abgespeicherter Daten wéchst seit Jahren stetig. So gibt es bei-
spielsweise eine infolge erheblicher Fortschritte in der Sequenzierung schnell anwach-
sende DNA-Datenmenge. Oft méchte man diese Datenmengen nicht nur speichern,
sondern auch effizient durchsuchen kénnen. Im Falle von DNA-Daten werden meist
viele verschiedene Suchanfragen auf denselben Daten durchgefiihrt. In diesem Fall
ist es sinnvoll, diese einmalig so vorzuverarbeiten, dass anschlieBend Suchanfragen

schnell beantwortet werden kénnen.

Das Suffix-Array ist eine sehr hiufig eingesetzte Indexstruktur, welche das schnel-
le Durchsuchen sehr grofler Datenmengen erlaubt. In den letzten Jahren wurden
verschiedene Suffix-Array-Konstruktionsalgorithmen entwickelt, sodass das Suffix-
Array inzwischen sehr schnell erstellt werden kann. Jedoch ist es bisher nicht gelun-
gen, besonders speichersparende Algorithmen zur Konstruktion des Suffix-Arrays zu

entwerfen.

Um komplexere Suchanfragen beantworten zu konnen, wird haufig zusétzlich zum
Suffix-Array das sogenannte LCP-Array bendétigt. Nachdem bei der Entwicklung
von Algorithmen zur LCP-Array-Konstruktion lingere Zeit keine Fortschritte zu
verzeichnen waren, wurden 2009 und 2010 zwei neue, besonderes schnelle und spei-
chereffiziente LCP-Konstruktionsalgorithmen verdffentlicht. Allerdings basieren die-
se alle auf dem Suffix-Array. Ist der Text, fiir den das LCP-Array benétigt wird, so
grof}, dass sein Suffix-Array mangels speichersparender Suffix-Array-Konstruktions-
algorithmen nicht berechnet werden kann, so scheitert auch die Konstruktion seines
LCP-Arrays.

Da nicht nur die Konstruktion des Suffix-Arrays, sondern auch das Suffix-Array
selbst viel Platz bendtigt, wird zunehmend versucht, das Suffix-Array durch andere
Indexstrukturen zu ersetzen. So konnen manche Suchanfragen beispielsweise auch

mit der Burrows-Wheeler-Transformierten (kurz BWT) beantwortet werden. Diese
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ist wesentlich speichersparender, da hierbei — im Gegensatz zum Suffix-Array — nur
die Buchstaben gespeichert werden. Die BWT kann leicht aus dem Suffix-Array
berechnet werden, allerdings ist auch eine direkte Berechnung aus dem Text moglich.
So wird in [OS09] ein speichereffizienter und linearer Algorithmus zur Konstruktion
der BWT vorgestellt, welcher nicht auf dem Suffix-Array beruht. Die beschriebene
Situation ist in Abbildung 1.1 dargestellt.

Eingabetext
5n 2,5n
Suffix-Array Lo BWT
In
LCP-Array

Abbildung 1.1: Die Berechnungsmoglichkeiten mit dem jeweils benotigten Speicher

fiir das Suffix-Array, die BWT und das LCP-Array. In dieser Arbeit
wird die Konstruktion des LCP-Arrays aus der BWT untersucht, im
Schaubild durch den roten Pfeil angedeutet.

Ziel dieser Arbeit ist es, einen Algorithmus zur Konstruktion des LCP-Arrays zu ent-
werfen, welcher nicht auf dem Suffix-Array, sondern auf der BWT basiert. Gelingt es
dariiber hinaus, den Algorithmus ebenso speichereffizient wie die direkte Konstruk-
tion der BWT zu entwerfen, so ist — mit der gleichen Hardware — das Erzeugen des

LCP-Arrays von grofleren Texten moglich.

Diese Diplomarbeit ist wie folgt gegliedert. Zunichst werden im anschlieenden Ka-
pitel die benutzten Notationen, notwendigen Definitionen und grundlegenden Da-
tenstrukturen eingefiihrt. In Kapitel 3 werden dann einige der bisherigen LCP-Kon-
struktionsalgorithmen betrachtet. Anschlieend wird in Kapitel 4 ein Algorithmus
zur Konstruktion des LCP-Arrays vorgestellt, welcher auf der BWT basiert und das
Suffix-Array nicht benétigt. Die Laufzeit des neuen Algorithmus wird in Kapitel 5
experimentell bestimmt und mit anderen Algorithmen verglichen. In Kapitel 6 wird
gezeigt, wie das Prinzip des neuen Algorithmus zur Losung zweier weiterer Proble-
me genutzt werden kann. Zuletzt werden in Kapitel 7 die Ergebnisse der Arbeit

zusammengefasst und ein Ausblick auf mégliche Entwicklungen gegeben.
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In diesem Kapitel werden zunédchst die in dieser Arbeit bendtigten Definitionen
und Notationen eingefithrt. AnschlieBend werden einige wichtige Datenstrukturen
vorgestellt. Die verwendeten Beispiele basieren dabei durchgehend auf dem Text

annasanannas$.

2.1 Grundlegende Definitionen

Wiéhrend dieser Arbeit bezeichne ¥ ein Alphabet, welches aus o vielen verschiedenen
Buchstaben bestehe und den besonderen Buchstaben $ enthalte. Auf den Buchsta-
ben aus ¥ sei eine totale Ordnung < definiert, wobei $ der kleinste Buchstabe sei.
Reiht man n Buchstaben hintereinander, so erhéilt man einen Text oder einen String
S = S[1...n] der Lange n. Der String der Linge 0 wird in dieser Arbeit durch e
reprasentiert. Die Menge X" enthalte alle Strings der Lange n iiber dem Alphabet
Y. S[i] bezeichne den i-ten Buchstaben und |S| die Lénge eines Strings S.

Definition 2.1 (Suffix und Prifix) Sei S ein String der Linge n. Wir nennen
fir allei € {1,...,n} den String S; = S[i...n| das i-te Suffix von S und bezeichnen
den Teilstring S[1...1] als Prdfix von S. Dariber hinaus ist € ebenfalls ein Prifix

von S.

In dieser Arbeit wird fiir jeden String iiber ¥ vorausgesetzt, dass er mit dem Buch-
stabe $ endet; es gilt also S[n] = $. Dartiber hinaus tritt $ an keiner anderen Position
auf. Folglich gilt fiir alle Suffixe eines Strings S, dass S; kein Préfix von S; fiir i # j

ist.

Sollen aus einem String S iiber ¥ nur bestimmte Buchstaben betrachtet werden, so

schreiben wir S, wobei M C ¥ die Menge der gewiinschten Buchstaben ist. Fiir
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Aussagen tiber die Buchstabenhédufigkeit in einem String soll das C-Array dienen.
Es liefert fiir ¢ € 3, wie viele kleinere Buchstaben im gesamten String vorkommen.

Anders ausgedriickt ist C[¢] = |Stde>ld<c}|,

Beispiel 2.2 annasanannas$ ist ein String der Linge |S| = 13 dber ¥ = {$, a, n, s}
mit o = 4. Es gilt S[2] = n, S[1...4] = anna und Sig = nas$. Zudem ist S{msh =
nnsnnns und C[$] =0, Cla] =1, C[n] =6, C[s] = 11.

Aufbauend auf der Ordnung der Buchstaben in ¥ kann die lexikografische Ordnung

auf Strings definiert werden.

Definition 2.3 (Lexikografische Ordnung) Sind S und T Strings tber X, so
ist S lexikografisch kleiner als T (S <jex T'), falls eine der folgenden Bedingungen
zutrifft:

o S ist ein Prifiz von T

e S[1]=T[1] und S[2...|S|] <tex T[2...|T]]

In dieser Arbeit wird die alphabetische Reihenfolge als totale Ordnung fiir die Buch-
staben aus X verwendet. Es gilt also $ < a < b < --- < z. Damit entspricht die

lexikografische Ordnung der gewohnten alphabetischen Sortierung.

2.2 Suffix-Array und w-Intervall

Jeder String S der Linge n hat genau n verschiedene Suffixe S1, So, S3, ..., Sy.
Diese Suffixe konnen geméfl Definition 2.3 sortiert werden, was zur Definition des
Suffix-Arrays fiihrt.

Definition 2.4 (Suffix-Array) Das Suffiz-Array SA eines Strings S ist eine Per-
mutation der Zahlen von 1 bis n, so dass gilt: Ssap] <iex SsA[2] <tex *** <iex SSAn]-

Da $ der kleinste Buchstabe ist und nur am Ende eines Strings vorkommt, gilt fiir je-
des Suffix-Array SA[1] = n. Das Suffix-Array benétigt unkomprimiert nlog, n Bits,

da n Zahlen mit je log, n Bits abgespeichert werden miissen.



2.2 Suffiz-Array und w-Intervall

Um fiir ein gegebenes Suffix .S; seine Position im Suffix-Array und somit seine lexiko-
grafische Ordnung zu bestimmen, kann das inverse Suffix-Array verwendet werden.

Dieses ist wie folgt definiert:

Definition 2.5 (Inverses Suffix-Array) Ist SA das Suffiz-Array eines Strings S,
s0 heift SA™1 das inverse Suffiz-Array, falls fir 1 <i <n gilt SA7[SAJi]] = i.

Bei dem inversen Suffix-Array handelt es sich somit um die inverse Permutation des

Suffix-Arrays.

i SA[i] SA[]™" Ssap

1 13 4 $

2 6 11 annas$

3 8 9 %:as$

4 1 6 asanannas$

5 11 13 as$

6 4 2 asanannas$

7 7 7 nannas$

8 10 3 nas$

9 3 10 nasanannas$
10 9 8 n $
11 2 5 n i nannas$
12 12 12 s$
13 5 1 sanannas$

Tabelle 2.1: Das Suffix-Array, das inverse Suffix-Array sowie alle Suffixe des Strings
annasanannas$. Zuséitzlich sind vier w-Intervalle eingezeichnet.
Beispiel 2.6 Tabelle 2.1 zeigt in der ersten Spalte das Suffiz-Array
SA[L...13] = (13,6,8,1,11,4,7,10,3,9,2,12,5)
des Strings S = annasanannas$. Das inverse Suffix-Array
SAT1...13] = (4,11,9,6,13,2,7,3,10,8,5,12,1)

steht in der zweiten Spalte. Aus dem Suffiz-Array kann abgelesen werden, dass das
zweitkleinste Suffix von S an Position 6 = SA[2] beginnt. Dagegen gibt es zehn
kleinere Suffize als S, welches daher an Position 11 = SA™L[2] steht.
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Kommt ein Teilstring mehrfach in einem String vor, so stehen diese Teilstrings auf-

grund der lexikografischen Ordnung der Suffixe im Suffix-Array hintereinander.

Beispiel 2.7 Im String annasanannas$ kommt der Teilstring an an den Positionen
1, 6 und 8 vor. Die drei zugehérenden Teilstrings S1,S¢ und Sg stehen im Suffiz-

Array entsprechend hintereinander an Position 2, 3 und 4.
Diese Beobachtung fiihrt zu der folgenden Definition.

Definition 2.8 (w-Intervall) Sei S ein String der Linge n und SA das zugehérige
Suffiz-Array. Ein Intervall [i...j] heifit w-Intervall, falls die folgenden drei Bedin-

gungen erfullt sind:
1. 3k € {1,...,n} : w ist ein Prifix von Sgap-
2. i=min{k |1 <k <n undw ist ein Prifiv von Sgap}

3. j=max{k|1<k<n undw ist ein Prifiz von Sgap}

Unter der Préfixlédnge eines w-Intervalls [i . .. j| verstehen wir |w|, wohingegen wir die
Anzahl der j — i+ 1 Teilstrings im Intervall als Intervallgréfie bezeichnen. Definition
2.8 gibt fiir jeden Teilstring aus S ein eindeutiges Intervall an. Andererseits ist nicht
jedes Intervall ein w-Intervall und einem Intervall konnen auch mehrere w-Intervalle

zugeordnet sein.

Beispiel 2.9 Das an-Intervall des Strings S = annasanannas$ ist das Intervall
[2...4]. Die Prifizlinge betrigt 2 = |an| und die Intervallgrife ist 3 =4 — 2 + 1.
Das Intervall [9...11] ist in S kein w-Intervall, wohingegen [10...11] sowohl ein nn-
Intervall als auch ein nna-Intervall und ein nnas-Intervall ist. In Tabelle 2.1 sind

die w-Intervalle fir [10...11] und das an-Intervall [2...4] eingezeichnet.

2.3 BWT und LCP-Array

In [BW94] beschreiben Burrows und Wheeler erstmals die nach ihnen benannte Bur-
rows- Wheeler-Transformierte (BWT). Die Transformation hat die Eigenschaft, oft
gleiche Buchstaben hintereinander zu reihen und wurde daher zunéchst als Vorstufe

von Kompressionsalgorithmen vorgeschlagen.
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Definition 2.10 (Burrows-Wheeler-Transformierte) Ist S ein String und SA

das zugehdrige Suffiz-Array, so ist die Burrows- Wheeler- Transformierte definiert als:

S[SA[i] —1]  falls SA[i] # 1

BWTJi| =
8 falls SA[i] =1

Die BWT eines Strings S ist eine Permutation von S und bendtigt daher mit

nlogy o Bits wesentlich weniger Speicherplatz als das Suffix-Array.

i SA[i] SA[]™' BWT[] LCPli] Ssapy
1 13 4 S -1 $
2 6 11 s 0
3 8 9 n
4 1 6 $ 5 annasanannas$
5 11 13 n 1 as$
6 4 2 n 2 asanannas$
7 7 7 a 0
8 10 3 n 2 nas$
9 3 10 n 3 nasanannas$
10 9 8 a 1 nnas$
1 2 5 a 4
12 12 12 a 0 s$
13 5 1 a 1 sanannas$
14 -1

Tabelle 2.2: Das Suffix-Array, das inverse Suffix-Array, die BWT und das LCP-Array
des Strings annasanannas$.

Beispiel 2.11 Die Tabelle 2.2 ist gegeniiber der Tabelle 2.1 um die BWT und
das LCP-Array des Strings S = annasanannas$ erweitert. Die BWT von S ist

ssn$nnannaaaa, wie an der vierten Spalte abgelesen werden kann.

Das langste gemeinsame Préafix (englisch: longest common prefiz, kurz lcp) zweier
Strings S und T ist das ldngste Prifix von S, welches auch Prifix von T ist. Die
lep-Funktion berechnet die Lénge des langsten gemeinsamen Préfixes zweier Strings
und wird in 2.12 definiert.
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Definition 2.12 (lep-Funktion) Fir beliebige Strings S und T ist die lcp-Funk-
tion wie folgt definiert:

0 falls S = € oder T = € oder S[1] # T[1]
1+ lep(S2,Ty)  sonst

lep(S,T) = {

Im LCP-Array stehen jeweils die Ergebnisse der lcp-Funktion von zwei im Suffix-
Array aufeinanderfolgenden Suffixen. Wir geben nachfolgend eine formale Definiti-

on.

Definition 2.13 (LCP-Array) Sei S ein String mit Suffiz-Array SA. Ein Array
LCP heifst LCP-Array, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. LCP[1] = -1
2. LCP[Z] = le(SSA[ifl]v SSA[Z}) firl<i<n

3. LCP[n+1] = —1

Im Gegensatz zum Suffix-Array und inverse Suffix-Array ist das LCP-Array keine
Permutation der Zahlen von 1 bis n. Da aber nicht ausgeschlossen werden kann,
dass es sehr grofle LCP-Werte gibt, benétigt die Speicherung des LCP-Arrays un-

komprimiert ebenfalls nlog, n Bits.

Beispiel 2.14 Fir den String S = annasanannas$ ist das LCP-Array in der finf-
ten Spalte von Tabelle 2.2 aufgefiihrt. Die zwei Suffive Sg und Sg stehen im Suffiz-
Array unmittelbar nebeneinander an den Positionen 2 und 3. Da an das lingste ge-

meinsame Prifix von Sg = anannas$ und Sg = annas$ ist, gilt LCP[3] = |an| = 2.

Abschlieflend zeigt Lemma 2.15, wie mittels dem LCP-Array die Lange des ldingsten

gemeinsamen Préfixes zweier beliebiger Suffixe berechnet werden kann.

Lemma 2.15 Ist S ein String der Linge n, so gilt fir alle i,j € {1,...,n} mit
1< 7j:
lep(Ssap)s Ssapj) = min{ LCP[k] [ i < k < j}
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Beweis: Fiir i = j—1 ist die Aussage des Lemmas lcp(Sga(j—1], Ssajj]) = LOP[j] und
entspricht damit gerade der Definition 2.13. Sei im Folgenden also i < j — 1 sowie
A = Sga) und C' = Sgy;. Fir Buchstaben a,c € ¥, a # ¢ und entsprechenden
Strings w, A’, ¢’ lassen sich A und C' darstellen als A = waA” und C = weC’. Da
fir B = Sg[i+1) 8ilt A <jex B <iex €, muss w auch ein Prifix von B sein. Folglich
kann B zerlegt werden in B = wbB’ und es gilt:

1. lep(A, B) > lep(A, C)

2. lep(B,C) > lep(A, C)

3. Falls a # b, so gilt lep(A, B) = lep(A, C).

4. Falls a = b, so gilt b # ¢ und damit lep(B,C) = lep(A, C).

Aus diesen Bedingungen folgt lep(A, C') = min{lcp(A, B), lep(B, C)}.

LCP[i+1]

Somit gilt le(SSA[i] s SSA[j]) = min{ le(SSA[i} s SSA[/L'+1] ), lcp(SSA[f[:+l] , SSA[j])}v WO-
raus sich die folgenden Gleichungen ergeben:

lep(Ssafis Ssapj) = min{ LCP[i + 1], lep(Ss afi+1]> Ssapj) }
lcp(SSA[i+1], SSA[j]) = min{LCP[i + 2], ZCP(SSA[Z'+2}’ SSA[j])}
lcp(SSA[i+2]v SSA[j]) = min{LC'P[i + 3], lcp(SSA[i+3}7 SSA[j])}

lep(Ssajj—2), Ssapj) = min{ LCP[j — 1], lep(Sgafj—1] Ssap)
LCP[j]

Aufgrund der Tatsache, dass min{a, min{b, c}} = min{a, b, ¢} ist, konnen die obigen

Gleichungen nun ineinander eingesetzt werden, woraus das Lemma 2.15 folgt.

Beispiel 2.16 Die zwei Suffive S; und Sy des Strings annasanannas$ stehen im
Suffiz-Array an den Positionen 7 und 11, wie Tabelle 2.2 zeigt. Somit ist lep(S7, S2)
das Minimum von {LCP[8], LCP[9], LCP[10], LCP[11]} ={2,3,1,4} also 1.
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2.4 Wavelet Tree

Der Wavelet Tree ist ein Bindrbaum, welcher einen String in einer speziellen Baum-
struktur speichert und dadurch verschiedene Abfragen auf diesem ermoglicht. Er
wurde erstmals in [GGV03] vorgestellt. In [MNO5] wird eine speichereffiziente Vari-

ante vorgeschlagen. Die folgende Definition gilt in beiden Féllen.

Definition 2.17 (Wavelet Tree) Sei S ein String iber dem Alphabet ¥. Ein Wa-
velet Tree ist ein Bindrbaum, bei dem jedem Knoten eine Buchstabenmenge M C X

zugeordnet ist. Dariber hinaus gilt:
1. Dem Wurzelknoten ist 3. zugeordnet.

2. Falls |M| > 1 ist, so sei My # 0 und My # () eine disjunkte Zerlegung von
M. Der Knoten enthdlt dann einen Bitarray B, bei dem Bli] = 0 ist, falls
SMi] € My ist; andernfalls ist B[i] = 1. Der Knoten hat zudem zwei Kinder,

denen My bzw. My zugeordnet sind.

3. Falls |M| =1 ist, so enthdlt der Knoten nur den Buchstaben aus M und hat

keine Kinder.

Die Definition 2.17 lésst offen, wie die Zerlegung der Buchstabenmenge erfolgen soll.

Abbildung 2.1 zeigt einen moglichen Wavelet Tree fiir den String annasanannas$.

M ={$,a,n,s}

Abbildung 2.1: Balancierter Wavelet Tree fiir den String annasanannas$. Der Text
in den inneren Knoten dient nur dem Verstdndnis und ist nicht Be-
standteil des Wavelet Trees.

10
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Bei dem Wavelet Tree in Abbildung 2.1 wurde M in jedem Knoten halbiert. Je-
der Wavelet Tree mit dieser Zerlegungsart hat eine Tiefe von [logy 0| und einen

Speicherbedarf von nlog, o Bits, da in jeder Ebene n Bits gespeichert werden.

Die Rank-Anfrage rank.(i) liefert die Anzahl der Vorkommen des Buchstabens ¢ in
S[1...4]. Dies kann mit dem Wavelet Tree des Strings S und der Funktion rank(c,
node, i) effizient berechnet werden. Hierbei ermittelt die Funktion rank(c, node, i),
wie oft der Buchstabe ¢ in SM[1...i] vorkommt, wobei M die zugeordnete Buchsta-
benmenge von node, einem Knoten des Wavelet Trees, ist. Da dem Wurzelknoten
root des Wavelet Trees gerade ¥ zugeordnet und S* = S ist, kann rank. (i) mithilfe

des Funktionsaufrufs rank(c, root, i) berechnet werden.

Algorithmus 1
Sei WT der Wavelet Tree des Strings S und node ein Knoten von WT mit zugeord-
neter Buchstabenmenge M. Dann berechnet die Funktion rank(c, node, i), wie oft
cin SM[1...i] vorkommt.
if |[M| =1 then
return ¢
else
if ¢ € My then
i < ranko(node, i)
node <« leftChild(node)
return rank(c, node, i)
else
j < rank; (node, 1)
node <+ rightChild(node)
return rank(c, node, i)
end if
end if

Algorithmus 1 zeigt die Implementierung der Funktion rank(c, node, i), wéhrend
Beispiel 2.18 die Funktionsweise von Algorithmus 1 anhand einer konkreten Rank-

Anfrage veranschaulicht.

Beispiel 2.18 Fs soll die Anfrage rank,(6) mittels Algorithmus 1 auf dem Wavelet
Tree aus Abbildung 2.1 beantwortet werden, das heifit man zdhlt die Vorkommen
von n im String S = annasanannas$ bis zur Position 6. Da sich n in M des
Wurzelknotens befindet, wird mit rank; (root, 6) zundchst berechnet, wie viele Einsen
im Bitarray bis zu der Stelle 6 vorkommen. Dies ist dreimal der Fall. Nun erfolgt der
rekursive Abstieg in das rechte Kind. Hier befindet sich n in der Buchstabenmenge
My. Es werden daher die Nullen bis zu Position 3 gezdhlt. Da es zwei Nullen gibt

und das linke Kind ein Blatt ist, kommt n in S[1...6] genau zweimal vor.

11
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Von Algorithmus 1 werden zur Berechnung einer rank.(i)-Anfrage alle Knoten von
der Wurzel bis zu demjenigen Kind, welchem der Buchstabe ¢ zugeordnet ist, be-
sucht. Dabei wird bei jedem Knoten mit der Funktion ranky(node, i) die Anzahl
des Bits b im Bitarray des Knotens node bis zur Position ¢ gezéhlt. Die Bitarrays in
den inneren Knoten des Wavelet Trees werden daher initial so vorverarbeitet, dass
die Funktion ranky(node, i) in konstanter Zeit beantwortet werden kann [Vig08].
Ist die Tiefe durch [logy o] beschrankt, so betrdgt die Zeitkomplexitit [logy o], um
die Vorkommen eines beliebigen Buchstabens bis zu einer beliebigen Position zu

zéahlen.

In manchen Féllen werden Rank-Anfragen fiir Buchstaben, die oft im String auftre-
ten, haufiger gestellt als fiir Buchstaben, die selten vorkommen. In diesem Fall ist es
glnstig, wenn die haufig auftretenden Buchstaben einen besonders kurzen Pfad im
Wavelet Tree haben. Da Definition 2.17 die Aufteilung der Buchstaben nicht fest-
legt, kann diese nach dem Huffman-Schema [Huf52] erfolgen. Dieses minimiert die
Summe Y .5, C[c] - T'(¢) und damit die Laufzeit, fiir den Fall, dass fiir jedes Vor-
kommen von ¢ eine Rank-Anfrage fiir ¢ gestellt wird. Die Funktion T'(c) gibt dabei
die Tiefe des Buchstabens ¢ im Wavelet Tree an. Abbildung 2.2 zeigt eine solche

Knotenaufteilung fiir den String annasanannass$.

M ={$,a,n,s}

LG
/ N\

M = {a}

M ={$,n,s}

e N

M = {n} M ={$,s}

- H
M={s} M=/{$}

Abbildung 2.2: Der Wavelet Tree fiir den String annasanannas$ nach dem Huffman-
Schema. Der Text in den inneren Knoten dient nur dem Verstdndnis
und wird in einer praktischen Implementierung nicht gespeichert.
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2.5 LF-Funktion und V-Funktion

Der Wavelet Tree unterstiitzt neben der rank.(i)-Anfrage normalerweise auch die
select.(i)-Abfrage, welche die Position zuriickgibt, an welcher der Buchstabe ¢ das
i-te Mal auftritt. Diese Funktionalitit wird im Laufe dieser Arbeit allerdings nicht
benotigt. Wir gehen stattdessen auf die LF-Funktion ein, welche mit einer rank.(7)-

Anfrage berechnet werden kann.

2.5 LF-Funktion und V-Funktion

Die LF-Funktion gibt fiir ein Suffix S; diejenige Stelle im Suffix-Array zuriick, an
welcher das um einen Buchstaben ldngere Suffix S;_1 steht. Wir geben zunéchst eine

formale Definition dieser Funktion.

Definition 2.19 (LF-Funktion) Ist SA das Suffiz-Array eines Strings S der Lin-
ge n. Dann ist die LF-Funktion wie folgt definiert:

LA {SA_l[SA[i] — 1] falls SA[i] > 1
SA~1[n] falls SAli] =1

LF steht hierbei fiir Last-To-Front. Diese Bezeichnung wird deutlich, indem man die
Suffixe S; und Spp(;) betrachtet. Man erhilt das Suffix Sy ;) némlich, indem man
den Buchstaben BWTi] an das Suffix S; voranstellt. Dabei entspricht BWTi] dem

letzten Buchstaben des um SA[i] Positionen zyklisch rotierten Strings S.

Da die LF-Funktion nur auf den Zahlen von 1 bis n definiert ist, ist das LF-Array
mit LF[i]| = LF(i) dquivalent zur LF-Funktion. Im Folgenden wird daher nicht
weiter zwischen der LF-Funktion und dem LF-Array unterschieden. Die vollstdndige

Berechnung des LF-Arrays ist — wie Algorithmus 2 zeigt — in linearer Zeit moglich.

Algorithmus 2
Die Berechnung des LF-Arrays aus der BWT in O(n).
for i + 1 ton do
¢ < BWT]i]
Clc] «+ Clc] +1
LF[i] + C|c]
end for

Mochte man hingegen den Funktionswert von LF(i) berechnen, ohne zuvor alle LF-

Werte von 1 bis i —1 bestimmen zu miissen, kann dies mit Hilfe des Wavelet Trees fiir

13



2 Grundlagen

die BWT in einer Zeitkomplexitit von O(log o) pro Eintrag erfolgen. Aus Algorith-
mus 2 folgt ndmlich unmittelbar, dass LF(i) = C[c|+ 1+ rankpyyr(; (i) ist. Berechnet
man auf diese Weise alle n Eintrage des LF-Arrays, so betrdgt der Rechenaufwand

allerdings O(nlogo).

Beispiel 2.20 Das Suffix S11 = as$ steht — wie man Tabelle 2.3 entnehmen kann —
im Suffiz-Array an der Stelle 5. Im LF-Array steht an Position 5 nun, dass das Suffix
S10 = nas$ an Position 8 = LF[5] gefunden werden kann. Analog gibt LF[8] = 10
die Stelle des Suffizes Sg = nnas$ an. Folgt man also dem LF-Array, so erhdlt man

nacheinander die Positionen der Suffixe Sy, Sp—1, Sn—2, --., S2, S1, Sn, Sn—1, ----
i SAl] SA7'[i] BWT] LCP[i] LFli] W[ Ssap
1 13 4 S -1 12 4 $
2 6 11 0 13 7 anannas$
3 9 n 2 7 10 annas$
4 1 6 $ 5 1 11  annasanannas$
5 11 13 n 1 8 12  as$
6 4 2 n 2 9 13 asanannas$
7 7 7 a 0 2 3 nannas$
8 10 3 n 2 10 5 nas$
9 3 10 J . 11 6 nasanannas$
10 9 8 a 1 3 8 nnas$
11 2 5 4 4 9 nnasanannas$
12 12 12 % @ 5 1 s$
13 5 1 6 2 sanannas$
14 -1

Tabelle 2.3: Das Suffix-Array, das inverse Suffix-Array, die BWT, das LCP-Array,
das LF-Array und das U-Array des Strings annasanannas$.

Mittels der LEF-Funktion lassen sich reduzible LCP-Werte einfach berechnen. Die

nachfolgende Definition erklért zunéchst diesen Begriff.

Definition 2.21 (reduzibler LCP-Wert) Gilt BWT[i] = BWT[i — 1], so heifit
LCPli] reduzibel, andernfalls heifst LC P[i] irreduzibel.

Wiéhrend die Anzahl reduzibler LCP-Werte von String zu String stark variieren
kann, konnte in [KMP09] bewiesen werden, dass die Summe aller irreduzibelen LCP-

Werte hochsten 2nlog, n betrégt.
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2.5 LF-Funktion und V-Funktion

Beispiel 2.22 In Tabelle 2.3 sind innerhalb des LCP-Arrays alle reduzible LCP-
Werte markiert. Beispielsweise ist LC P[11] reduzibel, weil BWT[11] = BWT[10] =
a ist. Analog ist LCP[13] reduzibel, da BWT[13] = BWT[12] gilt.

Das folgende Lemma zeigt nun, wie reduzible LCP-Werte berechnet werden kon-

nen.
Lemma 2.23 Ist LC'PJi] reduzibel, so gilt LCP[i] = LCP[LF[i]] — 1.

Anschaulich ist die Aussage des Lemmas klar. Denn LCP[LFJi]| gibt die Léange
des langsten gemeinsamen Suffixes von Sga(rpjj—1) und Sgajrpy) an. Die um einen
Buchstaben kiirzeren Suffixe Sga(zrijj+1 = Ssa[] und Ssa[rr—1)+1 haben folglich
LCP[LF[i]] — 1 Buchstaben gemeinsam. Da BWT[i — 1] = BWTYi] gilt, stehen diese
verkiirzten Suffixe im Suffix Array direkt hintereinander, womit die Aussage des

Lemmas folgt.

Beweis: Fiir den Beweis wird zunéchst die Gleichung Sga(pri) = BWTI[i]Ssay;
bendtigt. Diese folgt fiir SA[i] > 1 unmittelbar aus der Definition der LF-Funktion
und der BWT:

SsAILF)] = SSASA-1[SA[i]-1]]

= SsAli]-1
= S[SA[i] = 1]Ssap
= BWT[Z']SSAM

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass aus BWT[i — 1] = BWT][i] die Gleichung
SA[LF[i — 1]] = SA[LF[i] — 1] folgt, also dass das Suffix SA[LF[i — 1]] im Suffix-
Array direkt vor dem Suffix SA[LFTi]] steht. Dies ist der Fall, wenn es kein Suffix
Sk mit SgaLri—1]) <tex Sk <tex Ssa[rry)) &ibt. Wenn es ein solches Suffix Sy gébe,

so wiirde gelten:

Ssapri-1) <tewx Sk <tex SSALF
BWT[’i—l]SSA[i_l] <lex S <lex BWT[Z]SSA[Z]

SSA[ifl] <lex Sk—H <lex SSA[i]

Die letzte Zeile steht aber im Widerspruch zur Definition des Suffix-Arrays. Somit
muss SA[LF[i — 1]] = SA[LFT[i] — 1] gelten.
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2 Grundlagen

Nun kann LCP[LFJi]] wie folgt umgeformt werden:

LCPILFi]] = lep(Ssaipryij-1)» SsAlLF))
= lep(Ssa[Lri-1))> SsA[LFE))
= lep(BWT[i — 1]Sgafi—1), BWTi]Ssa))
=1+ lep(Ssapi-1), SsAp))
=1+ LCPIJi]

Daraus folgt die Aussage des Lemmas. O

Beispiel 2.24 In Tabelle 2.3 ist die Aussage des Lemmas 2.23 an den beiden re-
duziblen LCP-Werten LCP[11] und LCP[13] dargestellt. Es gilt also LCP[11] =
LCP[LF[11]] -1 = LCP[4 —-1=5—-1=4 bzw. LCP[13] = LCP[LF[13]] — 1 =
LCP6]—1=2—1=1.

Die LF-Funktion gibt fiir ein Suffix S; die Stelle im Suffix-Array zuriick, an welcher
das um einen Buchstaben ldngere Suffix S;_; steht. Im Gegensatz dazu gibt die W-
Funktion die Stelle im Suffix-Array zuriick, an welcher das um einen Buchstaben
kiirzere Suffix S;11 steht.

Definition 2.25 (V-Funktion) SeiSA das Suffiz-Array eines Strings S der Linge
n. Dann ist die V-Funktion wie folgt definiert:

(i) = SATLSA[{]+1] falls SA[i] <n
- |saipy falls SA[i] = n

Die ¥-Funktion ist wie die LF-Funktion einer Permutation der Zahlen von 1 bis n.
Genauer gesagt, ist die W-Funktion die inverse Permutation der LF-Funktion, wie

folgendes Lemma zeigt.
Lemma 2.26 Fir alle i € {1,...,n} gilt V[LF[i]] = .

Das Lemma kann durch einfaches einsetzen der Definitionen 2.19 und 2.25 nachge-

rechnet werden.
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2.5 LF-Funktion und V-Funktion

Beweis: Fall SA[i] > 1:

W[LFi]] = W[SA ' [SA[i] — 1]]
= SATSA[SATSAL] - 1] + 1]
= SATUSAL] - 14 1]

=
Fall SA[i] = 1:

U[LF[i]] = U[SA }[n]|
= SA1]
O

Wie die LF-Funktion kann auch die ¥-Funktion mittels Wavelet Tree in O(log o)

berechnet werden. Hierzu wird auf [NMO7] verwiesen.
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Herkommliche Berechnung des Longest-
Common-Prefix-Arrays

Manber und Myers fithrten 1990 in [MM90] nicht nur das Suffix-Array, sondern auch
das LCP-Array ein. Sie schlugen einen Suffix-Array-Konstruktionsalgorithmus vor,
der eine Zeitkomplexitit von O(nlogn) besitzt und das LCP-Array als Nebenpro-

dukt berechnen kann.

2003 stellten drei Forschergruppen unabhingig voneinander einen linearen Algorith-
mus zur Konstruktion des Suffix-Arrays vor [KS03, KSPP03, KA03]. Der in [KS03]
vorgeschlagene Algorithmus kann ebenfalls so modifiziert werden, dass er das LCP-

Array ebenfalls zusammen mit dem Suffix-Array berechnen.

Die derzeit schnellsten LCP-Array Konstruktionsalgorithmen berechnen allerdings
das LCP-Array nicht gleichzeitig mit, sondern — in einem zweiten Schritt — aus
dem Suffix-Array. In diesem Kapitel werden drei der derzeit schnellsten LCP-Array

Konstruktionsalgorithmen vorgestellt.

3.1 KLAAP-Algorithmus

Bereits 2001 stellten Kasai et al. in [KLAT01] mit KLAAP einen schnellen und
einfachen Algorithmus zur Berechnung des LCP-Arrays aus dem Suffix-Array vor.
Dabei wird das LCP-Array nicht sequenziell, sondern in Suffix-Array Reihenfolge
berechnet. Der KLAAP-Algorithmus vergleicht also die Suffixe S1, So, S3, ..., Sy
Buchstabenweise mit den im Suffix-Array unmittelbar davor stehenden Suffixen.
Hierzu wird zusétzlich zum Suffix-Array und dem String, auch das inverse Suffix-

Array benétigt.

Algorithmus 3 zeigt die urspriingliche Formulierung dieses Algorithmus.
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38 Herkommliche Berechnung des Longest-Common-Prefix-Arrays

Algorithmus 3
Der KLAAP-Algorithmus zur Berechnung des LCP-Arrays.
for i < 1 ton do
SATLSA[]] « i
end for
lep <0
for i <+ 1 ton do
if SA7![i] > 1 then
k<« SA[SA~[i] — 1]
while S[i + lep] = S[k + lcp] do
lep < lep+1
end while
LCP[SA™Yi]] « lep
if lecp > 0 then
lep < lep—1
end if
end if
end for

Algorithmus 3 berechnet zunéchst das inverse Suffix-Array. AnschlieSend durchlauft
die FOR-Schleife die Suffixe S1, S2, S3, ..., S,. In der WHILE-Schleife wird dabei
jeweils gezéhlt, wie viele Buchstaben des Suffixes S; mit dem im Suffix-Array unmit-
telbar davor stehenden Suffix Sga(s4-1[;—1) ibereinstimmen. Die Schlisselidee des
KLAAP-Algorithmus besteht darin, dass hierbei die ersten LOP[SA™[i —1]] — 1
Buchstaben iibersprungen werden kénnen. Diesem Trick verdankt der Algorithmus

seine lineare Laufzeit. Lemma 3.1 erklédrt, warum dies moglich ist.

Lemma 3.1 Sei SA das Suffix-Array eines Strings S der Linge n. Dann gilt fiir
allei € {1,...,n — 1} die Ungleichung:

LCP[SA7'[i +1]] > LCP[SA™![i]] — 1

Fiir den Beweis des Lemmas setzen wir b = SA™1[i] und @ = b— 1. Die Suffixe SsAlq)
und Sgqp) = S folgen im Suffix-Array also unmittelbar aufeinander und stimmen
in den ersten | = LCP[b] Buchstaben iiberein. Ferner setzen wir ' = SA™1[i + 1]
und o' = SA[SA~![a] — 1]. Die Suffixe Ssap) und Sgae) erhilt man so aus Sgap

und Sg4[, durch das Entfernen des jeweils ersten Buchstabens.

Beweis: Fiir [ = 0 bzw. | = 1ist LCP[SA™![i+1]] > —1 bzw. LCP[SA™[i+1]] > 0
und damit die Aussage des Lemmas trivialerweise erfillt. Sei also [ > 1. Dann

stimmen die Suffixe Sg41,) und Sgap an den ersten [ Positionen iiberein. Folglich
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3.1 KLAAP-Algorithmus

ist lcp(Ssafan), Ssapp)) = | — 1. Dariiber hinaus gilt aufgrund der lexikografischen
Ordnung, dass Sgaje] <iex Sgapy) und somit a’ < b ist. Es kann also Lemma 2.15
angewandt werden, womit LC'P[b'] > | — 1 folgt. Ersetzt man in dieser Gleichung b’
durch SA~![i + 1] und I durch LCP[b] = LCP[SA~![i]], so folgt das Lemma. O

In Beispiel 3.2 wird das Lemma 3.1 bzw. Algorithmus 3 an einem konkreten String

erlautert.

i SA[i] SA7'[i] LCP[i] Ssap

1 13 4 -1 $

2 6 11 0 anannas$

3 8 9 2 annas$

4 1 6 5 annasanannas$
5 11 13 1 as$

6 4 2 2 asanannas$

7 7 7 0 nannas$

8 10 3 2 nas$

9 3 10 3 nasanannas$
10 9 8 1 nnas$
11 2 5 4 nnasanannas$
12 12 12 0 s$
13 5 1 1 sanannas$
14 -1

Tabelle 3.1: Das Suffix-Array, das inverse Suffix-Array und das LCP-Array des
Strings annasanannas$.

Beispiel 3.2 Tabelle 3.1 zeigt die von Algorithmus 3 bendtigten Datenstrukturen
fiir den String annasanannas$. Nachdem der KLAAP-Algorithmus das inverse Suf-
fiz-Array SA™! berechnet hat, wird der LCP-Eintrag von SA™[1] = 4 bestimmt.
Hierzu werden die Suffize S1 und Sg in der WHILE-Schleife Zeichen fiir Zeichen
verglichen, bis an der sechsten Position die zwei unterschiedlichen Buchstaben $
und a festgestellt werden. Damit steht LCP[4] = 5 fest und gemaf$ Lemma 3.1 ist
der ndchste LCP-Wert mindestens vier. Anschlieflend wird die Variable lcp um eins
verringert. Im ndachsten Durchlauf der FOR-Schleife wird der LCP-Wert an der Stel-
le SA71[2] = 11 berechnet. Beim Vergleichen der Suffive So und So kinnen dann die

ersten vier Zeichen tbersprungen werden.

Wir erldutern nun, warum der KLAAP-Algorithmus eine lineare Laufzeit besitzt.
Die erste FOR-Schleife, welche das inverse Suffix-Array berechnet, wird ebenso wie

die zweite FOR-Schleife genau n-mal durchlaufen. Interessanterweise hat auch die
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38 Herkommliche Berechnung des Longest-Common-Prefix-Arrays

WHILE-Schleife im Innern der zweiten FOR-Schleife eine lineare Laufzeit. Dies liegt
daran, dass die Variable lcp stets kleiner als n sein muss. Da lcp dariiber hinaus
hochstens n mal dekrementiert wird, kann die Variable héchstens 2n-mal inkremen-
tiert werden. Somit wird die WHILE-Schleife wahrend des gesamten Algorithmus
héchstens 2n mal durchlaufen. Folglich benétigt der KLAAP-Algorithmus nur 2n
Buchstabenvergleiche, um in einer Zeitkomplexitéit von O(n) das gesamte LCP-Ar-

ray zu berechnen.

Die Nachteile des KLAAP-Algorithmus sind sowohl sein hoher Speicherbedarf von
13n Bytes als auch seine schlechte Lokalitidt. Zwar wurde in [Man04] gezeigt, dass
der Speicherverbrauch etwas gesenkt werden kann, indem die Werte des inversen
Suffix-Arrays mit den LCP-Werten {iberschrieben werden — der benétigte Speicher
bleibt mit 9n Bytes jedoch noch immer erheblich.

3.2 ®-Algorithmen

Kérkkéinen et al. schlugen 2009 in [KMP09] eine Familie neuer LCP-Konstruktions-
algorithmen vor — die sogenannten ®-Algorithmen. Diese zeichnet allesamt aus, dass
sie zuerst das PLCP-Array (englisch: permuted longest common prefiz, kurz plep)
berechnen. Dieses ist fiir 1 < j < n wie folgt definiert: PLCP[j] = LOP[SA™[j]]
bzw. PLCP[SA[j]] = LCP[j]. Es handelt sich beim PLCP-Array also — wie der

Name bereits vermuten lasst — um eine Permutation des LCP-Arrays.

Im ersten Schritt erzeugen die ®-Algorithmen zunéchst das ®-Array, dem die Al-
gorithmenfamilie ihren Namen verdankt. Im néchsten Schritt wird das PLCP-Ar-
ray berechnet, wobei diese Berechnung dhnlich dem KLAAP-Algorithmus ist. Zu-
letzt wird aus dem PLCP-Array das LCP-Array konstruiert. Ein Pseudocode dieses
Grundschemas findet sich in Algorithmus 4.

Der Hauptunterschied zwischen den ®-Algorithmen und dem KLAAP-Algorithmus
besteht darin, dass bei ersteren die berechneten LCP-Werte sequenziell abgespei-
chert werden kénnen. Es wird also zundchst das PLCP-Array erzeugt, welches ab-
schlieflend in die richtige Reihenfolge gebracht werden muss. Dieses Vorgehen hat
Geschwindigkeitsvorteile, es ermoglicht dariiber hinaus aber auch eine Reduzierung

des Hauptspeicherbedarfs.

Algorithmus 4 verwendet neben dem Text und dem Suffix-Array zusétzlich das ®-
Array, das PLCP-Array und das LCP-Array. Allerdings kann das ®-Array mit dem
PLCP-Array uberschrieben werden, da nach Berechnung von PLCP[i] der Wert
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3.2 ®-Algorithmen

Algorithmus 4
Das Grundschema der ®-Algorithmen zur Berechnung des LCP-Arrays eines Strings
S. SA bezeichnet dabei das Suffix-Array von S.
/* Berechnung des ®-Arrays */
for i <~ 1 ton do
O[SA[i]] «+ SA[i — 1]
end for

/* Berechnung des PLCP-Arrays */
lep 0
for i < 1 ton do
k « ®[i]
while S[i + lep] = S[k + lcp] do
lep+ lep+1
end while
PLCPIJi] « lcp
if lcp > 0 then
lep < lep—1
end if
end for

/* Berechnung des LCP-Arrays */
for i <~ 1 ton do

LCPIi] <+~ PLCP[SA[i]]
end for

®[i] nicht mehr bendtigt wird. Ebenso kann das Suffix-Array mit dem LCP-Array
iiberschrieben werden. Insgesamt werden also nur zwei Arrays sowie der Text im

Hauptspeicher gehalten. Der Speicherbedarf betragt folglich 9n Bytes.

Um den Speicherverbrauch zu senken, wird beim ® /PLCP-Array nur jeder g-te Wert
gespeichert. Damit bendtigt ein ®-Algorithmus nur noch 5n + 47” Bytes, allerdings
missen nun im letzten Schritt die fehlenden Werte im PLCP-Array berechnet wer-
den. Dies kann amortisiert in einer Zeitkomplexitit von O(q) pro Eintrag erfolgen,

wie die Autoren von [KMP09] zeigen.

Mit ®¢ wird nun also ein ®-Algorithmus bezeichnet, welcher initial nur jeden g-ten
Wert berechnet. Bei Algorithmus 4 handelt es sich demnach um den ®1-Algorithmus,
der — wie dargestellt — das ®/PLCP-Array mit der Lange n erzeugt und jeden Wert
darin berechnet. Bei ®4 wird dagegen nur jeder vierte Wert bestimmt. Es geniigt
also, das ®/PLCP-Array mit % Eintrdgen anzulegen, wodurch der Speicherverbrauch

auf 6n Bytes sinkt. Zugleich ist aber zu erwarten, dass ®4 langsamer als ®1 ist, da
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38 Herkommliche Berechnung des Longest-Common-Prefix-Arrays

®4 im letzten Schritt 3n Buchstabenvergleiche bendtigt, um die %n fehlenden Werte

zu berechnen.

Wird Algorithmus 4 néher betrachtet, so stellt man fest, dass nur beim ®/PLCP-
Array ein random access notwendig ist. Auf das Suffix/LCP-Array wird dagegen
nur sequenziell zugegriffen. Dies sorgt nicht nur fiir einen Geschwindigkeitsvorteil,

sondern erlaubt es auch, das Suffix/LCP-Array auszulagern.

Wird das Suffix/LCP-Array nicht im Hauptspeicher gehalten, sondern von der Fest-
platte gelesen, so bezeichnen wir den Algorithmus als ®q¢-Semi. Der Hauptspeicher-
bedarf sinkt dadurch auf n + 47” Bytes; somit benétigt beispielsweise der ®4-Semi-
Algorithmus nur noch 2n Bytes. Da das Suffix/LCP-Array stets sequenziell gelesen

wird, verschlechtert sich die Laufzeit dadurch nicht wesentlich.

In [KMPO09] wird eine weitere Berechnungsmoglichkeit des PCLP-Arrays aufgezeigt,
die auf irreduziblen LCP-Werten basiert. Allerdings ist diese langsamer als die hier
vorgestellte Methode und wird daher in dieser Arbeit nicht erlautert. Karkkéinen et
al. weisen darauf hin, dass in manchen Féllen — etwa um den gréfiten oder durch-
schnittlichen LCP-Wert zu bestimmen — das PLCP-Array geniigt. In diesem Fall
kann der letzte Schritt entfallen. Die Autoren geben fiir diesen Fall an, dass der ®1-
Algorithmus etwa 2, 2-mal schneller als der KLAA P-Algorithmus ist. Aber auch mit
dem letzten Schritt sei @1 immer noch ungefihr 1, 5mal schneller als KLAAP, was

eigene Messungen in Abschnitt 5.3 bestétigen konnten.

3.3 go-P-Algorithmus

In [GO10] wird der go-®-Algorithmus vorgestellt. Hierbei handelt es sich um einen
schnellen LCP-Konstruktionsalgorithmus, welcher fiir nahezu alle Eingaben einen
Hauptspeicherbedarf von nur 2n Bytes besitzt. go-® bendtigt — anders als KLAAP
und ¢ — zusédtzlich zum Suffix-Array die BWT des Strings. Die Berechnung der LCP-

Werte geschieht dariiber hinaus mit zwei verschiedenen Verfahren.

Das erste Verfahren berechnet alle LCP-Werte, welche kleiner als 255 sind. Hierfiir

werden die Lemmata 3.4 und 3.5 sowie die Definition 3.3 bendtigt.
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3.8 go-®-Algorithmus

Definition 3.3 (prev-Funktion) Fir einen String S der Linge n und 1 <i <n
ist die Funktion prev wie folgt definiert:

prev(i) = {0 falls Vj <i: S[j] # Sli]
max{j <i | S[j] = S[i]}  sonst

Fiir einen String S und eine Position ¢ ermittelt die prev-Funktion folglich die Stelle,
an der das Zeichen S[i| zuletzt vor 7 auftrat. Das folgende Lemma macht hiervon
Gebrauch.

Lemma 3.4 Sei S ein String der Linge n. Dann gilt fir alle i € {1,...,n}:

LCP[LF[i]] = 0 falls prev(i) = 0
- 1+ min{LCP[j] | prev(i) < j < i}  falls prev(i) # 0

Beweis: Falls prev(i) # 0, so beginnen die beiden Suffixe Sg(rp;)—1) und S
mit dem gleichen Buchstaben und es gilt SA[LF[i] — 1] + 1 = prev(i). LC P[LF[i]]

kann dann wie folgt umgeformt werden:

LCP[LFi]] = lep(Ssa[ryij—1]> Ssa[LFi])) Definition 2.13
=1+ lep(SsaLri-11+1> SSA[LFi]]+1) Definition 2.12
= 1+ lep(Sprevi)s SSA[LFi]]+1)
=1+ lep(Spreuiys SsajsA-1[SA[]—1]]+1) Definition 2.19
=1+ lep(Spreui)s SsAfij—1+1)
= 1+ min{LCPJj| | prev(i) < j < i} Lemma 2.15

Gilt andernfalls prev(i) = 0, so ist Sg A[LrFl)) das lexikografisch kleinste Suffix, welches
mit BWTi] beginnt. Folglich beginnt das Suffix Sg (7 rjjj—1], welches im Suffix-Array
vor Sga[prj steht, mit einem anderen Buchstaben. In diesem Fall ist LCP[LFTi]] =
0. O

Sind alle LCP-Werte zwischen prev(i) und i bekannt, so kann der LCP-Wert an der

Stelle LF[i] mittels Lemma 3.4 bestimmt werden.

Ist hingegen LC P[LFTj]] bereits berechnet, so kann der LCP-Wert an Stelle j nach

unten abgeschétzt werden. Dies zeigt das anschliefende Lemma.

Lemma 3.5 Fir alle i € {1,...,n} gilt: LCP[j] > LCP[LF[j]] — 1.
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Beweis: Lemma 3.5 folgt aus Lemma 3.1 und aus der Definition des LF-Arrays.

LCP[SA™'i+1]] > LCP[SA™'i]] — 1 Lemma 3.1
=LCP[SA 'i+1-1]] -1
= LCP[SATYSA[SA i +1]] - 1] -1
= LOP[LFISA i +1])] — 1 Definition 2.19

Setzt man nun j = SA71[i + 1], so ergibt sich Lemma 3.5 fiir alle j € {1,...,n} \
{SA~!1]}. Lemma 3.1 schlieBt den Fall SA~1[1] aus. Daher bleibt zu zeigen, dass
die Aussage auch fiir j = SA™1[1] gilt. Da LF[SA™1[1]] = SA™![n] = 1 gilt, ist in
diesem Fall die Aussage des Lemmas LCP[j| > LCP[1] -1 = -1—-1 = —2 und

daher trivialerweise erfillt. O

Algorithmus 5 zeigt nun, wie in der ersten Phase des go-Phi-Algorithmus alle LCP-
Werte kleiner als 255 berechnet und die anderen LCP-Werte auf 255 gesetzt werden.
Das LCP-Array wird hierzu sequentiell durchlaufen.

Dabei wird zunéchst iberpriift, ob der LCP-Wert an der i-ten Position bereits be-
rechnet ist. Muss LCPJi] noch berechnet werden, so wird der LCP-Wert an dieser
Stelle ermittelt, indem die entsprechenden Suffixe buchstabenweise verglichen wer-
den. Zuvor wird jedoch mittels LF[i] < i tiberpriift, ob der LCP-Wert an der Stelle
LF[i] schon bestimmt wurde. In diesem Fall miissen aufgrund von Lemma 3.5 die ers-
ten LC P[LFTi]] — 1 Buchstaben nicht verglichen werden. Ist BWT[i| = BWT[i— 1]
so folgt dariiber hinaus aus Lemma 2.23, dass der LCP-Wert reduzibel und damit
genau LCP[LFTi]] — 1 ist.

Nach der Berechnung von LCP[i] sind alle LCP-Werte von 1 bis ¢ bekannt. Da-
her kann LCP[LFTi]] iiber Lemma 3.5 bestimmt werden. Folglich wird im letzten
Schritt der For-Schleife mit LF[i] > i iiberprift, ob LC P[LFTi]] noch nicht berech-
net wurde. Falls dies zutrifft, wird der LCP-Wert ermittelt und an die Stelle LFTi]

geschrieben.

In [GO10] wird gezeigt, dass das Minimum der LCP-Werte zwischen prev(i) und
i amortisiert mit einer Zeitkomplexitdt von O(c) bestimmt werden kann. Da die
inneren WHILE-Schleifen héchstens 256 mal durchlaufen werden, ergibt sich — wenn

o als konstant angenommen wird — insgesamt eine Laufzeitkomplexitét von O(n).

Obwohl in der erste Phase des go-®-Algorithmus das Suffix-Array, das LCP-Array,
die BWT und der String bendtigt werden, liegt der Hauptspeicherbedarf nur bei
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3.8 go-®-Algorithmus

Algorithmus 5
Die erste Phase des go-®-Algorithmus. Es werden alle LCP-Werte kleiner als 255
berechnet und in das LCP-Array eingetragen. Alle anderen LCP-Werte werden auf
255 gesetzt.
LCPILF[1]] <0
for ¢+ < 2 ton do
if LCP[i] = L then
10
if LF[i] <i then
/* Lemma 3.5 */
| + max{LCPI[LF[i]] — 1,0}
/* Lemma 2.23 */
if BWTi] # BWT|i — 1] then
while S[SA[i]| +1] = S[SA[i — 1] + ] and | < 255 do
l+—1+1
end while
end if
else
while S[SA[i]| + ] = S[SA[i — 1] + ] and [ < 255 do
l+1+1
end while
end if
LCP[i] + 1
end if
if LF[i] > i then
/* Lemma 3.4 */
LCP[LFi]] < min{255,1 + min{LCP[j] | prev(i) < j < i}}
end if
end for

2n Bytes. Der Grund dafiir ist, dass auf das Suffix-Array und die BWT nur se-
quenziell zugegriffen wird. Daher kénnen beide Datenstrukturen von der Festplatte
gelesen werden und miissen nicht im Hauptspeicher gehalten werden. Dariiber hin-
aus werden im LCP-Array nur 256 verschiedene Werte — die Zahlen von 0 bis 255 —

abgespeichert, es benétigt daher ebenso wie der String nur n Bytes.

Fiir die zweite Phase verwendet go-® die Grundidee des ®-Algorithmus mit einigen
Modifikationen. Zunéchst wird das ®-Array und das PLCP-Array nur fiir die noch
nicht berechneten LCP-Werte erzeugt. Aulerdem miissen die ersten 255 Buchstaben
nicht verglichen werden, da alle verbliebenen LCP-Werte grofler als 254 sein miissen.
Zuletzt wird zusatzlich das Konzept der irreduziblen LCP-Werte hinzugenommen,

um weitere Buchstabenvergleiche einsparen zu kénnen.
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38 Herkommliche Berechnung des Longest-Common-Prefix-Arrays

Die zweite Phase hat, wie die erste Phase, eine lineare Laufzeit. Daher ist die Zeit-
komplexitat des gesamten go-®-Algorithmus linear. Dartiber hinaus besitzt der Al-

gorithmus eine hohe Lokalitat, wodurch go-® in der Praxis sehr schnell ist.

Wie bei dem ® g-Semi-Algorithmen wird in der zweiten Phase neben dem String mit
n Bytes nur das PLCP-Array im Hauptspeicher gehalten. Da die erste Phase stets
einen Speicherbedarf von 2n Bytes besitzt, die zweite Phase jedoch bis zu 5n Bytes
benétigt, liegt der Worst-Case-Speicherbedarf des go-®-Algorithmus bei 5n Bytes.
In den meisten Féllen werden jedoch bereits in der ersten Phase mehr als 75% der
LCP-Werte berechnet. In diesem Fall hat das PLCP-Array weniger als 4 Eintrége
und bendétigt daher weniger als n Bytes. Im Normalfall liegt der Speicherbedarf von

go-® somit bei 2n Bytes.
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Berechnung des LCP-Arrays aus der
Burrows-Wheeler- Transformierten

In diesem Kapitel wird ein Algorithmus vorgestellt, welcher allein aus der BWT das
LCP-Array eines Strings S berechnet. Zunéchst wird in Abschnitt 4.1 die Grundidee
und die Korrektheit des Algorithmus aufgezeigt. Dabei werden die Funktionen getin-
tervals, savelnterval, getNextInterval und saveL CPValue eingefiihrt. Die Implemen-
tierungen dieser Funktionen werden in den Abschnitten 4.2, 4.3 und 4.4 diskutiert.

Abschlielend werden die Ergebnisse in 4.5 zusammengefasst.

4.1 Grundidee des Algorithmus

Der im Folgenden vorgestellte Algorithmus basiert auf dem — in Abschnitt 2.8 de-
finierten — Begriff des w-Intervalls. Das folgende Lemma stellt dabei den wichtigen

Zusammenhang zwischen den w-Intervallen und dem LCP-Array her.
Lemma 4.1 Ist [i...j]| ein w-Intervall, so gilt LCP[j + 1] < |w|.

Beweis: Falls LOP[j + 1] > |w| gilt, dann stimmen die Suffixe Sg4[j41] und Sgay;
mindestens in den ersten |w| Buchstaben iiberein. Da j im Intervall [i . .. j] liegt, muss
das Suffix Sg4[;) mit w beginnen. Somit muss w auch Prifix des Suffixes Sga[j41)
sein. Geméf Definition 2.8 muss dann das Intervallende gréfer oder gleich j+1 sein,

das heif3t, es muss j > j + 1 gelten. Widerspruch. O

In Tabelle 4.1 sind die BWT und das LCP-Array des Strings annasanannas$ dar-

gestellt. Zudem sind einige w-Intervalle markiert.
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4 Berechnung des LCP-Arrays aus der Burrows- Wheeler-Transformierten

i BWTI[i| LCPIi] Ssali
1 s - $
2 s nannas$
3 n 2 annas$
4 $ 5 annasanannas$
5 n 1/ as$
6 n 2 asanannas$
7 a 0 flannas$
8 n 2 §a5$
9 n 3 asanannas$
10 a 1‘/ mnas$
11 a 4 mnasanannas$
12 a © s$
13 a 1 sanannas$
14 -1

Tabelle 4.1: Die BWT und das LCP-Array des Strings annasanannas$. Zusétzlich
sind fiinf w-Intervalle eingezeichnet. Fiir jedes eingezeichnete w-Intervall
[i...7] ist der LCP-Wert an der Stelle j + 1 markiert.

Beispiel 4.2 Das na-Intervall [7...9] mit einer Prafizlinge von zwei ist in Tabelle
4.1 grin eingezeichnet. Der LCP-Wert an der zehnten Position ist eins und somit

kleiner als die Prdfixlinge.

Algorithmus 6 erzeugt nacheinander — in aufsteigender Prifixlinge — alle w-Intervalle
[i...j] des Strings. Dabei wird jeweils iiberpriift, ob der LCP-Wert an Position j 4+ 1
noch nicht berechnet wurde. Ist dies der Fall, so wird LC P[j+1] auf |w|—1 gesetzt.

Algorithmus 6
Die Grundidee zur Berechnung des LCP-Arrays mittels BWT.
LCPJi)+ L Vie{l,...,n}
savelnterval([1...n], €)
repeat
([¢...5], &) < getNextInterval()
list + getIntervals([i' ... j'], w’)
for all ([i...j], w) in list do
saveLCPValue(j + 1, |w| — 1)
savelnterval([i ... j], w)
end for
until all lcp-values are calculated

In Algorithmus 6 werden die folgenden Funktionen verwendet; auf deren Implemen-

tierung jedoch erst in den folgenden Abschnitten eingegangen wird:
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4.1 Grundidee des Algorithmus

o savelnterval([i...j], w): Speichert das iibergebene w-Intervall [i... j].

o getNextInterval(): Liefert ein w-Intervall, welches unter allen gespeicherten In-

tervallen die kiirzeste Préifixlénge hat.

o saveLCPValue(i, lcp): Speichert, falls LC' P[i] noch nicht berechnet wurde oder
grofler als Iep ist, den Wert lcp an Position ¢ des LCP-Arrays.

o getIntervals([i...j], w): Gibt alle vorkommenden cw’-Intervalle zuriick.

Um die Korrektheit von Algorithmus 6 zu zeigen, wird folgendes Lemma benotigt:

Lemma 4.3 Sei S ein String mit zugehorigem Suffiz-Array SA und k € {1,...,n}
so gewdhlt, dass LCP[k + 1] =1 > 0 ist. Dann kann das lingste gemeinsame Prific
der Suffize Sg A und Ssapg+1) durch cw, mit c € ¥ undw € Y1 dargestellt werden.
Mit p = SA7YSA[k] + 1] und ¢ = SATL[SA[k + 1] + 1] folgt:

1. LCP[i] > |w| fir allei mitp+1<i<gq
2.3 e{p+1,...,q} : LCP[r'] = |w|

3. BWTIi] # ¢ fir allei mit p<i<gq

Tabelle 4.2 zeigt die von Lemma 4.3 beschriebene Situation.

i LCP[i] BWTIi] SSA[z’]

W...
Bedingung 1 —— +——— Bedingung 3
: w...
Bedingung 2 — @21 Ww...
: w.
q c w...
k w...

E+1 |w/+1 cw...

Tabelle 4.2: Gemaf Aussage 1 des Lemmas 4.3 miissen alle LCP-Werte im griinen
Bereich grofler oder gleich |w| sein, wobei an mindestens einer Stelle
— schwarz markiert — nach Bedingung 2 der LCP-Wert genau |w| ist.
Zuséatzlich besagt Aussage 3, dass alle BWT-Werte im gelben Bereich
ungleich ¢ sein miissen.
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4 Berechnung des LCP-Arrays aus der Burrows- Wheeler-Transformierten

Beweis: p und ¢ sind derart gewéhlt, dass Sgap) = c¢Sgapp) und Sgafrt1] = €Ssalg
gilt. Da cw das lingste gemeinsame Prifix der Suffixe Sgax) und S 1) ist, muss
w das lingste gemeinsame Préifix der Suffixe Sg4p, und Sggpq sein. Es gilt somit
lep(Ssapp), Ssajg) = |w|. Nach Lemma 2.15 gilt die Gleichung:

lep(Ssap), Ssapg) = min{LCP[k] [ p <k < q}

Folglich ist kein LCP-Wert zwischen p und ¢ kleiner als |w| und die Aussage 1
ist bewiesen. Auflerdem folgt daraus die Aussage 2 des Lemmas, da andernfalls

le(SSA[p]a SSA[q}) > |w[ ware.

Um die Aussage 3 zu zeigen, seii € {p+1,...,q—1} mit BWT[i] = c. Aufgrund der
lexikografischen Sortierung des Suffix-Arrays gilt Sga[y] <iex Ssap) <tex Ssa[q- Die
lexikografische Ordnung &dndert sich durch das Voranstellen desselben Buchstabens
nicht; daher gilt ebenso Sgap = cSgafp) <iex ¢Ssal) <tex ¢Ssalq = Ssak+1)- Da
cSsapy = BWT[i]Ssap = SISAJi] — 1]S5a) = Ssap)-1 ist, muss Sgap) = cSsap
ein Suffix von S sein. Aufgrund der Definition des Suffix-Arrays muss somit k£ <
k' <k + 1 gelten. Widerspruch. O

Mittels Lemma 4.3 kann nun der folgende Satz bewiesen werden.
Satz 4.4 Algorithmus 6 berechnet das LCP-Array korrekt.

Der Beweis dieses Satzes basiert darauf, dass die LCP-Werte aufsteigend berechnet
werden. Dies wird in dem Algorithmus durch die Funktion getNextInterval sicher-
gestellt, welche stets ein w-Intervall mit der kiirzesten Préfixlénge liefert. Da sich
bei den daraus erzeugten cw-Intervallen die Prafixlange um eins erhoht, sind alle

nachfolgenden LCP-Werte grofler oder gleich dem aktuellen.
Beweis: Wir beweisen Satz 4.4 per Induktion tiber die LCP-Werte (.

Basisfall [ = 0: Aus dem e-Intervall werden mittels der Methode getIntervals alle in S
vorkommenden c-Intervalle [C[c]+1. .. C[c] +|S1¢} |4 1] berechnet. Der Algorithmus
setzt nun — abgesehen von dem gréfiten Buchstaben — den jeweiligen LCP-Wert an
der Stelle C[c] +]S51?}|+ 1 auf null. Dies ist korrekt, da das Suffix Sg 4o (stcr mit
dem Buchstaben ¢, das Suffix Sq A[C[d+S(eH+1] dagegen mit dem néchst gréfferen
Buchstaben beginnt.

Gibt es ¢’ viele verschiedene Buchstaben in S, so tritt die Null genau ¢’ — 1 mal

im LCP-Array auf. Dies liegt daran, dass die Suffixe lexikografisch sortiert sind
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4.1 Grundidee des Algorithmus

und daher der Fall, dass zwei aufeinanderfolgende Suffixe mit unterschiedlichem
Buchstaben beginnen, nur ¢’ — 1 mal auftreten kann. Andererseits gibt es genau
o’ viele c-Intervalle, denn ein c-Intervall existiert genau dann, wenn ¢ in S auftritt.
Da fir jedes c-Intervall — bis auf das mit dem grofiten vorkommenden Buchstaben
— eine Null im LCP-Array eingetragen wird, werden alle Nullwerte im LCP-Array

gesetzt.

Fall [ > 0: Sei [i...j] ein w-Intervall mit |w| = [+ 1. Ist der LCP-Wert an der Stelle
j + 1 noch nicht berechnet, so folgt LC'P[j + 1] > [, da nach Induktionshypothese
alle LCP-Werte kleiner [ bereits berechnet sind. Zugleich gilt aber nach Lemma 4.1,
dass LCP[j + 1] < |w| =1+ 1 ist. Somit muss LCP[j + 1] = [ sein.

Es bleibt zu zeigen, dass alle I-Werte des LCP-Arrays berechnet werden. Sei hierzu
LCP[k + 1] = I. Dann lésst sich das lingste gemeinsame Préfix der Suffixe Sg 4y
und Sggfp41] als cw mit c € X und w € »!=1 schreiben. Seien SA[p] = SA[k] +1 und
SA[g] = SA[k +1] + 1. Dann ist w das lingste gemeinsame Prifix der Suffixe Sgap)
und Sg[q- Aus Lemma 4.3 folgt somit:

1. LCP[i] > |w| fir allei mit p+1 < i <gq
2. I e{p+1,...,q} : LCP[r| = |w|=1-1
3. BWTIi] # ¢ firalleimit p<i<gq

Sei r die kleinste Zahl, welche Bedingung 2 erfiillt. Da LCP[r] = — 1 also bereits
berechnet ist, gibt es nach der Induktionshypothese ein w’-Intervall [¢...r — 1] mit
|w’| = . Aufgrund von Bedingung 1 muss p im w’-Intervall liegen, das heifit es muss
t < p < r—1 gelten. Da zusitzlich BWT[p] = c ist, existiert ein cw’-Intervall
[t'...5"], wobei aus Bedingung 3 s’ = k folgt. Das w’-Intervall induziert folglich
das cw'-Intervall [t'... k] mit |cw'| = | + 1, wodurch sichergestellt wird, dass der
Algorithmus LC'P[k + 1] auf [ setzt. O

Sieht man sich den Beweis von Satz 4.4 genau an, stellt man fest, dass nur diejenigen
w-Intervalle gespeichert werden miissen, durch die ein LCP-Wert auf |w| — 1 gesetzt
wurde. Algorithmus 7 nutzt diese Beobachtung aus. Hierzu wird die Funktion sa-
veLCPValue um einen booleschen Riickgabewert ergénzt, welcher genau dann true
ist, wenn der LCP-Wert an der {ibergebenen Stelle noch nicht berechnet wurde. Das

Intervall wird nur in diesem Fall gespeichert.

Da es genau n LCP-Werte gibt, liefert savel CP Value genau n-mal true zuriick; somit
werden nur n Intervalle gespeichert. Die Funktionen getNextInterval, savelnterval

und getIntervals werden daher insgesamt n-mal ausgefithrt. Aufgrund der Tatsache,
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4 Berechnung des LCP-Arrays aus der Burrows- Wheeler-Transformierten

dass ein w-Intervall héchstens o viele Teilintervalle cw besitzt, werden in der FOR-
Schleife hochstens o viele Elemente durchlaufen. Daher ist on eine obere Schranke

fiir die Anzahl der Funktionsaufrufe von saveL CP Value.

Algorithmus 7
Optimierte Version von Algorithmus 6: Die Verbesserung des Speicherverbrauchs ist
in Rot dargestellt wihrend die Laufzeitoptimierung Blau markiert ist.

LCP[i] + L Vie{l,...,n}

savelnterval([1...n])

repeat
[i...7] « getNextInterval()

list < getIntervals([i...j])
for all [i...j] in list do
if saveLCPValue(j + 1, lcp) then
savelnterval([i . .. j])

end if
end for

until all lcp-values are calculated

Algorithmus 7 wurde gegeniiber Algorithmus 6 nicht nur in der Zeitkomplexitét,
sondern auch hinsichtlich des Speicherbedarfs verbessert. Da es fiir die Methode
getIntervals gentigt, die Intervallgrenzen ¢ und j zu kennen, und die Funktion sa-
veLCPValue nur die Prafixlinge des Intervalls bendtigt, ist es nicht nétig, w explizit
abzuspeichern. Vielmehr ist es ausreichend, die Préfixlénge des aktuellen Intervalls
zu kennen. Da die Intervalle nach Préfixlingen abgearbeitet werden, erhoht sich
diese um eins, nachdem alle w-Intervalle der gleichen Prafixlange abgearbeitet sind.
Es geniigt folglich die Verwendung einer Variablen lcp, welche inkrementiert wird,
nachdem alle Intervalle der gleichen Préfixlinge abgearbeitet wurden. Hierzu wird
in Algorithmus 7 mit den Variablen counter und size gezdhlt, wie viele Intervalle

der aktuellen und der néchstgrofleren Prifixlange gespeichert sind.

Beispiel 4.5 Die Tabellen 4.8 und 4.4 veranschaulichen die Berechnung von Al-
gorithmus 7 auf dem String annasanannas$. Initial wird das e-Intervall [1...13]
gespeichert. Uber getlntervals werden die Intervalle $, a, n und s in einer Liste

zuriickgeliefert. Diese wird anschlieffend durchlaufen:
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4.1 Grundidee des Algorithmus

i BWTI[i| LCPIi] SSA[Z»]

1 s -1 $

2 s nas$
3 n annas$
4 $ 5‘/ alnnasanannas$
5 n /

6 n

7 a

8 n

9 n

10 a

11 a

12 a

13 a

14

Tabelle 4.3: Die BWT und das LCP-Array des Strings annasanannas$. Die w-
Intervalle, welche einen Eintrag im LCP-Array festlegen, sind farbig
eingezeichnet.

Zuerst wird das $-Intervall [1...1] bearbeitet. Da LC'P|[2] noch nicht berechnet ist,
wird der LCP-Wert an Position 2 auf Null gesetzt und das Intervall [1...1] gespei-
chert. Dasselbe geschieht anschlieflend bei dem a-Intervall und bei dem n-Intervall.
Fiir das s-Intervall [12...13] liefert die Funktion saveLCPValue hingegen false zu-

rick, daher wird das s-Intervall nicht gespeichert.

Damit ist das e-Intervall abgearbeitet und die Funktion getNextInterval kann ein
beliebiges der drei gespeicherten Intervalle zurickgeben, da diese alle die gleiche
Prifizlange haben. In Tabelle 4.4 liefert die Funktion zuerst das $-Intervall zuriick.
Die Funktion getIntervals findet hierfir nur das s$-Intervall [12...12], denn die
Intervalle $$, a$ und n$ kommen in S nicht vor. Der LCP-Wert an Position 13 ist
noch nicht berechnet, daher muss er grofler null sein, denn die Nullwerte wurden
bereits vollstandig berechnet. Auflerdem folgt aus Lemma 4.1, dass LCP[13] < 2 ist.
Daher wird der LCP-Wert auf eins gesetzt und das Intervall [12...12] gespeichert.

Das $-Intervall ist damit abgearbeitet und die Funktion getNextInterval kann nun
entweder das a-Intervall oder das n-Intervall zurickliefern. Das s$-Intervall kann
hingegen erst zurickgegeben werden, wenn keine w-Intervalle mit |w| = 1 mehr ge-

speichert sind.
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i | Aktuelles Intervall | Gespeicherte Intervalle 1 2 7 8 9 10 11 12 13 14
1{[1...13] € -1 -1
| 1
2| [1...13] e 1...1] -10 -1
3 [1...13] e [1...1], [Z(I)} -1 0 ZL) -1
4 [1...13] ¢ [1...1], [2...6], [7...1‘1} 10 0 0 1
5001...1 % [2...6], [7...11], 10 0 0 -1
6|26 a [7...11], 10 0 0 1 -1
700711 n 10 0 1 0 1 -1
8 s 5.5 |1 o0 0 | 0 1 -1
9 na [5...5].[2...2'] 100 0 1 0 1 -1
10 an 5...5], [2...2], [7...%] 10 0 1 0 1 -1
11 [5...5] as$ 2...2], [7...7], -1 0 0 2 1 0o 1 -1
12 | [2...2] ana [7...7], -1 0 0o 2 3 1 0o 1 -1
13| [7...7] nan -1 0 0o 2 3 1 0o 1 -1
14 nas$ -1 0 0o 2 3 1 0o 1 -1
15 nnas$ -1 0 o 2 3 1 4 0 1 -1

Tabelle 4.4: Berechnung des LCP-Arrays geméfl Algorithmus 7 auf dem String annasanannas$.
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4.2 Berechnung der Intervalle

4.2 Berechnung der Intervalle

Die in 4.1 eingefiihrte Funktion getIntervals soll zu einem w-Intervall simtliche in S
vorkommenden cw-Intervalle zuriickliefern. In diesem Abschnitt wird hierzu zunéchst
eine Methode vorgestellt, welche auf dem Wavelet Tree der BWT basiert und dessen
Prinzip bereits in [Sch10] und in [CNPT10] beschrieben ist. Anschlieflend wird eine
alternative Methode aufgezeigt, welche auf der LF-Funktion beruht.

4.2.1 Intervallberechnung mittels Wavelet Tree

In einem String S existiert ein cw-Intervall genau dann, wenn vor einem Suffix,
welches mit w beginnt, der Buchstabe ¢ steht. Alle Suffixe, welche mit w beginnen,
befinden sich nach Definition gerade im w-Intervall. Welcher Buchstabe vor dem
Suffix steht, kann der BWT entnommen werden. Die Anzahl [ der Vorkommen eines
Buchstabens ¢ im w-Intervall bestimmt also, ob das cw-Intervall [i...j] existiert
(I > 0) und wie groB dieses ist (j —i+ 1 =1).

Beispiel 4.6 [2...6] ist das a-Intervall des Strings annasanannas$. In sn$nn, also
BWTI[2...6], kommen die Buchstaben $ und s einmal, n dreimal und a keinmal
vor. Es gibt daher kein aa-Intervall, aber ein $a-Intervall und ein sa-Intervall der

Intervallgrofie eins sowie ein na-Intervall mit Intervallgréfe drei.

Um das cw-Intervall eindeutig bestimmen zu kénnen, bendétigt man zusétzlich zur
Intervallgréfie auch den Intervallanfang. Hier kann folgende Beobachtung ausgenutzt
werden: Ist S; <je, S;, dann gilt auch ¢S; <je; ¢S;, denn durch Voranstellen dessel-
ben Buchstabens éndert sich die lexikografische Ordnung zweier Strings nicht. Ist
also ¢ = BWTIk] und ¢ die Anzahl der Vorkommen von ¢ in BWT[l...k — 1], so
gibt es ¢ Suffixe, die mit ¢ beginnen und kleiner als das Suffix ¢Sgp) sind. Da es
zusatzlich C|c] Suffixe gibt, welche mit einem kleineren Buchstaben als ¢ beginnen,
gibt es unter allen Suffixen von S genau C|c| + 7 Suffixe, welche kleiner als cSg 4
sind. Damit steht cSg 4 an Position Clc] + i + 1.

Beispiel 4.7 Der Buchstabe n steht an Position 5 der BWT des Strings S =
annasanannas$. Gesucht sei nun die Position des Suffives nSga5) = nas$. Da n
in BWTI1...4] = ssn$ einmal vorkommt und es in S genau sechs Vorkommen von

kleineren Buchstaben als n gibt, ist die gesuchte Position 6 +1+ 1 = 8.
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4 Berechnung des LCP-Arrays aus der Burrows- Wheeler-Transformierten

Die Frage nach allen cw-Intervallen lisst sich aus dem w-Intervall [i...j] folglich
leicht beantworten, wenn fiir jeden Buchstaben ¢, der in BWTYi . .. j| vorkommt, die
Héufigkeit in BWTTi... j] und BWTI]L...i—1] bekannt ist. Mit anderen Worten: Es
geniigt also zu zdhlen, wie oft ¢ bis zur Position ¢ — 1 bzw. j in der BWT vorkommt.
Denn sei a die Haufigkeit von ¢ in BWT[1...i — 1] und b die Haufigkeit von ¢ in
BWTI1...j],s0ist [Clc]+a+1...Clc] + b] das gesuchte cw-Intervall.

Algorithmus 8 zeigt nun, wie diese Haufigkeiten mit Hilfe des Wavelet Trees der

BWT von S bestimmt werden konnen.

Algorithmus 8
Sei WT der Wavelet Tree des Strings S und node ein Knoten von WT' mit zugeord-
neter Buchstabenmenge M. Dann zdhlt die Funktion getIntervals(node, i, j, list)
fiir alle ¢ € M, wie oft ¢ in SM[1...4] und in SM[1...j] vorkommt. Falls sich die
Anzahl der Vorkommen unterscheiden, so werden diese zu der Liste list hinzugefiigt.
if |M| =1 then
¢ <—getElement (M)
add(list, [Clc] +i+1...C[c] +j])
else
(7', j') « (rankg(node, i), rankg(node, 7))
if i/ # j' then
getIntervals(leftChild(node), ', j', list)
end if
(7', j') < (rank;(node, i), rank; (node, 7))
if i/ # j' then
getIntervals(rightChild(node), i, j', list)
end if
end if

Besteht ein String aus nur einem Buchstaben ¢, so kommt ¢ bis zur Position ¢ bzw. j
trivialerweise gerade - bzw. j-mal vor. Da ein Blatt im Wavelet Tree mit zugehoriger
Buchstabenmenge M = {c} alle Vorkommen von ¢ im zugehoérigen String représen-
tiert, kann getIntervals(node, i, j, list) leicht berechnet werden, wenn es sich bei
node um ein Blatt handelt. Enthélt die Buchstabenmenge, welche node zugeordnet
ist, mehr als einen Buchstaben, so handelt es sich um einen inneren Knoten. Hier
wird zunéachst i’ als die Anzahl an Nullen bis zur Position ¢ und 5’ als die Anzahl der
Nullen bis zur Position j gezahlt. Ist ¢/ = j’, so kommt zwischen 7 und j keine Null
vor und folglich gibt es auch kein cw-Intervall fiir ¢ € My. Andernfalls gibt es j' — ¢’
Vorkommen, welche rekursiv berechnet werden kénnen. Dasselbe wird anschlieend

fir die Anzahl an Einsen wiederholt.
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4.2 Berechnung der Intervalle

M ={$,a,n,s}

4 AN

M = {a}

M ={$,n,s}

Hieees
e N

M = {n} M ={$,s}

T
/N

M={s} M={$}

Abbildung 4.1: Wavelet Tree nach dem Huffman Schema fiir die BWT des Strings
annasanannas$. Der Text in den inneren Knoten dient nur dem Ver-
standnis und ist nicht Bestandteil des Wavelet Trees.

Beispiel 4.8 erldutert die Funktionsweise von Algorithmus 8 anhand des Strings
annasanannas$. Ein Wavelet Tree der BWT von S ist in Abbildung 4.1 dargestellt.

Beispiel 4.8 Mit getlntervals(root, 6, 10, list) werden, unter Verwendung des n-

Intervalls [7...11], die in S vorkommenden cn-Intervalle an die Liste list angefigt.

Da der Wurzelknoten kein Blatt ist und bis zu Position 7 keine Null, bis zu Position
11 jedoch drei Nullen auftreten, findet ein rekursiver Abstieq in den a-Knoten statt.
Auch die Anzahl der Finsen bis zu den Positionen 6 und 11 unterscheidet sich mit

sechs bzw. acht. Daher erfolgt zusdtzlich ein rekursiver Abstieq in das rechte Kind.

Der a-Knoten ist ein Blatt, folglich wird beim Aufruf von getIntervals(a-Knoten, 0,
3, list), mit [Cla]+0+1...C[a]+3] = [2...4] das an-Intervall an die Liste angefiigt.

Im rechten Kind wird anschlieffend die Anzahl der Nullen bzw. FEinsen bis zu den
Positionen 6 bzw. 8 ermittelt. Die Anzahl der Nullen ist mit drei bzw. finf unter-
schiedlich, die Anzahl der Einsen mit jeweils drei dagegen gleich. Somit findet mit

getIntervals(n-Knoten, 3, 5, list) nur ein rekursiver Abstieg in das linke Kind statt.

Der n-Knoten ist wiederum ein Blatt, daher wird dort mit [C[n]+3+1...C[n]+5] =
[10...11] das nn-Intervall an die Liste angefigt.
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4 Berechnung des LCP-Arrays aus der Burrows- Wheeler-Transformierten

4.2.2 Intervallberechnung mittels LF-Funktion

Die Aufgabe, aus einem gegebenen w-Intervall alle cw-Intervalle zu berechnen, kann
auch unter Verwendung der LF-Funktion gelost werden. Diese gibt fiir jeden Index
k an, an welcher Position das Suffix steht, welches man durch Voranstellen von
BWTIk] an Sgap erhilt.

Algorithmus 9 ermittelt daher die cw-Intervalle aus dem w-Intervall [i...j], indem
die BWT von ¢ bis j durchlaufen und fiir jeden Buchstaben ¢ der LF-Wert beim
ersten und beim letzten Auftreten von ¢ gespeichert wird. Da alle Suffixe, welche mit
w beginnen, gerade im w-Intervall liegen, muss nicht die gesamte BW'T durchlau-
fen werden. Des Weiteren wird ausgenutzt, dass die lexikografische Ordnung zweier
Strings bei Voranstellen des gleichen Buchstabens erhalten bleibt. Somit gibt der
LF-Wert beim ersten Auftreten des Buchstabens ¢ die Position des kleinsten Suf-
fixes, welches mit cw beginnt, und damit den Intervallanfang des cw-Intervalls an.
Analog ist der LF-Wert an der Stelle des letzten Vorkommens von ¢ in BWTJi.. . j]

gerade das Intervallende des cw-Intervalls.

Algorithmus 9
Die Funktion getIntervals(i, j, list) ermittelt fiir alle ¢ € 3, wie oft ¢ in S[1...1]
und in S[1...j] vorkommt. Falls sich die Anzahl der Vorkommen unterscheiden, so
werden diese zu der Liste [ist hinzugefiigt.
M+ 0
for £k + i to j do
¢ < BWTI[k]
if ¢ ¢ M then
M +— M U{c}
Firstlc] < LF[k]
end if
Last|c] < LF[k]
end for
for all ce M do
add(list, [First|c| ... Last[c]])
end for

Beispiel 4.9 erlautert die Funktionsweise von Algorithmus 9 anhand des Strings
annasanannas$. Die BWT und das LF-Array von S sind in Tabelle 2.3 auf Seite 14
dargestellt.

Beispiel 4.9 Mit getlntervals(2, 6, list) werden — unter Verwendung des a-Inter-

valls [2...6] — die in S vorkommenden ca-Intervalle an die Liste list angefigt. Wie
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4.2 Berechnung der Intervalle

First Last
k|$ a n s|$ a n s | M
1L L L|L L L L0

201 1 1 13|L L 1 13|{s}
3L L 7 13|L L 7 13| {s,n}
411 L 7 13|11 L 7 13| {s,n,$}
501 L 7 13|1 L 8 13|{s,n, $}
6|1 L 7 13|11 L 9 13| {s,n,$}

Tabelle 4.5: Berechnung von Algorithmus 9 auf dem a-Intervall [2...6] des Strings
annasanannas$.

in der ersten Zeile von Tabelle 4.5 dargestellt, sind zu Beginn die beiden Arrays
First und Last undefiniert und die Menge M leer. Nun wird die BWT von Position

2 bis Position 6 — also sn$nn — durchlaufen.

Da der Buchstabe s = BWT|2] noch nicht in der Menge M ist, wird er hinzugefigt
und First[s| = LF[2] = 13 gesetzt. Zudem wird Last[s| ebenfalls auf 13 gesetzt.
Anschlieffend wird der Buchstabe n = BWT[3] in die Menge M aufgenommen und
sowohl First[n] als auch Last[n] auf LF[3] = 7 gesetzt. Analog wird $ = BWT[4]
zu M hinzugefiigt und anschliefend werden First|$] und Last[$] auf LF[4] = 1
gesetzt. In den letzten beiden Schritten steht an Position 5 und 6 der BWT jeweils
der Buchstabe n. Da n bereits in der Menge M ist, wird nur Last[n] zuerst auf
LF[5] = 8 und schlieflich auf LF[6] = 9 gedndert. Tabelle 4.5 zeigt in der letzten
Zeile den endgiiltigen Inhalt von First, Last und M. Da M die Buchstaben s, n,
$ enthdlt, gibt es ein sa, na und $a-Intervall. Die Intervallgrenzen stehen dabei
an den entsprechenden Positionen von First und Last. Demnach ist beispielsweise
[First[n]... Last[n]] = [7...9] das na-Intervall.

4.2.3 Vergleich der Intervallberechnungsalgorithmen

Beim Berechnen der Intervalle nach Algorithmus 8 wird im Worst Case der gesamte
Wavelet Tree durchlaufen. Da es sich beim Wavelet Tree um einen Bindrbaum mit o
vielen Blattern handelt, besitzt der Wavelet Tree o — 1 viele innere Knoten. In jedem
der 20 — 1 Knoten werden zwei Rank-Anfragen gestellt, welche in O(1) beantwortet

werden konnen. Damit betragt die Zeitkomplexitdt O(o).

Algorithmus 9 durchlduft zum Ermitteln der cw-Intervalle die BWT von ¢ bis j, wobei

[i...j] gerade das w-Intervall ist. Da sédmtliche Operationen wéihrend des BWT-
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4 Berechnung des LCP-Arrays aus der Burrows- Wheeler-Transformierten

Durchlaufs in konstanter Zeit durchgefiihrt werden kénnen, besitzt die Berechnung

der Intervalle mittels LF-Funktion eine Zeitkomplexitat von O(j — 7).

Somit ist zu vermuten, dass bei sehr kleinen Intervallen die Berechnung mittels
LF-Funktion schneller ist, als die Berechnung mittels Wavelet Tree. Dies liegt nicht
allein an der Alphabetgrofie o sondern zusétzlich an den Rank-Abfragen. Denn diese
benotigen — obwohl in der O-Notation nur ein konstanter Faktor — in der Praxis
deutlich mehr Zeit als beispielsweise ein Array-Zugriff. Andererseits ist Algorithmus

9 bei groflen Intervallen langsamer als Algorithmus 8.

Neben der Laufzeit spielt der Speicherbedarf eine entscheidende Rolle. Die Berech-
nung mittels Wavelet Tree offenbart hier zundchst deutliche Vorteile gegeniiber der
Berechnung mittels LF-Funktion. Denn wéhrend Algorithmus 8 nur die BWT in
Form des Wavelet Trees benotigt, setzt Algorithmus 9 zusétzlich das LF-Array vor-
aus. Da das LF-Array nlogyn Bits Speicher benétigt, wihrend fiir die BWT nur
nlog, o bendtigt werden, ist das LF-Array in der Praxis ungefihr vier mal grofer
als die BWT. Dariiber hinaus kann durch Einsatz eines Huffman-Schemas die BWT

im Wavelet Tree komprimiert abgespeichert werden.

Andererseits erlaubt Algorithmus 9, dass die benétigten Datenstrukturen, die BWT
und das LF-Array, wihrend der Berechnung sequentiell von der Festplatte gelesen
werden. Wird die Funktion getIntervals oft aufgerufen und liegen die Intervalle dabei
in aufsteigender Reihenfolge vor, so kann der Festplattenzugriff gepuffert erfolgen
und so den Geschwindigkeitsnachteil der Festplatte gegeniiber dem Hauptspeicher
merklich abmildern. Somit benétigt in diesem Szenario die Berechnung mittels LF-

Funktion weniger Hauptspeicher als mittels Wavelet Tree.

4.3 Speicherung der Intervalle

In diesem Abschnitt werden zwei Moglichkeiten zur Implementierung der von Algo-
rithmus 7 bendétigten Funktionen getNextInterval und savelnterval vorgestellt. Die
Funktion savelnterval soll den Intervallanfang ¢ und das Intervallende j eines w-In-
tervalls [i ... j] speichern. Parallel dazu soll getNextInterval unter allen gespeicherten

w-Intervallen ein Intervall mit kiirzester Prafixlange zuriickliefern.

Da aus einem w-Intervall die cw-Intervalle berechnet werden, steigt die Préafixlange

der Intervalle jeweils um den Wert 1. Die Datenstruktur Queue bietet somit eine
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4.8 Speicherung der Intervalle

einfache Moglichkeit zur Realisierung der Funktionen savelnterval und getNextIn-
terval. Algorithmus 10 und 11 zeigen eine mogliche Implementierung, welche pro

Aufruf nur konstante Zeit benétigt.

Algorithmus 10
Die Funktion savelnterval([i...j]) speichert das Intervall [i... j] mittels Queue.

enqueue(1)
enqueue(j)

Algorithmus 11
Die Funktion getNextInterval liefert ein Intervall [i. .. j] zuriick, welches unter allen
gespeicherten Intervallen die kiirzeste Prafixlange hat.

i < dequeue()
Jj < dequeue()
return [i...j]

Die Realisierung mittels Queue ist zwar einfach und schnell, allerdings ist der Spei-
cherverbrauch abhéngig von der Anzahl gespeicherter Intervalle. Da der Intervall-
anfang und das Intervallende im Zahlenbereich [1...n] liegt, werden pro Intervall
2log, n Bits benotigt. Ist beispielsweise n < 232 so werden zum Speichern von g

Intervallen % - 2log, 2°% = 8n Bits benotigt.

Eine alternative Speicherméglichkeit stellt das Speichern der Intervalle in einem Bit-
array dar. Hierbei markiert eine 1 den Anfang bzw. das Ende eines Intervalls. Damit
eine Anfangsmarkierung nicht mit einer Endmarkierung zusammenfillt, werden die
Markierungen so verschachtelt, dass die Anfangsmarkierungen an ungeraden Positio-
nen und die Endmarkierungen an geraden Positionen liegen. Ein w-Interval [i. .. j]
wird also, wie Algorithmus 12 zeigt, dadurch gespeichert, dass die Position 27 — 1

und 2j des Bitarrays auf 1 gesetzt werden. Abbildung 4.2 veranschaulicht dies.

1 234567 8 9101112131415 1617 181920 21 22 23 24 25 26
[ofo]t]ofofofo]1[ofofoJo]1[ofoofo[1]ofofofof1]1]o]0]

Abbildung 4.2: Im Bitarray ist das s$-Intervall [12...12], das na-Intervall [7...9]
und das an-Intervall [2...4] des Strings annasanannas$ gespeichert.

Algorithmus 13 zeigt, wie ein auf diese Weise gespeicherters Intervall rekonstruiert
werden kann. Dazu wird das Bitarray von vorne nach hinten durchlaufen. Trifft
man an Stelle k1 auf die erste 1, so beginnt das Intervall bei % Durchsucht man

das Array weiter und trifft an der Stelle ky auf die zweite 1, so steht mit ]“2—2 auch
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4 Berechnung des LCP-Arrays aus der Burrows- Wheeler-Transformierten

das Intervallende fest. Dies setzt voraus, dass die gefundenen Einsen bei k1 und ko
den Intervallanfang bzw. das Intervallende des gleichen Intervalls markieren. Anders
ausgedriickt diirfen sich die Intervalle im Bitarray nicht iiberlappen. Da dies nur
flir w-Intervalle mit gleicher Préafixlange erfiillt ist, konnen in einem Bitarray nur w-

Intervalle mit gleicher Préafixlinge gespeichert werden.

Algorithmus 12

Die Funktion savelnterval(B, [i...j]) speichert das Intervall [i...j] im Bitarray B.
B[2i — 1] + 1
B[2j] 1

Algorithmus 13
Die Funktion getNextInterval(B, k) liefert ein Intervall [i. .. j] zuriick, welches in B
gespeichert ist und fir das k < ¢ gilt.
1+ 2k—1
while B[i] =0 and i < 2n do
141+ 2
end while
if ¢ > 2n then
return |
end if
j—i+1
i (i+1)/2
while B[j] =0 do
j—j+2
end while
je (-1
return [i...j]

Um die Intervalle mittels Bitarray speichern zu konnen, werden also zwei Bitarrays
Bj und B> bendétigt. Initial sind in Bj alle Intervalle der Préfixlange [ gespeichert.
Nun wird By durchlaufen, um die w-Intervalle zu rekonstruieren. Die dabei erzeugten

cw-Intervalle haben die Préafixldnge [ + 1 und werden in Bs gespeichert.

Sind alle Intervalle aus B; abgearbeitet, werden die Markierungen in B geléscht und
das Bitarray By durchlaufen. Die dann erzeugten Intervalle haben die Prafixlange
{42 und koénnen in By gespeichert werden. Auf diese Weise enthalten beide Bitarrays
nur Intervalle mit gleicher Préfixldnge und die Funktion getNextInterval liefert stets

ein Intervall kleinster Prafixlinge zurtick.

Bemerkenswert ist, dass bei dieser Variante die Intervalle gleicher Préfixlange in auf-

steigender Reihenfolge zuriickgeliefert werden. Beim Bitarray aus Abbildung 4.2 wird
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4.4 Speicherung der LCP-Werte

daher zuerst das an-Intervall [2...4], dann das na-Intervall [7...9] und schlieBlich
das s$-Intervall [12. .. 12] zuriickgeliefert, unabhéngig davon in welcher Reihenfolge

diese Intervalle gespeichert wurden.

Da Bj und Bj eine Lénge von 2n haben, betrégt der Speicherverbrauch insgesamt
4n Bits, unabhéngig davon wie viele Intervalle gespeichert sind. Wie bei der Spei-
chermethode mittels Queue hat die Methode savelnterval konstanten Aufwand. Al-
lerdings erhéht sich der Aufwand fir getNextInterval: Sind im Bitarray ¢ Intervalle
gespeichert, so konnen diese mit einem Durchlauf des Bitarrays, also mit 2n Ope-
rationen, gefunden werden. Der Aufwand fiir einen getNextInterval-Aufruf betragt

somit amortisiert 27”

Betrachtet man ausschliellich die Laufzeit, so ist die Speicherung mittels Queue
vorzuziehen. Anders sieht es beim Speicherbedarf aus. Da die Queue pro gespeicher-

tem Intervall 2log, n Bits benotigt, wihrend das Speichern mittels Bitarray konstant

n

I 022 — Intervallen das Bitarray speichereffizienter.

4n Bits bendtigt, ist bei mehr als

4.4 Speicherung der LCP-Werte

Da alle LCP-Werte eines Strings S kleiner als n = |S| sind, kann jeder LCP-Wert
mit [log, 1| Bits gespeichert werden. Algorithmus 7 benétigt jedoch random access
auf das LCP-Array, weshalb das gesamte LCP-Array der Léange n im Hauptspeicher
liegen muss und somit ein Hauptspeicherbedarf von nlog, n Bits besitzt. Im Folgen-
den wird ein Verfahren vorgestellt, welches den Hauptspeicherbedarf auf O(n) Bits
senkt. Dabei wird ausgenutzt, dass die LCP-Werte von Algorithmus 7 in aufsteigen-

der Reihenfolge berechnet werden.

Das LCP-Array mit einem Speicherbedarf von nlogy n Bits wird nicht im Haupt-
speicher, sondern auf der Festplatte erzeugt. Im Hauptspeicher wird dagegen ein
Array A der Lange n mit nur k Bits pro Eintrag angelegt. Damit kann jeder Eintrag
nur 2% viele verschiedene Werte speichern, wobei davon ein Wert zum Kennzeichnen
noch nicht berechneter LCP-Werte benétigt wird. Daher werden jeweils 2% — 1 viele
verschiedene LCP-Werte in A gespeichert, bevor diese in das Array auf der Festplat-
te eingefiigt und aus A geldscht werden. Dies wird solange wiederholt, bis alle LCP-
Werte berechnet sind.

Ist lcp,,q. der groBte LCP-Wert, so muss A allerdings l;f%af mal auf die Festplatte
geschrieben werden. Damit ergibt sich eine Worst-Case-Zeitkomplexitit von O(n?).

Diese tritt beispielsweise bei einem String auf, der nur aus einem Buchstaben besteht
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[Lfefufofefufofofafofofefi]
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Abbildung 4.3: Darstellung des Hauptspeicherinhalts jeweils nach vollstdndiger Be-
rechnung aller LCP-Werte derselben Grofie. Das LCP-Array auf der
Festplatte ist grau dargestellt, jeweils nachdem der Hauptspeicherin-
halt eingefiigt wurde.
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4.4 Speicherung der LCP-Werte

und dessen LCP-Array folglich alle Werte von 0 bis n — 1 enthélt. Dies fithrt dazu,
dass das Array O(n) mal ausgelagert werden muss, wobei jede Auslagerung eine

Zeitkomplexitdt von O(n) erfodert.

Beispiel 4.10 Abbildung 4.3 demonstriert das Speichern des LCP-Arrays fir den
String annasanannas$ mit einem Hauptspeicherbedarf von 2n = 26 Bits. Das sich
im Hauptspeicher befindende Array hat daher 2 Bits pro Fintrag und kann damit
4 wverschiedene Werte speichern. Zum Markieren nicht berechneter LCP-Werte wird
das Symbol L benutzt. Nun werden die ersten drei Werte —1, 0 und 1 als 0, 1 und
2 kodiert gespeichert. Anschlieflend werden die Werte auf die Festplatte verschoben.
Nun konnen die ndchsten drei LCP-Werte wiederum als 0, 1 und 2 kodiert gespei-
chert und anschlieffend in das LCP-Array auf der Festplatte eingefiigt werden. Im
letzten Schritt wird der LCP-Wert 5 als 0 kodiert eingetragen und in das LCP-Array
auf der Festplatte gespeichert.

Das gerade vorgestellte Prinzip kann verbessert werden, indem fiir bereits berechnete
LCP-Werte kein Speicherplatz bereitgehalten wird. Gibt es also [ viele Werte, welche
noch nicht berechnet wurden, so geniigt es, A mit dieser Lange anzulegen. Dann
konnen fiir jeden Eintrag b = V”T"J Bits vorgesehen werden ohne insgesamt mehr als

k - n Bits zu beno6tigen.

Allerdings kann der LCP-Wert an Stelle 4 nun nicht mehr an die Position A[i] ge-
schrieben werden. Vielmehr muss die korrekte Position j als die Anzahl nicht be-
rechneter LCP-Werte bis zur Stelle ¢ ermittelt werden. Hierzu kann ein Bitarray B
der Lange n angelegt werden, bei dem B[i] = 0 ist, falls LC P[i] noch nicht berechnet
wurde. Wird B so vorverarbeitet, dass Rank-Anfragen in konstanter Zeit beantwor-
tet werden konnen, dann kann j mittels ranky(B, i) in konstanter Zeit ermittelt

werden.

Algorithmus 14 zeigt abschliefend eine mogliche Implementierung der Funktion sa-
veLCPValue. ITm Wesentlichen wird mit j « ranky(B, i) die Position im Array A
ermittelt. Wurde der LCP-Wert bereits berechnet, ist also entweder B[i] = 1 oder
Alj] # L, so wird false zuriickgegeben. Andernfalls wird v in das A-Array geschrie-
ben und true zuriickgegeben. Hierbei gibt v an, wie viele verschiedene LCP-Werte
seit dem letzten Auslagern des A-Arrays gespeichert wurden. Unterscheidet sich der
aktuell zu speichernde LCP-Wert V' vom zuletzt gespeicherten LCP-Wert Vi, so
wird v erh6ht. Kann v nicht mehr in A gespeichert werden (v = vpqz), so wird

das Bitarray B aktualisiert und A auf die Festplatte geschrieben. Anschlieffend wird
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Algorithmus 14
Die Funktion saveLCPValue(V, i) speichert den LCP-Wert V' an Position i. Vj,
gibt dabei den letzten gespeicherten LCP-Wert an, wiahrend die Variable v zéhlt, wie
viel verschiedene LCP-Werte seit dem letzten Auslagern des A-Arrays gespeichert
wurden. v, ist der kleinste Wert, der nicht mehr in A gespeichert werden kann.
Das Bitarray B ist an Stelle j genau dann 1, wenn der LCP-Wert an Stelle j bereits
im endgiiltigen LCP-Array auf der Festplatte steht.
if V # Vjus then
Wast «—V
véi—v+1
if v = Ve then
Bli] «+ 1 Vi: A[i] # L
save A to disk
[ + ranko(B, n)
b« |k-n/l]
v 0
|
create A as Array of length [ and b bits per entry
end if
end if
J < ranko(B, 1)
if B[i] =1 or A[j] = L then
Alj) v
return true
else
return false
end if

die Anzahl nicht berechneter LCP-Werte gezéhlt und ermittelt, wie viele Bits pro
Eintrag zur Verfiigung stehen. Zuletzt wird A mit diesen Parametern neu angelegt

und v sowie v,,qz aktualisiert.

Diese Variante hat einen Hauptspeicherbedarf von k - n Bits fiir das A-Array, n Bits
fiir das B-Array und 0, 25n Bits um die Rank-Anfrage auf dem B-Array in konstanter
Zeit zu beantworten. Insgesamt werden also (k + 1,25) - n Bits mit £ > 1 benétigt.
Wie zuvor muss das A-Array umso Ofter auf die Festplatte geschrieben werden, je
kleiner k gewihlt wird. An der Worst-Case-Zeitkomplexitit von O(n?) dndert sich
daher nichts.

Allerdings kommt dieser Variante zu Gute, dass in der Praxis kleine LCP-Werte
viel hdufiger vorkommen als grofie. So gilt beispielsweise fiir alle in 4.4 dargestellten
Testdateien, dass mindestens 70% der LCP-Werte kleiner als 63 sind. Wurde das A-

Array zunéchst mit 6 Bits pro Eintrag angelegt, so sind nach dem ersten Auslagern
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4.5 Zusammenfassung

aller LCP-Werte < 63 nur noch 30% der Werte nicht berechnet. Das A-Array kann
dann mit 20 Bits pro Eintrag neu angelegt werden und alle LCP-Werte zwischen 63
und 63 4 220 — 1 = 1.048.638 speichern.

4.5 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt soll es abschliefend darum gehen, welche Implementeriungs-
variante von getIntervals und savelnterval bzw. getNextInterval bevorzugt werden
sollte. Zudem wird die Laufzeit- und Speicherplatzkomplexitéit des in diesem Kapitel

vorgestellten Algorithmus analysiert.

Wie bereits in 4.3 erlautert, ist die Implementierung von getNextInterval mittels
Queue der Realisierung mittels Bitarray zu bevorzugen, wenn sich wenige Intervalle
im Speicher befinden. In diesem Fall ist zur Berechnung von getintervals der Wave-
let Tree dem LF-Array vorzuziehen. Denn da das LF-Array nicht im Hauptspeicher
sondern auf der Festplatte gespeichert werden soll, muss der Zugriff gepuffert erfol-
gen um den Geschwindigkeitsnachteil der Festplatte abzumildern. Dies wird sowohl
durch eine geringe Anzahl an Intervallen mit gleicher Prafixldnge, als auch durch
die nicht sequenzielle Riickgabe der Intervalle, wie sie bei der Speicherung in einer

Queue geschieht, erschwert.

Miissen dagegen viele w-Intervalle gleichzeitig gespeichert werden, so ist zur Berech-
nung von getNeztInterval aus Speicherplatzgriinden die Verwendungs des Bitarrays
zu bevorzugen. Da dieses die Intervalle in aufsteigender Reihenfolge zuriickgibt, bie-

tet sich dabei das LF-Array zur Realisierung der Funktion getIntervals an.

Es liegt folglich nahe, die beiden Varianten zu kombinieren. Gibt es wenige Vor-
kommen eines LCP-Wertes, so werden die zugehorigen w-Intervalle in einer Queue
gespeichert und die Funktion getIntervals mittels Wavelet Tree realisiert. Bei h&u-
figem Auftreten eines LCP-Wertes werden die w-Intervalle hingegen in Bitarrays

gespeichert und getIntervals iiber das LF-Array berechnet.

In der Praxis gibt es oft sehr wenig kleine und wenig grofie LCP-Werte. Dazwischen
kommt es zu einer Haufung der LCP-Werte, wie Abbildung 4.4 zeigt. Dies begiinstigt
eine Kombination der beiden Varianten, da somit nur zwei Wechsel nétig sind. Ab
welcher Intervallanzahl in der Praxis gewechselt werden sollte, wird in Abschnitt 5.2

empirisch ermittelt.
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4 Berechnung des LCP-Arrays aus der Burrows- Wheeler-Transformierten
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Abbildung 4.4: LCP-Héaufigkeiten der Testdateien des Pizza& Chili Corpus. Auf der
logarithmischen X-Achse ist der LCP-Wert, auf der Y-Achse die Hau-
figkeit des LCP-Wertes aufgetragen.
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4.5 Zusammenfassung

Wir betrachten nun den gesamten Speicherverbrauch des Algorithmus. Dieser ist
abhéngig von k, der Anzahl an Bits die initial pro LCP-Wert zur Verfiigung ste-
hen und s, der maximalen Anzahl an Intervallen, welche in der Queue gespeichert
werden. Fiir das Abspeichern der LCP-Werte werden (k + 1,25) - n Bits bendtigt.
Werden die Intervalle in der Queue gespeichert, so werden 2log, n Bits pro Inter-
vall benotigt, insgesamt also 2slog, n Bits. Die Berechnung von getIntervals wird
in diesem Fall mittels Wavelet Tree durchgefiihrt. Der Wavelet Tree benétigt maxi-
mal nlog, o Bits, zuziiglich 0, 25(n log, ) Bits um die Rank-Anfrage in den inneren
Knoten des Wavelet Trees in konstanter Zeit beantworten zu kénnen. Werden die
Intervalle hingegen in zwei Bitarrays der Lénge 2n gespeichert, so werden 4n Bits
zur Speicherung bendtigt. Da die Berechnung von getIntervals dann iiber die LF-
Funktion erfolgt, wird hierfiir kein Hauptspeicher benotigt. Der Speicherbedarf be-
tragt somit (k+1,25)-n+max{4n ; 1,25(nlog, o)+ 2slogy n}. Wird beispielsweise
k=8 und s =
knapp unter 20n Bits, also 2, 5n Bytes.

@ gewdhlt, so liegt der Speicherbedarf selbst bei o = 2% bei

Die Zeitkomplexitiat zum Berechnen der Intervalle kann mit O(nlog o) abgeschétzt
werden. Die Funktion getNextInterval benotigt, wenn sie mittels Bitarray implemen-

tiert ist, 22 Operationen pro Intervall, wobei 7 die Anzahl gespeicherter Intervalle
, 5+ Op p : gesp

ist. Da die Intervalle nur in Bitarrays gespeichert sind, falls mindestens O(g3)
Intervalle gespeichert werden, betragt die Laufzeitkomplexitat O(logn) pro Inter-
vall insgesamt also O(nlogn). Das Speichern der LCP-Werte hat im Worst Case
eine Laufzeitkomplexitit von O(n?). Bei einer rein theoretischen Betrachtung do-
miniert dieser Wert, daher hat der Algorithmus insgesamt eine Laufzeitkomplexitét
von O(n?). In der Praxis sind die LOCP-Werte meist so verteilt, dass die LCP-Werte
nur wenige Male ausgelagert werden miissen und die Zeit dafiir vernachléssigt wer-
den kann. Unter dieser Annahme, oder auch beim Speichern der LCP-Werte in ein

Array mit nlog, n Bits, betrigt die Laufzeit daher O(nlogn).
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Experimentelle Messungen

Um die Praxistauglichkeit des in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmus zu testen,
wurde dieser implementiert und seine Laufzeit sowie sein Speicherbedarf gemessen.
In diesem Kapitel wird zunéchst die verwendete Testumgebung erldutert und auf
die eigene Implementierung eingegangen. Abschliefend werden die Testergebnisse

vorgestellt und bewertet.

5.1 Testumgebung

Zum Vergleich wurden die in Kapitel 3 vorgestellten Algorithmen eingesetzt. Der in
[KMPO09] vorgestellte KLAAP-Algorithmus wird meist in seiner speicheroptimierten
Variante genutzt, daher wurde diese auch hier verwendet. Aus den ®-Algorithmen
wurde der auf Geschwindigkeit optimierte ®1, sowie die speichersparsamen Vari-
anten ®4, $64, ®4-Semi und P64-Semi ausgewahlt. Schliellich wurde mit dem in
[GO10] vorgestellten go-® ein weiterer speichereffizienter LCP-Algorithmus ins Test-

feld aufgenommen.

Zum Erstellen des Suffix-Arrays wurde der Divsufsort-Algorithmus benutzt. Obwohl
dieser eine Worst-Case-Laufzeit von O(nlogn) besitzt, ist er in der Praxis einer der
schnellsten Suffix-Array-Konstruktionsalgorithmen. Die Implementierung! stammt
von Yuta Mori. Um die BWT direkt aus dem Text — also ohne Verwendung des
Suffix-Arrays — zu erstellen, wurde der in [OS09] vorgestellte Algorithmus benutzt.

Der Pizza&Chili Corpus? bietet Testdateien fiir verschiedene Anwendungsgebiete in
unterschiedlicher Grofle an. Fiir den Test wurden jeweils die 200 MB Varianten der

folgenden Dateien ausgewéhlt:

"http://code.google.com/p/libdivsufsort/
http://pizzachili.dcc.uchile.cl/texts.html
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5 Ezxperimentelle Messungen

1. DNA (16 / 97.979 / 59,96439)

2. ENGLISH (239 / 987.770 / 9390, 247)
3. PROTEINS (27 / 45.704 / 278,4906)
4. SOURCES (230 / 307.871 / 373,2572)

5. XML (97 / 1.084 / 44,15651)

Die Zahlen in Klammern geben dabei jeweils die AlphabetgroBle / den maximalen
LCP-Wert / den durschnittlichen LCP-Wert an.

Da der betrachtete LCP-Konstruktionsalgorithmus insbesondere fiir grofe DNA-
Daten interessant ist, wurden die Algorithmen zusétzlich auf den folgenden DNA-

Dateien getestet:

1. Gasterosteus_ aculeatus. BROADS1.62.dna.toplevel.fa.gz:
Die 446 MB grofle DNA des Dreistachligen Stichlings.

2. Gallus_ gallus. WASHUC2.62.dna.toplevel.fa.gz:
Die 1.050 MB grofie DNA des Haushuhns.

3. Choloepus_ hoffmanni.choHof1.62.dna.toplevel.fa.gz:
Die 2.060 MB grofie DNA des Zweifinger-Faultieres.

4. Pongo_abelii. PPYG2.62.dna.toplevel.fa.gz:
Die 3.093 MB grofie DNA des Sumatra-Orang-Utans.

Die Daten wurden im FASTA-Format® heruntergeladen und so bereinigt, dass dar-
in nur noch die vier Buchstaben A, C, G und T vorkommen, welche fiir die vier

organischen Basen Adenin, Cytosin, Guanin und Thymin stehen.

Gemessen wurde die mittels dem Unix-Kommando time ermittelte realtime. Um die
damit verbundenen Messungenauigkeiten auszugleichen, wurde jeweils der Mittel-

wert aus zehn verschiedenen Liufen ermittelt.

Sdmtliche Messungen wurden auf einem mit 32 GB Arbeitsspeicher und zwei Six-
Core AMD Opteron™ 2431 mit 2,4 GHz ausgestatteten Rechner durchgefiihrt. Die
Algorithmen wurden mit dem gcc-Compiler (Version 4.4.3) und den Ubersetzoptio-
nen -09 -DNDEBUG ausgefiihrt. Als Betriebssystem kam die 64-Bit Version von

Ubuntu mit der Kernelversion 2.6.32 zum Einsatz.

3ftp://ftp.ensembl.org/pub/release-62/fasta,/
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5.2 Figene Implementierung

5.2 Eigene Implementierung

Die Implementierung des Algorithmus erfolgte in der Programmiersprache C++, da
diese eine maschinennahe und damit besonders effiziente Programmierung ermdog-
licht. Zudem sind die Vergleichsalgorithmen ebenfalls in C++ bzw. C geschrieben,

was einen fairen Vergleich erméglicht.

Die erstellte Implementierung basiert auf der von Simon Gog am Institut fiir theore-
tische Informatik der Universitdt Ulm in C4++ entwickelten succinct data structure
library [Gog09]. Insbesondere wurde die enthaltene Implementierung eines Wavelet
Trees, die Implementierung von Vektoren fiir Ganzzahlen mit beliebiger aber fester

Bitbreite zwischen 1 und 64 Bit sowie Algorithmen zur Rank-Anfrage verwendet.

In Abschnitt 4.4 wurde der Parameter k eingefiithrt. Dieser gibt an, wie viele Bits
pro LCP-Eintrag initial zur Verfiigung stehen. In der in diesem Abschnitt getesteten
Implementierung wurde k auf den Wert 8 gesetzt. Dies scheint in der Praxis ausrei-
chend, da bei allen verwendeten Testdaten bereits bei k = 6, die Auslagerung der

LCP-Werte nur zweimal erfolgen muss.

Die Speicherung der Intervalle kann sowohl mittels Queue als auch mittels Bitar-
ray erfolgen (Abschnitt 4.3). Wie in Abschnitt 4.5 dargestellt, ist es vorteilhaft,
die Berechnung von getIntervals mithilfe der LF-Funktion durchzufiihren, wenn die
Intervalle im Bitarray gespeichert sind. Andernfalls ist die Berechnung iiber den Wa-
velet Tree sowohl speichersparender als auch schneller. Um zu ermitteln, ab welcher
Anzahl es effizienter ist die Intervalle im Bitarray anstatt in der Queue zu speichern,

wurde die Laufzeit und der Speicherbedarf fiir verschiedene Grenzen experimentell

ermittelt.
DNA ENGLISH PROTEINS SOURCES XML
53 70| 2,70 162 | 29| 138 | 2,8 || 324 | 2,8 || 228 | 2,3
=5 67 | 2,2 | 131 | 24 || 138 | 2,3 || 165 | 2,5 || 227 | 2,3
g 65 | 1,9 126 | 2,1 || 134 | 2,1 || 136 | 2,3 || 106 | 2,2
56 66 | 1,8 || 123 2 || 129 20132 | 2,2 | 101 | 2,1
198 66 | 1,8 || 125 2| 137 | 1,9 || 130 | 2,1 || 103 | 2,1
160 69 | 1,7 || 123 20 134 | 1,9 130 | 2,1 | 105 | 2,1
195 69 | 1,7 | 125 2| 137 | 1,9 || 130 | 2,1 || 107 | 2,1
551 70| 1,70 125 | 19 136 | 1,9 || 126 | 2,1 || 109 | 2,1
555 71 1,7 128 | 1,9 || 133 | 1,9 || 132 | 2,1 || 110 2

Tabelle 5.1: Fiir jede Datei steht in der ersten Spalte die Laufzeit in Sekunden und in
der zweiten Spalte der Speicherverbrauch pro Eingabezeichen in Byte.

95



5 Ezxperimentelle Messungen

Tabelle 5.1 zeigt die Laufzeit und den Speicherbedarf bei verschiedenen Grenzen
zwischen {5 und 5z= auf den Dateien des Pizza&Chili Corpus. Wie erwartet nimmt
der Speicherbedarf mit kleiner werdender Grenze ab. Bis ca. g5 verbessert sich zudem
auch die Laufzeit. Wird die Schranke noch kleiner gewahlt, so nimmt die Laufzeit
wieder zu. Daher wurde der Algorithmus so implementiert, dass die Intervalle im

Bitarray gespeichert werden, sobald ihre Anzahl gréfier als g ist.

5.3 Testergebnisse

Die Testergebnisse fiir die Dateien des Pizza& Chili Corpus sind in der Tabelle 5.2
dargestellt, wihrend sich in Tabelle 5.3 die Ergebnisse fiir die DNA-Dateien befin-
den. Die Tabellen sind jeweils in drei Bereiche aufgeteilt. Im obersten Abschnitt ist
die Laufzeit und der Speicherverbrauch fiir die Konstruktion des Suffix-Arrays bzw.
der BWT aufgefithrt. Im mittleren Bereich sind die Laufzeiten und der Speicher-
verbrauch fiir die LCP-Konstruktionsalgorithmen dargestellt. Diese Werte beziehen
sich nur auf die Konstruktion des LCP-Arrays ohne die Berechnung der dafiir no-
tigen Datenstruktur — also des Suffix-Arrays bzw. der BWT — zu beriicksichtigen.
Dies ist im letzten Abschnitt aufgefiithrt. Dort kann abgelesen werden wie viel Zeit
insgesamt und wie viel Speicher maximal ben6tigt wird, um fiir einen Text das LCP-

Array zu erstellen.

Wie man Tabelle 5.2 entnehmen kann, ist die Suffix-Array-Konstruktion in allen
Testfallen schneller als das direkte Erstellen der BWT. Der Geschwindigkeitsvorteil
bewegt sich dabei zwischen Faktor 1,3 bei DNA und 2,1 bei PROTEINS.

Zur Konstruktion des LCP-Arrays bendtigt der ®1-Algorithmus in allen Testfél-
len am wenigsten Zeit. Er ist ungefadhr 1,5 mal schneller als der néchstschnellere
KLAAP-Algorithmus. Allerdings haben beide Algorithmen mit 9n Bytes den héchs-
ten Speicherverbrauch. Mit 6n bzw. 5, 1n Bytes benétigt der ®4-Algorithmus bzw.
®64-Algorithmus weniger Speicher. Allerdings sind die Varianten ®4-Semi und ®64-
Semi etwas schneller, obwohl diese durch das Auslagern des Suffix-Arrays weitere
4n Bytes einsparen. Hieran erkennt man, dass sich in manchen Fallen die Reduktion
des Hauptspeicherbedarfs auch positiv auf die Geschwindigkeit auswirkt. Der Algo-
rithmus go-® ist — bei einem Speicherverbrauch von 2n Bytes — zum Teil deutlich

schneller als die speichereffizienten ®-Algorithmen.

Der hier vorgestellte Algorithmus ist, bis auf DNA, bei allen Testfallen der lang-

samste LCP-Konstruktionsalgorithmus. Gegeniiber go-® bendtigt er bis zu 2,6 mal
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5.8 Testergebnisse

DNA ENGLISH PROTEINS SOURCES XML
200 MB || 200MB || 200 MB | 200 MB || 200MB
SA Konstr. 71] 51 64] 5| 72| 5 45| 5 49| 5
dBWT Konstr. || 93| 1,9 || 109 | 2,2 | 150 | 2,6 || 87| 2,2 | 83| 22
KLAAP 58 9 48] 9o 48| o 33 o9 32| 9
d1 37 91 30| 9 30| 9l 22 9| 22| 9
P4 83| 6| 74| 6| 78| 6| 60| 6| 63| 6
P64 80| 51| 76| 511 78| 51| 64| 51 75| 51
®4-Semi 781 2| 72| 2| 72| 2 59| 2| 63| 2
64-Semi 76| 1,1 70| 1,0 70| 1,0 56| 1,0 73| 1,1
go-® 531 2| 74| 2| 70| 2| 51| 2| 49| 2
Neuer Algo. 66 | 1,81 124 | 2137 | 2| 131] 22| 99| 2,1
KLAAP 129 9112 ol 120] ol 78] of 81| 9
d1 108 9| 94| o102 o9f 67| 9f 71| o9
P4 154 61138 6150 6105 6| 112 6
P64 151 | 5,1 || 140 | 5,1 || 150 | 5,1 || 109 | 5,1 || 124 | 5,1
d4-Semi 149 | 51| 136| 5 144| 5 104| 5| 112] 5
64-Semi 147 | 5| 134| 5142 5101 5| 122] 5
go-® 124 51138 5 142| 51 96| 5| 98| 5
Neuer Algo. 159 | 1,9 || 233 | 2,2 || 287 | 2,6 || 218 | 2,2 | 182 | 2,2

Tabelle 5.2: Fiir jede Datei ist in der ersten Spalte die Laufzeit in Sekunden und in
der zweiten Spalte der Speicherverbrauch pro Eingabezeichen in Byte
angegeben.

langer, gegeniiber ®1 sogar bis zu sechsmal langer. Allerdings schwankt die Laufzeit
des neuen Algorithmus stark. So ist er auf den Testfdllen mit kleiner Alphabetgrofie
— zum Beispiel DNA und XML — bis zu doppelt so schnell wie bei grofierer Alpha-
betgroBe. Dies liegt daran, dass mit kleiner Alphabetgréfie auch der Wavelet Tree
kleiner wird und sich dadurch die Pfade von der Wurzel bis zu den Bléttern verkiir-
zen. Damit sinkt der Rechenaufwand wenn die Methode getintervals mittels Wavelet

Tree berechnet wird.

Der Speicherbedarf des neuen Algorithmus liegt zwischen 1,8n Bytes bei DNA und
2,2n Byte bei SOURCES. Diese Schwankung wird ebenfalls vom Wavelet Tree verur-
sacht: Aufgrund der geringen Alphabetgrofie der Testdatei DNA, wird weniger Spei-
cherplatz fiir die Datei bendtigt. Dass der Speicherverbrauch bei ENGLISH trotz gro-
Berem Alphabet geringer ist als bei SOURCES, liegt am Huffman-Schema des Wavelet
Trees. Da die Buchstabenh&ufigkeit bei der Testdatei ENGLISH stédrker schwankt als
bei SOURCES, kann der Wavelet Tree ENGLISH besser komprimieren und bendtigt

daher weniger Speicherplatz.
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5 Ezxperimentelle Messungen

Fiir sich allein betrachtet, hat der neue Algorithmus daher gegeniiber den Algorith-
men ®4-Semi und go-® keine Vorteile, da er langsamer ist und mit 2n Bytes un-
gefdhr den gleichen Speicherbedarf hat. Allerdings setzen alle anderen Algorithmen
das Suffix-Array voraus, fiir dessen Konstruktion 5n Bytes benotigt werden. Daher
benotigt der Ansatz, das LCP-Array aus dem Suffix-Array zu berechnen mindes-
tens 5n Bytes, unabhénig davon, ob der LCP-Konstruktionsalgorithmus 1, 1n oder
on Bytes bendtigt.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Algorithmus berechnet das LCP-Array dagegen
allein aus der BWT, welche mit ungefdhr 2n Bytes berechnet werden kann. Um zu
einem gegebenen Text das LCP-Array zu berechnen, benétigt dieser Ansatz folglich
nur zwischen 1,9n und 2, 6n Bytes, wie die letzte Zeile von Tabelle 5.2 zeigt. Damit

verbunden ist eine bis zu doppelt so lange Laufzeit.

In Tabelle 5.3 sind die Ergebnisse der Laufzeit- und Speichermessung auf den in
Abschnitt 5.1 beschriebenen DNA-Daten dargestellt. Auf diesen benétigt das direkte
Erzeugen der BWT nicht nur weniger Speicher als die Suffix-Array-Konstruktion,
sondern ist fiir grofle Daten auch schneller. Dies wird insbesondere auf der 3 GB
groflen DNA-Datei deutlich, fiir welche die BWT fast 20% schneller erzeugt werden

231 Zeichen besteht, konnen

kann als das Suffix-Array. Da dieser Testfall aus mehr als
die Werte nicht mehr mit vorzeichenbehafteten 32-Bit Integer-Werten dargestellt
werden. Folglich musste auf die 64-Bit Implemenierung des Divsufsort-Algorithmus
zuriickgegriffen werden, wodurch allerdings der Speicherbedarf auf 9n Bytes ansteigt.
Fiir die Algorithmen ®4 und $64 lag, im Gegensatz zu den anderen ®-Algorithmen,
nur eine vorzeichenbehafteten 32-Bit Implemenierung vor, sodass diese nicht auf der

DNA des Orang-Utans getestet werden konnte.

Bei der LCP-Array-Konstruktion ist auf den DNA-Daten der go-®-Algorithmus am
schnellsten. Wie sich bereits bei der DNA-Datei des Pizza& Chili Corpus abzeichnete,
profitiert der neue Algorithmus von einer kleinen Alphabetgrofie. Bei allen ausge-
wéahlten DNA-Daten ist er nach go-® und ®1 der drittschnellste Algorithmus. Er ist
— bei einem iiber viermal geringeren Speicherverbrauch — schneller als der KLAA P-
Algorithmus und deutlich schneller als die Speichereffizienten ®-Algorithmen. Beim
Speicherverbrauch dndert sich im Vergleich zur DNA Datei des Pizza& Chili Corpus
dagegen nichts.

Wie auch schon bei den Dateien des Pizza& Chili Corpus ist der go-®-Algorithmus
dem neuen Algorithmus vorzuziehen, wenn allein die Konstruktion des LCP-Arrays
betrachtet wird. Da go-® aber das Suffix-Array benétigt ist dieses Verfahren nur

dann sinnvoll, wenn 5n Bytes Hauptspeicher fiir die Konstruktion des Suffix-Arrays
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5.8 Testergebnisse

Stichling Haushuhn Faultier Orang-Utan

446 MB 1.050 MB 2.060 MB 3.093 MB
SA Konstr. 171 5 471 5 || 1.100 5| 2.013 9
dBWT Konstr. 204 2 549 | 1,9 || 1.062 | 1,9 || 1.686 | 1,9
KLAAP 150 9 454 9 951 9| 1.527 9
o1 98 9 318 9 756 9| 1.183 9
4 187 6 534 6 || 1.236 6 - -
D64 193 | 5,1 522 | 5,1 || 1.163 | 5,1 - -
P4-Semi 182 2 523 2 || 1.183 2 || 1.786 2
P64-Semi 180 | 1,1 || 454 | 1,1 || 1.064 | 1,1 || 1.648 | 1,1
go-® 117 2 316 2 685 2 || 1.041 2
Neuer Algo. 141 | 1,8 338 | 1,8 800 | 1,8 || 1.270 | 1,8
KLAAP 321 9 925 9 || 2.051 9 || 3.540 9
o1 269 9 789 9 || 1.856 9| 3.196 9
P4 358 6 || 1.005 6 || 2.336 6 - -
D64 364 | 5,1 993 | 5,1 || 2.263 | 5,1 - -
d4-Semi 353 5 994 5| 2.283 51 3.799 9
D64-Semi 351 5 925 5| 2.164 5| 3.661 9
go-® 288 5 787 5| 1.785 5| 3.054 9
Neuer Algo. 345 2 887 | 1,9 || 1.862 | 1,9 || 2.956 | 1,9

Tabelle 5.3: Fiir jede Datei ist in der ersten Spalte die Laufzeit in Sekunden und in
der zweiten Spalte der Speicherverbrauch pro Eingabezeichen in Byte
aufgefiihrt.

zur Verfiigung stehen. Demgegeniiber kann das LCP-Array mit nur 2n Bytes be-
rechnet werden, indem die BWT direkt aus dem Text berechnet und anschlielend
mit dem neuen Algorithmus das LCP-Array allein aus der BWT erstellt wird. Wie
Tabelle 5.3 im untersten Abschnitt zeigt, spart dieses Verfahren 3n Bytes und ist

nur geringfiigig langsamer.

Die Messergebnisse zeigen somit, dass der in Kapitel 4 vorgestellte Algorithmus wie
vermutet mit 2n Bytes sehr speichersparsam ist. Dariiber hinaus weisen die Laufzeit-
messungen nach, dass die Geschwindigkeit des neuen Algorithmus in der Praxis nicht
dramatisch schlechter ist, als die bisherigen LCP-Array-Konstruktionsalgorithmen.
Vielmehr ist er in manchen Féllen, insbesondere bei kleiner Alphabetgrofie wie sie
beispielsweise bei DNA-Daten auftritt, konkurrenzfihig. Er eroffnet somit die Mog-
lichkeit, tiber das direkte Berechnen der BWT, das LCP-Array mit einem Haupt-
speicherbedarf von nur 2n Bytes zu erstellen, ohne drastische Geschwindkeitseinbu-

fen in Kauf nehmen zu miissen.
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Weitere Anwendungen

Der in dieser Arbeit vorgestellte Algorithmus berechnet das LCP-Array direkt aus
der BWT. Im Gegensatz zu den LCP-Konstruktionsalgorithmen aus Kapitel 3 wer-
den die LCP-Werte dabei in aufsteigender Reihenfolge berechnet. Diese Eigenschaft
ermoglicht es, den Algorithmus so anzupassen, dass er auf andere Problemstellungen

angewandt werden kann. In diesem Kapitel werden zwei davon vorgestellt.

Im Folgenden werden auch Strings bendétigt, welche nicht mit dem Buchstaben $
enden. Daher sei in diesem Kapitel ¥’ = ¥\ {$} und es gilt, dass ein String iiber ¥’
den Buchstaben $ nicht enthélt. Dagegen kommt $ bei einem String iiber X weiterhin

am Ende und nur dort vor.

6.1 Kiirzester fehlender Teilstring

In diesem Abschnitt soll nun das Problem betrachtet werden, fiir einen gegebenen
String iiber X, seine kiirzesten fehlenden Teilstrings zu finden. Definition 6.1 erklart

zunichst den Begriff des fehlenden Teilstrings.

Definition 6.1 (Fehlender Teilstring) Sei S ein String tber ¥ und w ein String
iber Y. Dann ist w genau dann ein fehlender Teilstring, wenn w kein Teilstring von
S ist. w heifft kiirzester fehlender Teilstring, wenn w ein fehlender Teilstring ist und

es kein fehlenden Teilstring w' mit |w'| < |w| gibt.

Fiir einen String der Linge n iiber X, ist jeder String iiber ¥/ der Lange n’ > n ein
fehlender Teilstring. Von der Berechnung dieser fehlenden Teilstrings soll im Folgen-
den genauso abgesehen werden, wie von Eingabestrings iiber einem zweielementigen

Alphabet, da es dort nur solche triviale fehlende Teilstrings gibt.
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Beispiel 6.2 Fir den String annasanannas$ iber ¥ = {$, a,n, s} sind aa, ns, sn
und ss kiirzeste fehlende Teilstrings. Dariiber hinaus sind auch ananas, sas und
nnnnnn fehlende Teilstrings, jedoch keine kiirzeste fehlende Teilstrings. Im Gegensatz
dazu sind n$s, a$ und $$ keine fehlende Teilstrings, da sie keine Strings tiber Y’
darstellen. Da a, sa oder anna in S vorkommen, sind diese ebenfalls keine fehlende

Teilstrings.

Fehlende Teilstrings spielen unter anderem in der Bioinformatik eine Rolle und wur-
den bereits in [HA07] und [HKGO8] berechnet. So wird in [HAOQ7] ein Zusammenhang
zwischen fehlenden Teilstrings und negativer Selektion vermutet, wenngleich dieser
umstritten ist [APCKO07]. Daneben konnen fehlende Teilstrings in der Praxis als
Markierung dienen [PFGR09] indem sie in die DNA eingefiigt werden.

Eine naheliegende Methode, um (kiirzeste) fehlende Teilstrings zu berechnen, ist,
fiir alle moglichen Worter tiber ¥ der Linge 1, 2, 3, ... zu uberpriifen, ob sie in S
vorkommen. Algorithmus 6 kann so modifiziert werden, dass er auf diese Weise die

kiirzesten fehlenden Teilstrings eines Strings aus seiner BWT berechnet.

Algorithmus 15
Algorithmus zur Berechnung der kiirzesten fehlenden Teilstrings eines Strings.

(7], &) < (1...n], ¢

length < n
result < ()
repeat
list + getIntervals([7' ... j], &)
M« Y/
for all ([i...j], cw) in list do
if ¢ # $ then
M+ M\ {c}
savelnterval([i. .. j], cw)
end if
end for

for all c € M do
length « |cw'|
add(result, cw')
end for
([i"...7], &) « getNextInterval()
until || > length
return result

Algorithmus 15 erzeugt mit der Funktion getIntervals die im String vorkommenden

cw'-Intervalle. Beim anschliefenden Durchlaufen der vorkommenden cw-Intervalle,

62



6.1 Kiirzester fehlender Teilstring

werden die Buchstaben ¢ aus der Menge M entfernt und die Intervalle mittels saveln-
terval gespeichert. Die zweite FOR-Schleife durchlauft anschliefend die Buchstaben
c # $ fiir die kein cw’-Intervall existiert. Fiir diese Buchstaben kommt der String cw’
folglich nicht im String vor und damit ist cw’ ein fehlender Teilstring. Die auf diese
Weise gefundenen fehlenden Teilstrings werden in der Liste result gespeichert. Ab-

schlieflend gibt getNeztInterval ein w’-Intervall mit kiirzester Prafixlinge zurtick.

Ist ' nicht kiirzer als ein bisher gefundener fehlender Teilstring, so kann «’ nicht
zu einem kiirzesten fehlenden Teilstring verlangert werden. Da w’ ein Intervall mit
kiirzester Préafixlange ist, trifft dies auch auf alle anderen gespeicherten Intervalle
zu. In diesem Fall sind alle kiirzeste fehlende Teilstrings gefunden und in der Liste

result gespeichert.

Algorithmus 15 kann als Breitensuche aufgefasst werden. Jedes im String vorkom-
mende w-Intervall entspricht dabei einem Knoten, welcher die Kinder cw hat. Ab-
bildung 6.1 zeigt, wie der Baum fiir den String annasanannas$, von Algorithmus 15

durchlaufen wird.

2 3 4

$ ,l\ o
| b} 6 7 8 9

$a [ ma sa [ mm [ |_Jios I ss)

Abbildung 6.1: Visualisierung von Algorithmus 15 auf dem String annasanannas$.
Nur Knoten zu denen eine schwarze Kante fiihrt werden besucht.
Die Zahl im oberen Teil des Knotens gibt die Besuchsreihenfolge an.
Knoten zu denen eine gepunktete Linie fiihrt, werden nicht besucht,
da fehlende Teilstrings den Buchstaben $ nicht enthalten diirfen.
Die gestrichelten Kanten deuten nicht vorhandene Knoten an — die
gesuchten fehlenden Teilstrings.

Die Laufzeit von Algorithmus 15 hiangt direkt von der Anzahl der besuchten Knoten
— also den erzeugten Intervallen — ab. Da der Algorithmus nacheinander alle o viele
Intervalle der Lange i erzeugt, bis ein kiirzester fehlender Teilstring gefunden ist,

wird eine Abschatzung fiir die Lange des kiirzesten fehlenden Teilstrings benétigt.
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6 Weitere Anwendungen

In einem String der Lénge n, gibt es genau n — k + 1 Teilstrings der Lénge k.
Allerdings gibt es, mit 7 = |X'|, gerade 7% Strings iiber ¥’ der Linge k. Es miissen
daher fehlende Teilstrings der Lénge k existieren, wenn n — k + 1 < 7% gilt. Daraus

ergibt sich, dass fiir alle k > log_. n ein fehlender Teilstring gefunden werden kann.

Folglich werden insgesamt hochstens ngg* "l 44 viele Intervalle erzeugt, bis ein kiir-
zester fehlender Teilstring gefunden wird. Da der Buchstabe $ nur am Ende der
Strings vorkommt und die Intervalle, welche $ enthalten, nicht gespeichert werden,
werden nur k viele Intervalle mit $ erzeugt. Vernachléssigt man diese, kann die

Intervallanzahl mit Hilfe der geometrischen Summe wie folgt abgeschéitzt werden:

[log, n] . T[logT nl+1 _ 1 - Tlog, n+2 nr2
T = =
= T—1 | T—1

Die Worst-Case-Laufzeitkomplexitit von Algorithmus 15 liegt daher bei O(|%/|-n).

Anders als bei Algorithmus 6, werden die Préfixe der Intervalle fiir die Ausgabe
benétigt. Dies wirkt sich negativ auf den Speicherbedarf von Algorithmus 15 aus,
denn im Worst Case miissen bis zu 7/°8- "l = nr viele Intervalle gespeichert werden.
Jedes Intervall benotigt bis zu log._ n Bytes fiir das héchsten log n lange Préfix und
2logy n Bits flir die Intervallgrenzen. Damit ergibt sich allein fiir die Intervalle ein

Speicherbedarf von (log.n + 0,5log, n) - nT Bytes.

Um den Speicherbedarf zu reduzieren liegt es nahe, eine Tiefensuche anstatt einer

Breitensuche zu verwenden. Algorithmus 16 zeigt einen moglichen Pseudocode.

Anders als bei der Breitensuche ist bei einer Tiefensuche nicht garantiert, dass der
erste gefundene fehlende Teilstring ein kiirzester fehlender Teilstring ist. In Algo-
rithmus 16 gibt die Variable length daher stets die Lénge des bisher gefundenen,
kiirzesten fehlenden Teilstrings an. Initial kann length auf den Wert [log,. n| gesetzt

werden, da es mindestens ein fehlender Teilstring mit dieser Lange geben muss.

Die Methode getFirstInterval gibt das zuletzt gespeicherte Intervall zuriick. Es muss
somit zunéchst iiberprift werden, ob dieses Intervall zu einem kiirzesten fehlenden
Teilstring verlangert werden kann. Ist dies der Fall (w’ < length) so werden — wie
zuvor — sdmtliche im String vorkommenden Intervalle cw’ erzeugt und anschlieend
gespeichert. Schlielich werden die Buchstaben durchlaufen, fiir welche es kein cw’-
Intervall im String gibt. Hierbei handelt es sich um fehlende Teilstrings, welche in der
Liste result gespeichert werden. Ist length > |cw'|, so werden zuvor die bisherigen
fehlenden Teilstrings der Lange length aus der Liste result geloscht und die Variable

length auf |cw'| gesetzt.
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6.1 Kiirzester fehlender Teilstring

Algorithmus 16
Speichereffizienter Algorithmus zur Berechnung der fehlenden Teilstrings eines
Strings S.
([i... 4], &)« ([1...n], €)
length < [log, n|
result < ()
while there are saved intervals do
([¢...5'], &) < getFirstInterval()
if W' < length then
list + getIntervals([7' ... j], &)

M«

for all ([i...j], cw) in list do
M+ M\ {c}
savelnterval([i. .. j], cw)

end for

for all c € M do
if length > |cw'| then
result < ()
length < |cw'|
end if
add(result, cw')
end for
end if
end while

Algorithmus 16 hat die gleiche Worst-Case-Laufzeit wie Algorithmus 15, da im Worst
Case die gleichen Operation — lediglich in anderer Reihenfolge — durchgefiihrt wer-
den. Es gibt allerdings Eingaben, auf denen die Tiefensuche aufwéndiger ist als eine
Breitensuche. Dies liegt daran, dass bei der Breitensuche der erste gefundene fehlen-
de Teilstring ein kiirzester fehlender Teilstring ist. Im Gegensatz dazu ist es moglich,
dass eine Tiefensuche erst sehr spét einen kiirzesten fehlenden Teilstring findet und

davor eine Vielzahl unnétiger Operationen durchfiihrt.

Der Vorteil von Algorithmus 16 liegt im geringeren Speicherverbrauch. Dies wird
deutlich, wenn die Berechnung als Tiefensuche aufgefasst wird. Im Worst Case sind
alle Knoten von der Wurzel bis zu einem Knoten der Tiefe [log, n] sowie deren Kind-
knoten gespeichert. Da jeder Knoten ein Intervall repréasentiert sind dies 7 - [log, n]
viele Intervalle. Jedes gespeicherte Intervall bendtigt log. n+0, 5logs n Bytes, womit
sich fiir die Intervalle ein Speicherbedarf von (log, n+ 0,5logyn) - 7 - [log, n] Bytes
ergibt. Die Speicherkomplexitét sinkt daher von O(]X'|-n-log n) bei der Breitensuche
auf O(|X'| - log?n) bei der Tiefensuche.
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6.2 Kiirzester eindeutiger Teilstring

Wie die kiirzesten fehlenden Teilstrings sind auch kiirzeste eindeutige Teilstrings
unter anderem fiir Molekularbiologen interessant und wurden bereits in [HPMWO05]

bestimmt. So sind sie beispielsweise beim Design von Primer relevant [Gus97].

Definition 6.3 (Eindeutiger Teilstring) Sei S ein String tiber dem Alphabet 3
und w ein String tiber ¥'. Dann ist w genau dann ein eindeutiger Teilstring, wenn w
genau einmal in S vorkommt. w heifit kiirzester eindeutiger Teilstring, wenn w ein

eindeutiger Teilstring ist und es keinen eindeutigen Teilstring ' mit |w'| < |w| gibt.

Anders ausgedriickt, ist w iiber ¥’ genau dann ein eindeutiger Teilstring, wenn das

zugehorige w-Intervalle eine Intervallgréfe von 1 hat.

Beispiel 6.4 Fir den String S = annasanannas$ iber ¥ = {$, a, n, s} sind unter
anderem ana, asa und asan eindeutige Teilstrings. Da eindeutige Teilstrings Strings
iber X! sein miissen, sind Suffize wie beispielsweise $, s$ und as$ keine eindeutigen
Teilstrings. Des Weiteren sind auch die Strings an, nn und na keine eindeutigen
Teilstrings, da sie mehrmals in S auftreten. Der kiirzeste eindeutige Teilstring von

S ist sa.

Das folgende Lemma zeigt, wie sich mithilfe des LCP-Arrays alle eindeutigen Teil-

strings eines Strings berechnen lassen.

Lemma 6.5 Ein k + 1 langer Teilstring S[SA[i] ... SA[i] + k| eines Strings S ist

genau dann ein eindeutiger Teilstring, wenn gilt:
1. SAfi| +k<n

2. k > max{LCPli|, LCP[i + 1]}

Beweis: Sei w = S[SA[i]...SA[i]+ k] ein eindeutiger Teilstring, dann enthélt w kein
$. Folglich muss SA[i] + k < n und damit Bedingung 1 erfiillt sein. Da w kein Prafix
von Sgapi—1) ist — andernfalls wiirde w an zwei Positionen, SA[i] und SA[i — 1], in
S vorkommen — muss lep(Sgafi—1]; Ssaj)) = LOP[i] < |w| = k + 1 sein. Aulerdem
ist w auch kein Préfix von Sg4(;11), woraus analog folgt, dass lep(Ssaji), Ssaji+1)) =
LCP[i+ 1] < |w| =k + 1ist. Aus k+1 > LCP[i] und k+ 1 > LCP[i + 1] folgt

Bedingung 2 des Lemmas.
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6.2 Kiirzester eindeutiger Teilstring

Sei nun fir w = S[SA[i]...SA[i] + k] die Bedingungen 1 und 2 des Lemmas erfiillt.
Aufgrund von SA[i] + k < n enthalt S[SA[i]...SA[i] + k] den Buchstaben $ nicht
und ist damit ein String tiber Y. Fir j € {1,...,i — 1} folgt mit Lemma 2.15
lep(Ssagj), Ssapg) = min{ LCP[k] | j < k < i} < LCP[i] < k. Da Sgap; und Sgyp;
in weniger als |w| = k + 1 Buchstaben {ibereinstimmen, ist w kein Préfix von Sg4(;)-
Analog gilt fiir j € {i +1,...,n}, dass lep(Sga), Ssap) = min{ LOP[k] | i < k <
j} < LCP[i + 1] < k ist. Damit kénnen Sga( und Sgup; nicht in |w| = k + 1

Buchstaben tibereinstimmen; w kann also kein Préfix von Sg4(;) sein.

w ist also fiir j # i kein Préfix von Sgup; und kommt deshalb nur einmal — an
Position SA[i] —in S vor. O

Die eindeutigen Teilstrings, welche an Position SA[i] beginnen, kénnen folglich leicht
bestimmt werden, wenn der LCP-Wert an den Stellen ¢ und ¢ + 1 bekannt ist.
Anders herum koénnen eindeutige Teilstrings bereits wihrend der Berechnung des

LCP-Arrays gefunden werden:

Nach dem Eintragen eines LCP-Wertes an Stelle ¢, wird zusétzlich iiberpriift, ob
der LCP-Wert an Position ¢ + 1 bereits berechnet ist. Ist dies der Fall, so kann
das Maximum der beiden Werte — und damit die eindeutigen Teilstrings, welche an
Position SA[i] beginnen — bestimmt werden. Danach wird tiberpriift, ob der LCP-
Wert an Position ¢ — 1 bereits bekannt ist. In diesem Fall kann das Maximum von
LCP[i—1] und LCP[i] und die eindeutigen Teilstrings, welche an Position SA[i — 1]

beginnen, berechnet werden.

Der in Kapitel 4 vorgestellte Algorithmus 7 kann also leicht modifiziert werden, um
zusétzlich zum LCP-Array auch die eindeutigen Teilstrings eines Strings zu berech-
nen. Soll nicht das LCP-Array, sondern nur die eindeutigen Teilstrings berechnet
werden, so kann das LCP-Array durch ein Bitarray ersetzt werden, in welchem das

Bit an Position i angibt, ob der LCP-Wert an Position i bereits berechnet wurde.

Da die LC'P-Werte in Algorithmus 17 in aufsteigender Reihenfolge berechnet wer-
den, ist ein neu eingetragener Wert nie kleiner als alle bisher eingetragenen Werte
— die Berechnung des Maximums kann also entfallen. Dariiber hinaus kann die Be-
rechnung nach dem ersten gefundenen eindeutigen Teilstrings abgebrochen werden,

wenn man lediglich an einem kiirzesten eindeutigen Teilstring interessiert ist.

Zuletzt soll die Frage geklart werden, wie die Strings S[SA[i]...SA[i] + k] fir
max{LCP[i],LCP[i+ 1]} < k <n— SA[j + 1] — 1 ohne das Suffix-Array SA aus-

gegeben werden kénnen. Da die Suffixe lexikografisch sortiert sind, kann der erste
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Algorithmus 17
Algorithmus, welcher neben dem LCP-Array auch eindeutige Teilstrings berechnet.
Die Anderungen gegeniiber Algorithmus 7 sind rot markiert.
LCP[i] + L Vie{l,...,n}
savelnterval([1...n])
(counter, size, lcp) < (1, 0, 0)
repeat
[i...7] < getNextInterval()
counter <+ counter — 1
list < getIntervals([i...j])
for all [i...j] in list do
if saveLCPValue(j + 1, lcp) then
savelnterval([i . .. j])
stze +— size + 1

end if
end for
if counter = 0 then
(counter, size, lcp) < (size, 0, lep+ 1)
end if
until all lcp-values are calculated

Buchstabe — also S[SA[i]] — mittels bindrer Suche auf dem C-Array in log, o Schrit-
ten ermittelt werden. Anschliefend muss der restliche String S[SA[i]+1... SA[i]+k]
ausgegeben werden. Da W(i) = SATYSA[i] + 1] ist, gilt S[SA[i] +1...SA[i] + k] =
S[SA[Y(i)]...SA[i] + k]. Dessen erster Buchstabe kann wieder mittels bindrer Su-
che ermittelt werden. Somit konnen die Strings rekonstruiert werden, indem & mal
eine bindre Suche und die U-Funktion angewandt wird. Das Ende des Strings kann
an S[SA[i]] = $ bzw. i = 1 erkannt werden kann. Da die U-Funktion mittels Wa-
velet Tree in O(log o) berechnet werden kann, betragt die Laufzeitkomplexitdt zur
Ausgabe O(klogo).
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Zusammenfassung und Ausblick

In Kapitel 3 wurden die bisherigen Standardalgorithmen zur Konstruktion des LCP-
Arrays eines Strings betrachtet. Sie alle bendtigen das entsprechende Suffix-Array,
um daraus das LCP-Array zu erstellen. Im Zentrum dieser Arbeit stand der in
Kapitel 4 entworfene neue LCP-Konstruktionsalgorithmus, welcher im Gegensatz
dazu nur die Burrows-Wheeler-Transformierte des Strings verwendet. Da die Kon-
struktion der BWT nur die Halfte des fiir die Suffix-Array-Konstruktion bendtigen
Speicherplatzes erfordert, wird es durch den neuen Algorithmus méglich, auf gleicher

Hardware das LCP-Array eines bis zu doppelt so langen Strings zu erstellen.

Der vorgestellte Algorithmus hat eine Laufzeitkomplexitit von O(nlogn) und ist,
wie die Messergebnisse in Kapitel 5 zeigen, in der Praxis etwa zwei- bis dreimal lang-
samer als die LCP-Konstruktionsalgorithmen mit vergleichbarem Speicherbedarf.
Auf Eingaben mit geringer Alphabetgrofie — wie beispielsweise bei DNA-Sequenzen

— ist der Geschwindigkeitsnachteil jedoch wesentlich geringer.

Zudem kann der Algorithmus moglicherweise an verschiedenen Stellen noch verbes-

sert werden.

o Fiir den sehr unwahrscheinlichen Fall, dass die LCP-Werte eines Strings gleich-
méBig verteilt sind, ist das derzeitige Speicherverfahren fiir das LCP-Array sehr
langsam. Der Algorithmus konnte daher um eine, auf diesen Fall spezialisierte,

Datenstruktur zur Speicherung der LCP-Werte ergénzt werden.

e Im Algorithmus werden Intervalle in zwei verschiedenen Datenstrukturen ge-
speichert. Bis zu einer Intervallanzahl von s werden die Intervalle in einer
Queue, andernfalls in einem Bitarray gespeichert. Zwar wurde s in Abschnitt
5.2 experimentell ermittelt, allerdings wurde dabei die Alphabetgrofie des Test-
falls nicht beriicksichtigt. Moglicherweise kann die Laufzeit jedoch verbessert

werden, wenn s abhédngig von der Alphabetgréfie gewéhlt wird.

69



7 Zusammenfassung und Ausblick

e Die Speicherung von Intervallen in einem Bitarray kann vermutlich mittels
einer Baumstruktur mit Verzweigungsgrad k beschleunigt werden. Hierzu wird
flir jeweils k Bits des Bitarrays ein weiteres Bit erzeugt, welches genau dann
den Wert null hat, falls alle zugeordneten Bits null sind. Diese neu erzeugten
Bits werden solange nach dem gleichen Schema zusammengefasst, bis nur noch
k Bits {ibrig sind, welche die Wurzel bilden. Abbildung 7.1 zeigt dieses Schema

flir ein Bitarray der Linge 27 und einem Verzweigungsgrad von k = 3.

[1]i][1)t]o]1]ofo]ojoJo]ofolofofofoof1][1]ofo]o]o]1]o]0]

Abbildung 7.1: Ein Bitarray zur Speicherung von Intervallen. In Blau ist die vor-
geschlagene Baumstruktur mit einem Verzweigungsgrad von k& = 3
dargestellt.

Diese Baumstruktur erméglicht es nun, unmarkierte Bereiche im Bitarray zu
iiberspringen und dadurch die Positionen der markierten Eintrage schneller zu
finden. In der Praxis bietet sich ein Verzweigungsgrad von 64 an, da dies der

Wortbreite moderner Prozessoren entspricht.

Da das Suffix-Array eine sehr wichtige Datenstruktur ist, wird in Zukunft sicherlich
an Algorithmen geforscht, welche dieses mit einem geringeren Speicherverbedarf er-
stellen konnen. So ist es beispielsweise denkbar, das Suffix-Array aus der BWT oder
blockweise [FGM10] zu erstellen. Aufgrund des in dieser Arbeit vorgestellten Algo-
rithmus ist es jedoch bereits jetzt moglich, Probleme, welche mittels der BWT und
dem LCP-Array gelost werden kénnen, mit geringem Speicherbedarf zu bewéltigen.
In Kapitel 6 wurden bereits zwei dieser Probleme vorgestellt. In einem weiteren
Schritt konnte daher untersucht werden, welche anderen Probleme sich mit dem

neuen LCP-Array-Konstruktionsalgorithmus speichereffizienter 16sen lassen.
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