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Zusammenfassung

Eine Suche ist die Bestimmung der Positionen aller Vorkommen eines Mus-
ters in einem Text. Bei der Untersuchung von sehr grofsen Texten ist es oft
unerlasslich, diesen vorzuverarbeiten und einen Index zu erstellen, der diese
Suche effizienter unterstiitzt. Mit der Einfiihrung des Suffix Arrays im Jahr
1990 wurde der Grundstein gelegt fiir eine Vielzahl von Indexen, die sich
zur Mustersuche eignen. Sie unterscheiden sich nicht zuletzt im Bedarf an
Speicherplatz und in der Zeit, die eine Suche nach einem Muster benétigt.
Erweitert man das Konzept der Mustersuche auf bidirektionale Suche, also
um die Moglichkeit die Menge der gefundenen Vorkommen eines Musters
durch die links- oder rechtsseitige Verlangerung des Musters weiter einzu-
schrinken, so existieren bislang nur wenige Ansétze, die wirklich fiir prakti-
sche Zwecke geeignet sind. In dieser Arbeit werden verschiedene Verfahren
der Mustersuche untersucht und kombiniert. Darauf aufbauend wird ein neu-
er Index vorgestellt, der bidirektionale Suche unterstiitzt und dabei sowohl
sehr speicherplatz- als auch laufzeiteffizient ist. Die theoretischen Ergebnisse

werden schlieflich in einem umfassenden Experiment praktisch bestatigt.
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Kapitel 1
Einleitung

Heutzutage ist es leicht, mit der Hilfe von Computern viele Gigabytes grofe
Texte abzuspeichern. Mochte man aber eine sehr grofe Menge von Daten
analysieren, so ist es wichtig sich Gedanken zu machen, wie man das algo-
rithmisch am besten 16st. Ein wichtiges Teilgebiet der Informatik beschéftigt
sich mit Verfahren zur Mustersuche, also der Bestimmung aller Vorkommen
eines Suchmusters in grofen Texten. Um dieses Problem zu l6sen, kdnnte
man den zu suchenden String an den Anfang des Textes legen und Buch-
stabe fiir Buchstabe vergleichen. Tritt das gesamte Muster an dieser Stelle
im Text auf, ist ein Vorkommen gefunden. Ansonsten wird das Muster um
einen Buchstaben nach rechts verschoben und weiter verglichen. Dieses nai-
ve Verfahren findet wohl alle Vorkommen im Text, eignet sich jedoch wegen
seines schlechten Laufzeitverhaltens nicht fiir gréftere Datenmengen. Fiir die
effizientere Bestimmung der Vorkommen eines Musters existieren sogenannte
Online-Suchverfahren, die in einem ersten Schritt das Suchmuster vorverar-
beiten. Die Suche erfolgt zwar auch durch den sequentiellen Vergleich mit dem
Text, durch die Vorverarbeitung des Musters ergibt sich aber eine verbesser-
te Laufzeit, die linear in der Lénge des Textes ist. Auch wenn sie deutlich
schneller sind als der naive Ansatz, sie durchsuchen immer noch den ganzen
Text und sind deshalb bei der Verarbeitung von sehr grofen Daten nicht
einsetzbar.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der indexbasierten Suche in Texten. Ist
der gesamte Text vor dem Suchen bekannt, kann fiir diesen ein Volltextindex
erstellt werden, auf dem die Suchalgorithmen arbeiten. Dies erfordert zwar
einmalig eine hohe Investition von Rechenzeit, erspart jedoch viel Zeit, wenn

viele Suchanfragen auf ein und dem selben Text bearbeitet werden sollen.
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Denn der Aufwand, um ein Muster im Text mit Hilfe eines Index zu finden,
ist in der Regel um ein Vielfaches geringer als ohne. Die optimale Laufzeit
einer Mustersuche ist sogar unabhingig von der Lange des Textes. Werden
sehr grofse Mengen an Daten verarbeitet, so ist aufserdem die Grofe dieses
Volltextindexes haufig von entscheidender Wichtigkeit.

Die klassische Form der Mustersuche ist, mit Hilfe eines Indexes alle Vor-
kommen eines bekannten Musters in einem Text zu finden. Ziel dieser Arbeit
ist es die Frage zu untersuchen, ob sich bekannte Volltextindexe so erwei-
tern oder kombinieren lassen, dass damit bidirektionale Suche méglich ist.
Dabei handelt es sich um ein Verfahren, das in der Lage ist, die Menge der
gefundenen Vorkommen eines Musters weiter einzuschranken, indem dieses
auf der linken oder auf der rechten Seite um einen Buchstaben verlangert
wird, ohne dabei die bisherige Suche wiederholen zu miissen. Damit ist die
Suche nach palindromischen Mustern moglich, die zu Beginn der Suche noch
nicht feststehen. Zum Beispiel ist bidirektionale Suche in der Bioinformatik
einsetzbar bei der Analyse der Sekundérstruktur der RNA.

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt. In Kapitel 2 werden grundlegende No-
tationen und Techniken erklart und Datenstrukturen eingefiihrt, welche fiir
die weitere Arbeit wichtig sind. Zunéchst wird dann in Kapitel 3 das Konzept
der Vorwartssuche beschrieben und es werden verschiedene solche Verfahren
vorgestellt. Das Kapitel 4 erlautert zwei Verfahren zur Riickwértssuche. In
Kapitel 5 werden verschiedene Moglichkeiten vorgestellt und bewertet, wie
sich die Konzepte Vorwartssuche und Riickwértssuche zur bidirektionalen
Suche kombinieren lassen. Aufterdem werden die Datenstrukturen Affizbaum
und Affix Array beschrieben, welche speziell fiir die bidirektionale Suche kon-
zipiert wurden. Es wird schlieflich im Kapitel 6 eine weitere speicherplatz-
und laufzeiteffiziente Datenstruktur zur bidirektionalen Suche entwickelt, der
Bidirektionale Wawvelet-Index. Kapitel 7 gibt einen Einblick in eine praktische
Anwendung der bidirektionalen Suche bei der Mustersuche in der RNA. In
Kapitel 8 wird ein umfangreiches Experiment beschrieben, welches einige der

vorgestellten Indexe anhand verschiedener komplexer Testfélle vergleicht.



Kapitel 2
Grundlagen

In dieser Arbeit werden Algorithmen und Datenstrukturen eingefiihrt, welche
die Vorkommen eines (vergleichsweise kurzen) Musters in einem Text suchen.

Dabei werden stets die folgenden Notationen verwendet.
Definition 1 (Grundlegende Notationen).

o Alle Strings sind definiert iiber dem vollstindig geordneten Alphabet 3.
Der besondere Buchstabe $ € X steht dabei ausschliefSlich an letzter

Position im Text und ist kleiner als alle anderen Buchstaben in 3.

e Fin Text T der Linge n wird T[1..n] geschrieben, das Muster P der
Linge m P[1..m].

e Ti] bezeichnet den i-ten Buchstaben im String T. Das i-te Suffiz T;
bezeichnet den Teil des Strings T ab dem i-ten Buchstaben, also T'[i..n].

Definition 2. Das Alphabet 3. ist iber die Kleiner-Relation < wvollstindig
geordnet. Die lexikographische Ordnung von Strings tiber 3 ist folgenderma-
Ben definiert. Seien c,d € ¥ Buchstaben aus X und x,y € ¥X* Warter diber
Y. Dann gilt:

e <z dy & c<d oder c=dundx <py

Falls x ein Prdfix von y ist, dann gilt x <i, y.

Durch die Konvention, dass der Text 7" immer mit dem besonderen Sym-
bol ,$* endet und dieses auch nur an dieser Stelle vorkommt, sind die Suffixe
T; iiber die Relation < streng geordnet. Es existiert also eine Permutation

T, fir die gﬂt Tﬂ(l) <lex Tﬂ(g) Lbex - - - <lex Tﬂ(n).

3
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2.1 Suffix Arrays

Definition 3 (Suffix Array und inverses Suffix Array). Das Suffiz Array
SA eines Textes T ist ein Array, welches eine Permutation der Zahlen im
Intervall [1..n] enthdlt, so dass gilt: Tsap) <iew Tsap) <iex - - - <iew Tsap]-

Das Inverse Suffix Array SA™' ist ein Array, welches die lexikographi-
sche Ordnung der Suffive Tsap angibt, und es gilt: SA [SA_l[i]] =i =
SAY[SA[4]].

Beispiel 2.1. Das Suffix Array von T' = ,mississippi$“ lautet
SA[1..12) = {12,11,8,5,2,1,10,9,7,4,6, 3}

Dies bedeutet also dass Tsap) = T2 = ,,8“ das lexikographisch kleinste Suffix
von T ist. Dagegen ist Tsapg = T3 = ,ssissippi$” das lexikographisch
grofste.

Aus der lexikographischen Ordnung der Suffixe Tg4);) folgt eine entschei-
dende Tatsache. Kommt ein Wort w im Text T" k-mal vor, so gibt es genau &
viele Suffixe, die mit w beginnen. Werden die Suffixe lexikographisch sortiert,
so bilden genau diejenigen, die w als Prafix haben, ein Intervall der Grofe k.
Die Eintrage im Suffix Array in diesem Intervall sind genau die Positionen

im Text, an denen das Muster w beginnt.

Definition 4 (w-Intervall). Seiw ein Wort dber ¥. Dann ist das w-Intervall

[i..7] genau das Intervall, fur das gilt:
o Alle Suffize Tsapp mit i < k < j haben w als Prifix
o Kein anderes Suffix hat w als Prifix

Das Suchen nach allen Vorkommen eines Musters P in einem Text ist
also gleichbedeutend mit der Bestimmung des entsprechenden P-Intervalls

im Suffix Array.

Beispiel 2.2. Das , is“Intervall im Suffix Array zu T = ,mississippt$“
ist [4..5], denn nur Tsap) und Tsas) haben ,is* als Prifiz, und sonst keines
(vgl. Abbildung 2.1). Ubrigens ist das , iss“-Intervall ebenfalls [4..5].
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2.2 Konstruktion

Die Herstellung des Suffix Arrays eines Textes geschieht durch eine lexiko-

graphische Sortierung aller seiner Suffixe.

v T; i SAl] Tsap

1 mississippi$ 1 12 $

2 ississippi$ 2 11 i$

3 ssissippi$ 3 8 ippi$

4 sissippi$ 4 5 issippi$

5 issippi$ . . 5 2 ississippi$

X X Lexikographische . . . .

6 ssippi$ _— 6 1 mississippi$
7 sippi$ Sortierung 7 10 pi$

8 1ippi$ 8 9 ppi$

9 ppi$ 9 7 sippi$
10 pi$ 10 4 sissippi$
11 i$ 11 6 ssippi$
12 % 12 3 ssissippi$

Abbildung 2.1: Konstruktion des Suffix Arrays zu T' = ,mississippi$"“

Es ist bereits seit 1973 bekannt, dass man den Suffixbaum eines Textes
in linearer Zeit konstruieren kann ([Wei73|). Dieser enthélt ebenfalls die le-
xikographische Ordnung aller Suffixe, und kann deshalb zur Herstellung des
Suffix Arrays in linearer Zeit verwendet werden. Aufgrund des hohen Spei-
cherplatzverbrauches des Suffixbaumes ist ein effizienter Algorithmus zur di-
rekten Herstellung des Suffix Arrays jedoch wiinschenswert.

Man konnte hier jeden gewohnlichen Sortieralgorithmus einsetzen, der
stets zwei Strings Buchstabe fiir Buchstabe vergleicht. Diese naive Losung
ist jedoch besonders dann sehr langsam, wenn der Text Abschnitte enthélt,
die haufig vorkommen. Die Tatsache, dass es sich um die Suffixe eines einzigen
Textes handelt erlaubt wesentlich bessere Algorithmen. Mit der Vorstellung
der Datenstruktur in [MM90] wurde zum Beispiel ein modifizierter Bucket-
Sort-Algorithmus beschrieben, welcher fiir die Herstellung des Suffix Arrays
eines Textes der Linge n eine Gesamtkomplexitiat von O(nlogn) besitzt.

Im Jahr 2003 wurden schlieflich unabhéngig voneinander drei Algorith-
men verdffentlicht, welche in der Lage sind, das Suffix Array direkt in linearer
Zeit herzustellen. Haufig ist bei den linearen Algorithmen jedoch der kon-

stante Faktor in der O-Notation so hoch, dass in der Praxis eher einfachere,
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nichtlineare Algorithmen verwendet werden. Eine umfassende Ubersicht iiber
die verschiedenen Verfahren gibt [PST07].



Kapitel 3

Vorwartssuche

3.1 Vorwartssuche auf Suffix Arrays

Der erste vorgeschlagene Moglichkeit einer Suche im Suffix Array stammt von
[MMO0]. Durch buchstabenweisen Vergleich des Musters P mit dem Text ab
der Stelle SA[i] kann festgestellt werden, ob P lexikographisch kleiner, gleich
oder grofer als das Suffix Tsp; ist. Damit fiihrt eine bindre Suche auf dem
Suffix Array zu den gesuchten Intervallgrenzen (siehe Algorithmus 3.1). Die
binére Suche erfordert dabei O(logn) Vergleiche von zwei Suffixen. Da jeder
dieser Vergleiche bis zu m Schritte erfordert, ergibt das eine Gesamtkomple-

xitét von O(mlogn).

Algorithmus 3.1 Der originale Algorithmus nach [MM90]| bestimmt durch
bindre Suche die linke Intervallgrenze des P-Intervalls. Ersetzt man in der
Schleife den Vergleich <j., durch <., so wird die rechte Grenze berechnet.
if P Slex TSA[I} then
return 1
else if P >« T's4)) then
return n+1
else
(L,r) < (L,n)
while r — [ > 1 do
m«— (L+7r)/2
if P Slex TSA[m} then
r—m
else
[+—m
return r
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Durch eine zusétzliche Optimierung kann dieser Algorithmus auf O(m +
logn) verbessert werden. Dazu verwendet der Vergleich <o, zusétzliche In-
formationen, die teilweise aus vorherigen Vergleichen stammen, und teilweise
bei der Konstruktion des Suffix Arrays vorausberechnet werden, um {iber-

fliissige Zeichenvergleiche zu vermeiden.

3.2 Vorwartssuche mit der V-Funktion

Die urspriingliche Version der Vorwértssuche von [MM90| vergleicht in jedem
Schritt der bindren Suche das Muster P mit dem Suffix T'4;;) und erfordert
somit den Zugriff auf den Text. Ist der Text sehr grof, so méchte man mogli-
cherweise nicht gleichzeitig das Suffix Array und den Text im Speicher halten.

Eine andere Variante der Vorwartssuche basiert auf der W-Funktion.

3.2.1 Die V-Funktion

In einem Suffix Array steht an der Stelle ¢ das Suffix, das unter allen Suffixen
die lexikographische Ordnung 7 besitzt. Es gibt jedoch auch noch weitere
Moglichkeiten, diese Ordnung abzuspeichern. Der Wert der W-Funktion an
dieser Stelle 7 ist die lexikographische Ordnung des néchsten, links um einen

Buchstaben verkiirzten Suffixes.

Definition 5. Gegeben sei ein Suffix Array SA zu einem Text T'. Dann ist
die V-Funktion definiert durch

V(i)=j3 <« SA[j]=SA[[]+1
Umgeformt kann man also schreiben SA[¥(i)] = SA[i] + 1.

Es wird sich zeigen, dass die ¥-Funktion einige Eigenschaften besitzt, die

sie in verschiedenen Teilen dieser Arbeit niitzlich macht.

3.2.2 Die Funktion lookup,

Zunéchst suchen wir nach einer Mdoglichkeit, wie man von einer Position ¢ im
Suffix Array auf den Anfangsbuchstaben von Tgs;) kommt. Da alle Suffixe
Tsap lexikographisch sortiert sind, gibt es genau |X| viele Intervalle, in de-

nen jeweils alle Suffixe mit dem selben Buchstaben beginnen. Es geniigt also
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Abbildung 3.1: Die W-Funktion. Die dritte Spalte dient der Illustration und
beinhaltet die entsprechenden Suffixe Tigp;).

In der vierten Zeile dieser Tabelle steht das Suffix ,,issippi$“. Der Wert
U(4) = 11 bedeutet, dass in der elften Zeile das um eins kiirzere Suffix
,,Ssippi$” steht.

fiir jeden Buchstaben ¢ die Information, an welcher Position das lexikogra-
phisch kleinste Suffix steht, welches mit ¢ beginnt. Diese Positionen werden

im sogenannten C-Array gespeichert.

Beispiel 3.1. Gegeben sei der String T = ,mississippi$“ (vgl. Abbildung
3.1). Dann ist das C-Array

NS}

(i)
Cld]

~ ||~
o | H

B |
<L (T | R~
| | &

13

Um die Notation zu vereinfachen wird dieses Array haufig mit Buchstaben
aus X adressiert. Dabei gelte fiir den i-grofiten Buchstaben ¢ € ¥ Clc] :=
Cli]. Aubserdem gelte C[c+ 1] := C[i + 1]. Damit kann die Funktion lookup
definiert werden, die fiir jede Position 7 den gesuchten Anfangsbuchstaben

von Tgap) liefert.

Definition 6. Gegeben sei ein C-Array wie oben beschrieben. Dann gilt

lookups(i) =j < C}l<i<C[j+1]
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Da SA[i| die Position im Text angibt, an der das Suffiz mit der lexikographi-
schen Ordnung i beginnt, gilt

T[SA[i]] = lookup(7)

Um den Funktionswert lookup(7) zu berechnen muss also der Index j €
[1..]2]] gefunden werden, fiir den die Aussage C[j] < i < C[j + 1] zutrifft.
Dies kann durch eine bindre Suche iiber das C-Array geschehen, welche in
O(log |X]) ablauft und ohne zusétzlichen Speicherplatz auskommt. Will man
den Wert von lookup. in konstanter Zeit wissen, so eignet sich hierfiir ein
Bit-Vektor B[l..n], der genau an den Stellen den Wert 1 hat, an denen der
erste Buchstabe von Tg,p; ungleich dem ersten Buchstaben von Tigs_q; ist.
Der Wert lookup (i) ist dann gleich der Anzahl der Einsen in B[1..7], und

fiir die Losung dieses Problems existieren effiziente Algorithmen (|Jac89]).

3.2.3 Vorwartsdekodierung

Um bei der Vorwértssuche das Muster der Lange m mit dem Suffix T's4;) ohne
direkten Zugrift auf den Text T' zu vergleichen, ben6tigt man ein Verfahren
um die Buchstaben Tgap[1], Tsap[2], - - ., Tsapi[m] zu berechnen.

Der erste Buchstabe lasst sich direkt mit der Funktion lookup. ermitteln.
Fiir den zweiten Buchstaben wenden wir einmal die W-Funktion an, um die
Position i auf diejenige Position im Suffix Array abzubilden, an der das um
eins kiirzere Suffix Tgap)41 steht. Damit ist Tgap[2] = Tsapwey[l], womit
auch dieser Buchstabe einfach ermittelt werden kann. Allgemein lassen sich
die gesuchten Buchstaben berechnen durch

Toa[k] "% Tyapon (1] "5 lookupe (W4 (i)
Damit erfolgt der Vergleich <jex des Musters P[1..m| mit dem Suffix Tgap

wie in Algorithmus 3.2.

3.3 Vorwartssuche Buchstabe fiur Buchstabe

Sowohl die Vorwértssuche nach [MM90] als auch die Vorwértssuche mit der
W-Funktion aus Abschnitt 3.2 bestimmen das Intervall des kompletten Such-

musters P in einem atomaren Schritt. Dieses Vorgehen ist zufriedenstellend,
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Algorithmus 3.2 compare(P[1..m],1): Vorwértssuche mit der W-Funktion
for k =1tomdo
¢ < lookup(7)
if P[k] < c then
return ,<¢
else if P[k] > ¢ then
return >
i (i)
return =

(I

(13

wenn das Muster vor der Suche bekannt ist, denn dann interessiert nur das
Ergebnis, das P-Intervall. Eine komplexere Aufgabe wére dagegen, zunédchst
ein Wort w zu suchen, und als Zwischenergebnis das w-Intervall [i..j] zu be-
kommen, um anschlieffend das Muster um einen Buchstaben ¢ nach rechts

zu verlangern, und mit dem Zwischenergebnis das wec-Intervall zu suchen.

Beispiel 3.2. Seien ein (lingeres) Wort w € ¥* und ein Buchstabe d € ¥
fest gegeben. Eine komplexe Aufgabe wire die Bestimmung aller Vorkommen
des Musters wXd mit Platzhaltersymbol X, welches fir alle Buchstaben aus
Y. stehen kann. Dann ist dasjenige Suchverfahren, welches das w-Intervall
als Zwischenergebnis weiterverwenden kann, viel schneller als eines, das fiir

jedes ¢ € ¥ eine komplette Suche nach wed starten muss.

Da die Suffixe Tg4p; lexikographisch sortiert sind ist klar, dass das wc-
Intervall ein Teilintervall vom w-Intervall sein muss. Die Suffixe im w-Intervall
haben nach Definition alle w als Préafix. Entscheidend fiir die Berechnung der
neuen Intervallgrenzen ist also lediglich die Information ,Welcher Buchstabe
steht im Suffix Tsa an (Jw| + 1)-ter Stelle? Da diese Buchstaben alle sortiert
sind, eignet sich die bindre Suche. Je nachdem, welche Datenstrukturen zur
Vorwértssuche verwendet werden, lédsst sich dieser Buchstabe auf folgende

Weisen berechnen.

e Im einfachsten Fall, wenn ndmlich das Suffix Array und der Text gege-
ben sind, ist der A-te Buchstabe im Suffix T'g4(; gleich

Tsaplk] = T[SA[i] + k — 1]

e Auch ohne direkten Zugriff auf den Text kann diese Information ge-

funden werden. Denn wie oben ist der k-te Buchstabe im Suffix T4
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gleich dem ersten Buchstaben von Tgapj4,—1. Das inverse Suffix Ar-
ray gibt Auskunft iiber die lexikographische Ordnung dieses Suffixes.
Und weifs man die lexikographische Ordnung eines Suffixes, so gibt die

Funktion lookup, genau dessen ersten Buchstaben zuriick. Damit ist

Tsag|k] = lookup,(SA~" [SA[i] + k — 1])

e Der gesuchte Buchstabe kann wie im letzten Abschnitt auch tiber die

(k — 1)-malige Anwendung der Funktion ¥ berechnet werden:
Tsapq[k] = lookupe (¥*7(i))

Méchte man ausgehend vom w-Intervall [i..j] das we-Intervall suchen,
so erfordert diese Berechnung in jedem Schritt der bindren Suche |w|
viele Anwendungen der W-Funktion. Die asymptotische Laufzeit gleicht
damit der Suche aus dem vorigen Abschnitt, die ohne das Zwischen-
ergebnis [i..j] nach dem Muster we sucht. Die W-Funktion eignet sich

also nicht zur Vorwéartssuche Buchstabe fiir Buchstabe.

Vorausgesetzt, dass der k-te Buchstabe eines Suffixes in konstanter Zeit
berechnet werden kann, hat diese Art der Vorwértssuche nach einem Muster
der Lénge m, die fiir jeden Buchstaben des Musters durch binére Suche die
beiden Intervallgrenzen berechnet, also die Laufzeit O(mlogn). Algorithmus

3.3 zeigt diese Idee.

Algorithmus 3.3 search(P][l..m]): Vorwirtssuche Buchstaben fiir Buch-
stabe. Die Operationen min und maz stehen fiir die binédre Suche, die jeweils
auf dem Intervall [i..j] beginnt.
(,7) < (1,n)
for k =1 tom do
¢ «— P[k]
ic = mm{l ’ [ Z (A TSA[l] [k}] = C}
Je=max{l |1 < j N Tsaylk] = c}
if j. < i, then return L
(13) — (e 30
return (7, )
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i SA[] Tsap i SA[] Tsag
1 12§ 1 12§
2 11 [i)8 2 11 i$
3 8 |i|ppi$ N 3 8 ippi$
4 5 |1 s:'sippi$ 4 5 sippi$
5 2 |1 ‘\\s,'sissippi$ 5 2 |is sissippi$
6 1 mississippi$ 6 1 mississippi$

Abbildung 3.2: Vorwértssuche vom ,,i“-Intervall zum ,,is“-Intervall

Beispiel 3.3

In Abbildung 3.2 sieht man einen Ausschnitt des Suffix Arrays von T =
,mississippi$“. Es sei das,i“-Intervall [2..5] gegeben und das ,is“-Intervall
gesucht. Es sind genau die Buchstaben Tsap[2] grau hervorgehoben, die bei
einer Vorwértssuche betrachtet werden miissen. Zwei bindre Suchen auf die-

sen Buchstaben ergeben die neuen Intervallgrenzen [4..5].

3.4 Enhanced Suffix Arrays

Der vorgestellte Algorithmus 3.3, der das Muster Buchstabe fiir Buchstabe
sucht, verwendet zur Bestimmung der Intervalle die binédre Suche, wodurch
sich in der Laufzeit stets der O(logn)-Anteil ergibt. In [AKO04| wurde eine
Moglichkeit vorgestellt, wie Intervalle durch zusétzliche Verzeichnisinforma-
tionen nicht bindr gesucht werden miissen, sondern in konstanter Zeit vorlie-
gen. Damit ist die Suche nach einem Muster der Lange m in der Zeit O(m)
moglich.

Diese Verbesserung der Vorwértssuche basiert auf dem Array LCP, wel-
ches in linearer Zeit aus dem Suffix Array erstellt werden kann. Es enthélt
an der Stelle i die Lange des ldngsten gemeinsamen Préfixes (engl. longest
common prefiz) der beiden Suffixe Tisa;—1) und Tsa; bzw. den Wert —1 an
den Stellen 1 und n+ 1. Erweitert man das Suffix Array SA um dieses Array
LCP und geeignete Verzeichnisinformationen, so spricht man vom FEnhanced
Suffix Array. Mit Hilfe der Werte definiert man das LCP-Intervall.

Definition 7. Ein LCP-Intervall l-[i..j] erfillt folgende Bedingungen:
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° LC’P[Z'] <

LCP[k| > 1  fir allek mit 1+1<k<j

LCP[k| =1  fir mindestens ein 'k mit i +1<k<j
o LCP[j+1] <
Ein Indez k in einem LCP-Intervall l-[i..5] mit LCP[k] = heifit I-Index.

Beispiel 3.4. Gegeben sei das FEnhanced Sufficv Array zum String
sel_anele_lepanelen$ (Abbildung 3.3). Das Intervall [6..11] ist ein LCP-
Intervall mitl =1, denn es gilt LCP[6] =0 < 1, LCP[k] > 1 fiir7 <k <11,
LCP[10] =1 und LCP[12] = 0 < 1. Alle Suffize Tsap mit ¢ < k < j haben
also ein lingstes gemeinsames Prifiz der Linge 1. Da Tsay = ,e“ ist das
1-[6..11]-Intervall also das ,,e“-Intervall.

Die Zentrale Operation auf Enhanced Suffix Arrays ist die effiziente Be-
rechnung der Kindintervalle eines LCP-Intervalls. Dies geschieht in [AKO04]
durch ein Array childtab, in welchem die vorberechneten Kindintervalle ge-
speichert sind. Die in dieser Arbeit vorgestellte Methode basiert auf der Tat-
sache, dass die Kindintervalle von [-[i..j] entweder an der Stelle i oder an
einem [-Index beginnen. Da die I-Indizes Minima des Intervalls [i + 1..5] sind,
lasst sich das Problem reduzieren auf das Bestimmen dieser Minima. Dazu
wird das Array LCP in linearer Zeit so vorverarbeitet, dass in konstanter
Zeit die Frage nach dem kleinsten Element in einem Intervall beantwortet

werden kann (engl. range minimum query).

Definition 8 (Range Minimum Query). Gegeben sei ein LCP-Array. Dann
15t
rmq;op(i,j) ==k so dass LCP[k] = min LCP]l]

i<i<j

Ezistieren mehrere Minima im Intervall [i..j], so sei k das erste davon.

Da sich LCP-Intervalle nicht iiberschneiden koénnen, entsteht iiber die
Beziehung Elternintervall zu Kindintervall eine Baumstruktur. Dieser LCP-
Intervallbaum (sieche Abbildung 3.4) kann allein durch Operationen auf dem
Enhanced Suffix Array in einer Top-Down-Reihenfolge durchlaufen werden.
Das Prinzip der Top-Down-Traversierung entspricht dabei der Idee der Vor-

wartssuche Buchstabe fiir Buchstabe.
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i SAli] LCPli] Tsap LCP-Intervalle
1 19 -1 $ T

2 3 0 _anele_lepanelen$ T

3 9 1 _lepanelen$ 4

4 4 0 anele_lepanelen$ T

5 13 5 anelen$ 4

6 8 0 e_lepanelen$ T

7 1 1 el_anele_lepanelen$ T

8 6 2 ele_lepanelen$ Lo T
9 15 3 elen$ 3 1 X
10 17 1 en$ g

11 11 1 epanelen$ 3

12 2 0 1l_anele_lepanelen$ T

13 7 1 le_lepanelen$ T
14 16 2 1len$ o
15 10 2 lepanelen$ 11
16 18 0 n$ T

17 5 1 nele_lepanelen$ - T
18 14 4 nelen$ I~
19 12 0 panelen$ 1

Abbildung  3.3: Das  Enhanced  Suffix  Array zum  String
,el_anele_lepanelen$“ mit den Spalten SA und LCP. Die letzte
Spalte veranschaulicht graphisch alle L CP-Intervalle.
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-4 0-[1..19]

1-2..3] 5-[4..5] | 1-[6..11] ‘ 1-[12..15] ‘ 1-[16..18] ‘ EEPY

f170 11 2 |2-[13..15]‘ ‘18" |4-[17..18]‘

Abbildung 3.4: LCP-Intervallbaum zu T' = ,,el_anele_lepanelen$. Gestri-
chelt angedeutet sind die sog. Singleton-Intervalle. Dies sind nur 1 breit und
haben somit keinen [-Wert.

Beispiel 3.5

Gegeben sei der Text T = ,,el_anele_lepanelen$ und das entsprechende

Enhanced Suffix Array aus Abbildung 3.3. Aufserdem sei das Array LCP so

vorverarbeitet, dass die range minimum query effizient beantwortet werden

kann. Es soll nach dem Muster ,,ele* gesucht werden.

1. Gestartet wird mit dem Wurzelintervall 0-[1..19], welches sieben

{-Indizes besitzt.

rmq;op(2,19) =2 = Das erste Kindintervall ist [1..1] und
steht fiir den Buchstaben Tgap[1] = ,,$".

rmq;op(3,19) =4 = Das zweite Kindintervall ist [2..3] und
steht fiir den Buchstaben Tigqg[1] = ,,_*.

rmq;p(5,19) =6 = Das dritte Kindintervall ist [4..5] und
steht fiir den Buchstaben Tgapq[1] = ,,a".

rmq;op(7,19) =12 = Das vierte Kindintervall ist [6..11] und
steht fiir den Buchstaben Tgai)[1] = ,,¢". Da ming<p<i11) LOP[k] =
1, handelt es sich um ein LCP-Intervall mit [ = 1. Es ist das

gesuchte ,,e“-Intervall.
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2. Ausgehend vom ,,e“-Intervall 1-[6..11] wird nach dem ,,el“-Intervall ge-

sucht.

e rmq;p(7,11) =7 = Das erste Kindintervall ist [6..6] und
steht fiir den Buchstaben Tgqj[2] = ,,_".

e rmq;p(8,11) =10 = Das zweite Kindintervall ist [7..9] und
steht fiir den Buchstaben Taj7[2] = ,,1“. Da minz<p<g) LCP[k] =
2, handelt es sich um ein LCP-Intervall mit [ = 2. Es ist das

gesuchte ,,el“-Intervall.
3. Im letzten Schritt wird das ,,ele“-Intervall bestimmt.

e rmq;p(8,9) =8 = Das erste Kindintervall ist [7..7] und
steht fiir den Buchstaben Tgai7(3] = ,,_“.

e Da 8 der einzige [-Index im LCP-Intervall 2-[7..9] ist, ist das zwei-
te und letzte Kindintervall [8..9] und steht fiir den Buchstaben
Tsapg[3] = ,,¢". Da mingcx<g) LOP[k| = 3, handelt es sich um ein
LCP-Intervall mit [ = 3. Es ist das gesuchte ,,ele“-Intervall.






Kapitel 4
Ruckwartssuche

Eine komplett andere Herangehensweise an das Suchproblem ist die Riick-
wartssuche. Dabei wird das Muster vom letzten Buchstaben an bis zum ersten
abgearbeitet. Zunéchst wird also das P[m]-Intervall bestimmt. Ausgehend
davon erfolgt in jedem Suchschritt vom P[k..m]-Intervall zum P[k-1..m]-
Intervall. Die Riickwértssuche arbeitet also bereits per Definition ,,Buchstabe
fiir Buchstabe®.

4.1 Ruckwartssuche mit der Funktion Occ

Die Burrows-Wheeler-Transformation (|[BW94|) wurde urspriinglich als erste
Phase eines Verfahrens zur Datenkompression entwickelt. Es ist eine grofie
Ahnlichkeit zum Suffix Array gegeben, denn diese umkehrbare Transforma-
tion erfolgt auch hier iiber eine Sortierung der Suffixe. Die Burrows-Wheeler-
Transformation enthélt an der Stelle ¢ den Buchstaben, der im Text direkt

vor dem Suffix mit der lexikographischen Ordnung i steht.

Definition 9 (Burrows-Wheeler-Transformation). Gegeben sei ein Text T[1..n]
mit T[n] =, $“ und sein Suffix Array SA. Das BWT-Array ist definiert durch
BWTYi] =, 8 falls SA[i] = 1 und BWT[i] = T [SA[i] — 1] sonst.

Im Jahr 2000 wurde ein neuartiger Index unter dem Namen opportuni-
stic data structure ([FMO0]) vorgestellt, welcher in der Literatur unter dem
Namen FM-Index bekannt wurde. Die Suche erfolgt in Riickwértsrichtung,
ohne dabei das Suffix Array selbst zu verwenden.

Zunéchst benotigt man dazu wieder das Array C' aus Abschnitt 3.2, wel-

ches fiir jeden Buchstaben ¢ € ¥ angibt, an welcher Position im Suffix Array

19
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das lexikographisch kleinste Suffix steht, das mit ¢ beginnt. Damit ist der
erste Suchschritt nach dem Buchstaben P[m] trivial. Ausgehend von einem

w-Intervall funktioniert ein Schritt der Riickwértssuche nach cw wie folgt.

Wenn man in jeder Zeile k den Eintrag BWT'[k] und Tsap konkateniert,
erhilt man das Suffix Tgsp—1. Wir betrachten zunachst die konkatenierten
Suffixe Tgapr—1, die mit ¢ beginnen, fiir die also gilt BWT[k] = c. Da sie
im ersten Buchstaben {ibereinstimmen und die reguldren Suffixe Tgqp) le-
xikographisch sortiert sind, sind auch diese konkatenierten Suffixe sortiert.
Es handelt sich also um die selben Suffixe in der selben Reihenfolge wie die

reguldren Suffixe T'gqz) aus dem c-Intervall.

Wenn [i..j] das w-Intervall ist, dann weif man auch, dass die Suffixe Tga
mit ¢ < k < j die einzigen sind, die w als Préafix haben. Damit sind die konka-
tenierten Suffixe Ts4—; mit ¢ < k < j die einzigen Kandidaten, die mit cw
beginnen kénnen. Es geniigt also fiir die Riickwartssuche nur die Spalte BWT
zu betrachten. Die Anzahl der Vorkommen des Wertes ¢ in BWT[1..i-1] ent-
spricht der Anzahl der Suffixe im c-Intervall, die lexikographisch echt kleiner
sind als das gesuchte Muster cw. Und die Anzahl der Vorkommen des Wertes
c in BWTIi..j] entspricht der Anzahl der Suffixe im c-Intervall, die mit cw

beginnen. Das neue cw-Intervall [p..q] berechnet sich nun also durch

p = Clc] + Oce(e,i — 1)
q = Clc] + Oce(e, j) — 1

wobei die Funktion Occ(c, ) angibt, wie oft der Wert von ¢ im Array BWT
bis einschlieflich zur Position ¢ vorkommt. Damit ergibt sich der Algorithmus
4.1.

Algorithmus 4.1 Riickwértssuche nach P[1..m] mit der Funktion Occ
(,7) < (L,n)
for k=mto 1do
¢ «— P[k]
i« C[c] + Oce(e,i— 1)
j «— Clc] + Oce(e, j) — 1
if 7 > ¢ then return L
return [i..j]




4.1. RUCKWARTSSUCHE MIT DER FUNKTION OCC 21

[
=

i B Tgap

1 n $

2 1 _anele_lepanelen$
3 (e) _lepanelen$

4 _ anele_lepanelen$
5 p anelen$

6 1 e_lepanelen$

7 $ el_anele_lepanelen$
8 n ele_lepanelen$

9 n elen$
10 1 en$
11 1 epanelen$
12 (e) 1_anele_lepanelen$
13 (e) [le| lepanelen$
14 (&) |leps
15 _ le panelen$
16 (e) n$
17 a nele_lepanelen$
18 a nelen$
19 (e) panelen$

=
=

i A Tsup

1 n $

2 1 _anele_lepanelen$
3 e _lepanelen$

4 _ anele_lepanelen$
5 p anelen$

6 1 (e)_lepanelen$

7 $ (e)l_anele_lepanelen$
8 n [e) lepanelen$
9 n g n$
10 1 (en$
11 1 (e)panelen$
12 e 1_anele_lepanelen$
13 e 1le_lepanelen$
14 e len$
15 _ lepanelen$
16 e n$
17 a nele_lepanelen$
18 a nelen$
19 e panelen$

Abbildung 4.1: Ein Schritt der Riickwértssuche vom ,,1e“-Intervall [13..15]
(links) nach dem Buchstaben ,e“. Alle Kandidaten k& mit BWTI[k] = ,e“
sind markiert. Die beiden Kandidaten im Intervall [13..15] (grau) entsprechen
genau den Suffixen, die mit ,ele” beginnen. Damit ist das ,,ele“-Intervall

gleich [8..9] (rechts).

Beispiel 4.1

Gegeben sei der Text T" = ,,el_anele_lepanelen$” und sein Suffix Array.

Zunachst wird die Burrows-Wheeler-Transformation erstellt und so vorver-

arbeitet, dass die Anfrage Occ(c,i) beantwortet werden kann (siehe hierzu

Abbildung 4.1). Auferdem wird das C-Array erstellt (Tabelle 4.1).

Es soll nun das Muster P[1..3] = ,ele* gesucht werden.
1. Da P[3] = ,e" wird also zunédchst das ,e“-Intervall [i;..5;] bestimmt
durch
i und
j=Cl]-1=12-1=11
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0} ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8
X% _ a e I mn p
clil|1 2 4 6 12 16 19 20

Tabelle 4.1: C-Array zu T' = ,,el_anele_lepanelen$”

2. Zur Bestimmung des neuen ,,1e“-Intervalls werden alle Vorkommen von
,»1 in der Burrows-Wheeler-Transformation vor der linken (Diese geho-
ren zwar auch zu Suffixen die im ,,1“-Intervall liegen, aber sie beginnen
nicht mit ,,1e") und bis zur rechten Intervallgrenze von [6..11] gezéhlt.

Das neue Intervall [is..js] entspricht also

iy = O[] + Oce(l,5) =12+ 1 =13 und
Jo=Cll]+ Occ(l,11) =1 =124+4—-1=15

3. Der letzte Schritt (in Abbildung 4.1 illustriert) erweitert das Muster
nach links um den Buchstaben , e und es ergibt sich das Ergebnis
li3..73] durch

i3 = Cle] + Occ(e,12) =6+2=8 und
js = Cle] + Occ(e,15) =1 =6+4—-1=9

Das Resultat der Riickwértssuche ist das Intervall [8..9]. Das Muster ,,ele”
taucht im Text T also zweimal auf, und zwar an den Positionen SA[8] = 6
und SA[9] = 15. Die Bestimmung des gesuchten Intervalls auf dem FM-
Index funktioniert ohne das Suffix Array. Man benétigt es jedoch, um aus
dem gefundenen Intervall die Positionen im Text zu ermitteln, an denen
das Muster vorkommt. Es wére natiirlich gut, wenn man dafiir nicht das
komplette Array speichern miisste. Wie man trotzdem an die Werte des Suffix
Arrays gelangt, wird im Abschnitt 5.2.2 besprochen.

4.2 Die Occ-Funktion

Die Occ-Funktion lasst sich auf sehr verschiedene Weisen implementieren,
welche sich besonders in Speicherplatzverbrauch und Laufzeit unterscheiden.
Dabei gilt die Faustregel: je mehr Speicherplatz man investiert, desto geringer

ist die Antwortzeit einer Datenstruktur (engl. Time-Space-Tradeoff).
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4.2.1 Naive Verfahren

Das einfachste Verfahren zur Beantwortung der Anfrage Oce(c, i) ist, sich
die Burrows-Wheeler-Transformierte in einem Array zu speichern und jedes
mal in einer Schleife von 1 bis ¢ durchzuzéhlen, wie oft der Buchstabe ,,c*
vorkommt. Da ein Eintrag im Array log,(|X|) breit, ist ist der Speicherplatz-
verbrauch fiir das BWT-Array O(nlog|X|), die Antwortzeit betrdgt O(n).
Das andere Extrem ware das Abspeichern aller Antworten in einem Array.
Zwar hat man hier eine Antwortzeit von O(1) — allerdings auf Kosten der
Grofe von O(|X| - n) gespeicherten Antworten. Wie bereits der Name sagt,
haben diese naiven Verfahren auf Grund ihrer Laufzeit bzw. Grofe keine
praktische Bedeutung. Im folgenden werden zwei Verfahren ndher betrach-

tet, die zwischen diesen beiden Extremen liegen.

4.2.2 Indikator-Arrays

Mé6chte man konstante Antwortzeit gewéhrleisten, so kann man sich dafiir
|X| Bit-Vektoren B, definieren mit B [i| = 1 gdw. BWT]i] = c. Damit ist

das Problem reduziert auf das Zahlen von Bits, sogenannten rank;-Anfragen.

1 5 10 15
BWT | n I e p 1l $ nnl 1 e e e e a a e
Bg o oo o0 o0 o1 0 0 0O OO0OTOTUODLOOO0OTUO0OTUO
B 0o 0o 0 1.0 0O0OO0OOO0OOTO0OUOO0OT1TO0TO0O0O0
B; 0o o o o 0o 00 00O O OOOUO O O0ODT1T 10
B, o 01 0 0OOOOOUOUODI1TI1T1 01 001
B; 010 0 0200 01T 1 0 O0OOO0OOO0OO0OTUDO
B, 100 0 00 O1 1 00 O0OO0OO0OO0O O0OO0OTO0O0
B, o oo 01 00 O O0OOUOTO0OTO0OTUWODO O0OTO0OO00o0

Tabelle 4.2: Indikator-Arrays zu TP"? = nle_pl$nnlleee_ecaae“

Beispiel 4.2. Gegeben seien die Bit-Vektoren aus Tabelle 4.2. Dann ist
Occ(e, 16) = rank; (B, 16) =5

Bis einschliefSlich zur Position 16 kommt der Wert ,,e“ also 5 mal vor.

Fiir die rank;-Anfrage auf Bit-Vektoren der Léange n existieren Losungen,

die mit o(n) Bits zusétzlichem Speicherplatz Antworten in konstanter Zeit
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liefern ([Jac89]). Die Riickwértssuche nach einem Muster der Lénge m hat
in dieser Variante damit eine optimale Gesamtlaufzeit von O(m) bei einem

Speicherverbrauch von O(n - |X]|) Bits.

4.2.3 Wavelet Tree

Besonders bei groften Alphabeten ist die lineare Abhéngigkeit des Speicher-
platzes von |X| nicht wiinschenswert. Ein Ansatz ist die Benutzung eines

Wavelet Trees, welcher erstmals in [GGV03] vorgestellt wurde.

Definition 10 (Wavelet Tree). Gegeben sei ein Text T diber dem Alphabet .
Dann ist ein Wavelet Tree ein balancierter bindrer Suchbaum mit folgenden

FEigenschaften.

e Jedem Knoten eines Wavelet Trees ist ein Alphabetintervall [l..r] in 3
zugeordnet und er reprisentiert den String T, Das ist die Teilfolge

von T, die nur aus den Buchstaben | bis r besteht.
e Die Wurzel des Wavelet Tree steht fiir das Alphabetintervall [1..|%]]

o [st einem Knoten das Alphabetintervall [k..k| zugeordnet, so besitzt
er keine Kinder. Ansonsten reprdsentiert sein linkes Kind den String

T-ml und sein rechtes Kind den String T+ wobei m = 1] ist.

-1V wird in jedem Knoten nur in einem

An Stelle des gesamten Strings T
Bit-Vektor Bl-") gespeichert, ob der Buchstabe an der entsprechenden Stelle

zur ersten oder zur zweiten Hilfte des Alphabetintervalls [l..r] gehort.

In Abbildung 4.2 sieht man den Wavelet Tree der Burrows-Wheeler-
Transformation des Textes ,,el_anele_lepanelen$”. Da jeder innere Kno-
ten verzweigend ist, ist die Hohe des Baumes [log, [2|]. Auf jeder Ebene des
Baumes werden hochstens n Bits gespeichert. Rechnet man den zusétzlichen
Speicherplatz dazu, der fiir die Beantwortung der rank;-Anfragen in konstan-
ter Zeit notig ist, so bendtigt der gesamte Baum nlog |X| 4+ o(nlog|X|) Bits
Speicher.

Die Berechnung des Funktionswerts Occ(c,i) erfolgt durch einen Top-
Down-Durchlauf des Wavelet Trees und beginnt an der Wurzel mit dem
Alphabetintervall [I..r] = [1..|X]|]. Befindet sich ¢ nun in der ersten Hilfte

des betrachteten Teilalphabets, so steht die Antwort weiter unten in dem
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T = nle_pl$nnlleee_eaae
BT =1100110111100000000

T4 = e_$eece_ecaae 767 = nlplnnll
B4 = 10011101111 BB = 00100000
$_ T[3 4 = eeeeeaae T[J 6l = nllnnll
B2 — 101 B[3 4 = 11111001 B[5 6l — 1001100

Jb CRORNGRC

Abbildung 4.2: Wavelet Tree zu TP"? = nle_pl$nnlleee_eaae“

Teilbaum, dessen Wurzel das linke Kind vom Knoten [I..r] ist. Da alle Buch-
staben des linken Kindknotens in B durch eine 0 reprisentiert sind, er-
rechnet sich die Antwort rekursiv aus dem linken Teilbaum an der Stelle
ranko(B"1 7). Falls sich der Buchstabe ¢ zur zweiten Hilfte des Alpha-
betintervalls gehort, so steht die Antwort analog im rechten Teilbaum an
der Stelle rank,; (B} 7). Diese Prozedur setzt sich rekursiv bis zum Blatt-
knoten [c..c] fort. Da der String in einem Blattknoten nur noch aus ei-
nem Buchstaben besteht, ist dort die Berechnung der Occ-Funktion trivial,

denn in diesem Fall gilt Occ/(c,i,[c..c]) = i. Die gesamte Berechnung von
Occ(c,i) = Ocd (¢, i, [1..|X|]) wird beschrieben durch Algorithmus 4.2.

Algorithmus 4.2 Die Funktion Ocd(c, i, [l..r]) auf einem Wavelet Tree
/* [l..r] ist das Alphabetintervall */

if | =r then
return ¢
else
m = 5]
if ¢ < m then
return Occ (¢, ranky (B ), [I..m])
else
return Occ/(c,rank; (B 4), [m + 1..7])
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Beispiel 4.3. Gegeben sei der Wavelet Tree aus Abbildung 4.2. Dann ist

Occ(e,16) = Ocd (e, 16, [1..7]) = Occ (e, ranky (BT, 16), [1..4]) =
-8

Occ (e, rank, (B4 8), [3..4]) = Occ (e, rank, (BB 5), [4..4]) = 5

~"~ ~"~
=5 =5

Da die Tiefe eines Blattknotens hochstens [log, |X|] ist, erreicht die Riick-
wartssuche nach einem Muster der Linge m mit dem Wavelet Tree eine

Gesamtlaufzeit von O(mlog|X]).

4.3 Ruckwartssuche mit der V-Funktion

Um mit der U-Funktion Riickwértssuche betreiben zu kénnen muss man zu-
néchst folgende Beobachtung festhalten. Fiir jedes ¢ € ¥ existiert ein Intervall
[ic-.Je], so dass alle Suffixe Tigqp mit i < k < j. mit dem Buchstaben ¢ be-
ginnen. Da die ¥-Funktion an der Stelle k die Position des Suffixes T'g(x)+1
angibt, und da die Suffixe in diesem Intervall lexikographisch sortiert sind,
ist sie in diesem Intervall ansteigend. Es gilt also ¥ (i.) < ... < U(j.).

Sei nun [i..5] das w-Intervall. Ein Schritt der Riickwértssuche nach einem
Buchstaben ¢ funktioniert dann folgendermafien. Das gesuchte Intervall muss
ein Teilintervall vom c-Intervall [i...j ] sein, da die Suffixe alle mit cw beginnen
sollen. Liegt nun der Wert der U-Funktion an einer Stelle k£ zwischen ¢ und j,
so bedeutet das, dass sich das Suffix T'qx)41 im w-Intervall befindet. Genau
die Stellen k im c-Intervall, fiir die gilt i < W(k) < j, stehen also fiir diejenigen
Suffixe, die mit cw beginnen. Sie bilden also das gesuchte cw-Intervall. Die
Grenzen dieses Intervalls konnen durch bindre Suche iiber die Werte der W-
Funktion, gestartet mit dem Intervall [i...j.|, in O(logn) Schritten bestimmt
werden.

Eine Suche nach dem Muster P der Lénge m startet nun mit [1..n], also
dem Intervall des leeren Wortes. Beginnend mit P[m] wird fiir dieses Muster
Buchstabe fiir Buchstabe dieser Riickwartsschritt durchgefiihrt bis das P-
Intervall gefunden ist. Algorithmus 4.3 beschreibt dieses Vorgehen im Detail.
Die Riickwirtssuche nach P[1..m] ben6tigt also m Suchschritte mit jeweils
zwei bindren Suchen. Es ergibt sich die Gesamtkomplexitét von O(mlogn).

Auch bei dieser Methode wird zur Bestimmung des gesuchten Intervalls

das Suffix Array nicht gebraucht. Will man jedoch anschliefsend die Posi-
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Algorithmus 4.3 Riickwértssuche mit der W-Funktion. Die Operationen
min und max stehen flir die bindre Suche, die jeweils auf dem Intervall
[Clc]..Clc + 1] — 1] beginnt.
(i,5) — (1,n)
for i = m down to 1 do
¢ «— Pli]
ie =min{k | k > Clc] A W(k) € [i..j]}
Je=max{k | k < Clc+1] N U(k) € [i..j]}
if j. < i, then return L
(Zuj) — (ic’jc)
return [i..j]

tionen der gefundenen Vorkommen des Musters ermitteln, so benotigt man
die Werte des Suffix Arrays in diesem Intervall. In Abschnitt 5.2.1 wird be-
schrieben, wie man diese SA-Werte mit Hilfe der U-Funktion und wenigen

abgespeicherten Eintrdgen von SA berechnen kann.

Beispiel 4.4

Abbildung 4.3 veranschaulicht an der U-Funktion des Textes ,mississippi$”
einen Schritt der Riickwértssuche. Ausgehend vom ,,i“-Intervall [2..5] (in der
linken Tabelle grau hervorgehoben) soll das ,,si“-Intervall berechnet werden.
Dazu wird zunéchst das ,,s“-Intervall [9..12] bestimmt (leicht hervorgehoben).
Die Werte der W-Funktion im ,,s“-Intervall sind 3,4,9 und 10. Da die Werte
der U-Funktion an den ersten beiden Stellen im ,,i“-Intervall liegen, bilden

diese zusammen das neue ,,si“-Intervall (rechte Tabelle).
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Ts 4 i W) Toap

$ 1 6 $
___________ i$ 2 i$

E 3 8 ippi$

4 11  issippi$

ississippi$ E 5 12  ississippi$
___________ I;liéé;.éé;.i)i);é = 6 5 mississippi$

pi$ 7 2  pi$
,,,,,,,,,,, ppis 8 T pei¥

sippi$ | 9 3 i

sissippi$ i E 10 4 i

ssippi$ | 116 ssippib

ssissippi$ 12 10 ssissippi$

Abbildung 4.3: Riickwértssuche mit der W-Funktion



Kapitel 5

Bidirektionale Suche

Stellt man an einen Index nur die Anforderung, dass er ein Muster in einem
gegebenen Text effizient suchen kénnen muss, so ist es gleichgiiltig, ob er da-
zu Vorwarts- oder Riickwéartssuche verwendet, denn dann interessiert nur das
Ergebnis. Es gibt aber auch komplexere Fragestellungen als diese. Wir ha-
ben Indexe kennen gelernt, die ausgehend von einem gefundenen Muster die
Menge der Vorkommen weiter einschranken, indem sie dieses Muster entwe-
der auf der rechten oder auf der linken Seite um einen Buchstaben verlangern.
In diesem Kapitel soll versucht werden, einen Index zu konstruieren, der die
Verldangerung des Musters auf beiden Seiten, und somit bidirektionale Suche

unterstiitzt.

5.1 Kombination von Vorwarts- und

Rickwartssuche

In den Kapiteln 3 und 4 wurden Indexe vorgestellt, die jeweils nur eines
dieser beiden Konzepte unterstiitzen. Sie haben aber alle gemeinsam, dass
eine Suche nach einem Muster iiber die Bestimmung eines Intervalls im Suffix
Array funktioniert. Man kann also fiir einen gegebenen Text einen Index fiir
die Vorwértssuche und einen Index fiir die Riickwértssuche erstellen, und die
Kombination davon ist ein Index, der bidirektionale Suche unterstiitzt. Es
sind viele verschiedene Kombinationen fiir die bidirektionale Suche denkbar,
z.B.

e Das Suffix Array SA und der Text T fiir die Vorwartssuche, und die

U-Funktion fiir die Riickwartssuche.

29
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e Das Suffix Array SA und der Text T fiir die Vorwértssuche, und die

Funktion Oce fir die Rickwéartssuche.

e Mit der Gleichung W (i) := SA™'[SA[i] + 1] geniigt das Suffix Array und

das inverse Suffix Array zur Vorwirts- und Riickwértssuche.

Diese Kombinationen haben alle gemein, dass entweder die Vorwérts- oder
die Riickwartssuche nicht in optimaler Zeit funktioniert, also die Laufzeit der
Suche nach einem Muster der Lénge m langsamer ist als O(m). Einzig die
Kombination vom Enhanced Suffix Array und der Riickwértssuche mit der
Funktion Occ bietet lineare Laufzeit in beide Richtungen, sie hat aber einen

sehr hohen Speicherplatzbedarf.

5.2 Compressed Suffix Arrays

Falls der Text sehr grofs wird, steigt jedoch auch der Speicherplatzbedarf die-
ser Indexdatenstrukturen stark an. Im Jahr 2000 wurden die ersten Versuche
unternommen (|GV00, M&00]), gewisse ,,Regularitdten” im Suffix Array aus-
zunutzen und das Suffix Array in einer komprimierten Form abzuspeichern.
Der Preis dafiir ist der erhohte Zeitaufwand beim Zugriff auf seine Werte.
Das Ergebnis davon ist das komprimierte Suffiz Array (engl. Compressed
Suffiz Array, CSA). Im folgenden Unterabschnitt wird zunéchst ein CSA
vorgestellt, welches seine SA-Werte mit Hilfe der W-Funktion berechnet. An-
schliefiend wird eine Datenstruktur entwickelt, die dhnlich funktioniert und
auf der Funktion Occ basiert. Beide Varianten bieten zudem Zugriff auf die
Werte vom inversen Suffix Array. Damit ist auf beiden Indexen bidirektionale

Suche moglich.

5.2.1 CSA durch die V-Funktion

Sadakane stellt in [Sad03] ein komprimiertes Suffix Array vor, welches im
Wesentlichen auf der W-Funktion basiert, und gleichzeitig den Zugriff auf die
Werte SA und SA™! gibt. Es gilt nach der Definition der W-Funktion

SA[U(i)] = SA[i] + 1 (5.1)

Wendet man auf beiden Seiten der Gleichung das inverse Suffix Array
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SA™! an, und substituiert man i durch SA™'[i], so erhilt man nach Verein-

fachung die Gleichung

U(SA™i]) = SA i + 1] (5.2)

Damit dient die W-Funktion nicht mehr nur als Abbildung von einem
Suffix auf das um einen Buchstaben kiirzere néchste Suffix (Gleichung 5.1),
sondern auch als Beziehung zwischen zwei aufeinander folgenden Werten von
SA™!. Ist ein Wert SA™'[i] gegeben, so kann durch (j — 7)-maliges Anwenden
der W-Funktion der Wert SA~'[4] fiir alle j > i berechnet werden (Gleichung
5.2). Speichert man nur jeden k-ten Eintrag der Arrays SA und SA™, so ver-
ringert sich der Speicherplatzbedarf von jeweils O(nlogn) Bits auf O(8%)
Bits. Wihlt man & = logn, so benétigen die beiden Arrays SA und SA™! nur
noch linear viele Bits Speicher. Der Preis dafiir ist, dass die Werte der bei-
den Arrays nicht mehr direkt zur Verfiigung stehen, sondern erst mit O(logn)
Schritten berechnet werden miissen. Die Funktion ¥ kann dabei komprimiert
abgespeichert werden, so dass sie nur noch O(n) Bits Speicher bené6tigt und
mit Hilfe der ,Vier-Russen-Methode* trotzdem konstante Zugriffszeit bietet
([Sad03]).

Die W-Funktion alleine ermdoglicht ja bereits die Riickwértssuche (Ab-
schnitt 4.3). Kombiniert mit den Samples der Arrays SA und SA™' lassen
sich alle Werte dieser beiden Arrays berechnen, man kann also wie in Ab-
schnitt 3.3 auch in Vorwartsrichtung suchen. Damit hat man einen Index
zur bidirektionalen Suche mit O(n) Bits Speicherplatzbedarf. Dieser ist je-
doch besonders bei der Vorwértssuche nicht optimal, da in jedem Schritt der
bindren Suche ein SA- und ein SA™!-Wert berechnet werden muss. Damit

besitzt die Suche in Vorwirtsrichtung die Laufzeit O(log®n) pro Buchstabe.

5.2.2 CSA durch die Occ-Funktion

Genau wie die U-Funktion kann auch die Funktion Oce dazu verwendet wer-
den, die Eintrige in den Arrays SA und SA™' aus gespeicherten Samples

dieser Arrays zu berechnen. Dazu definiert man die Funktion

LF(i) = C[BWTIi]] + Occ(BWTIi), 4)

An der Stelle ¢ im BWT-Array steht der Buchstabe, der dem Suffix Tg4p;)
im Text vorausgeht. Der Teilausdruck Oce(BWTi], i) gibt also an, wie viele
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Suffixe, die lexikographisch kleiner oder gleich dem Suffix Ts4p; sind, eben-
falls im Text direkt hinter diesem Buchstaben beginnen. Somit bildet diese
Funktion das Suffix Tg4p) auf Tg45-1 ab. Es handelt sich also um die Um-

kehrfunktion von W. Die Beziehungen

SA[LF(1)] = SA[i]—1 und (5.3)
SA7Yi—1] = LF(SA7'i]) (5.4)

erlauben also die Berechnung aller Werte von SA und SA™' aus wenigen
abgespeicherten Eintrigen wie in Abschnitt 5.2.1. Damit handelt es sich hier-
bei ebenfalls um einen Index zur bidirektionalen Suche, denn die Arrays SA
und SA™! geniigen zur Vorwirtssuche, und die Funktion Oce zur Riickwéirts-
suche. Aber auch dieser Index ist noch nicht optimal, da der Zugriff auf die
Werte von SA und SA™! und somit die Vorwértssuche in der Laufzeit stark

von n abhéngt.

5.3 Affixbaum und Affix Array

Lange Zeit war die grundlegende Datenstruktur fiir sehr viele Algorithmen,
die sich mit der Verarbeitung von Strings beschéftigen, der Suffizbaum
(|Wei73]). Dieser eignet sich zur effizienten Losung vieler verschiedener Pro-
bleme, zum Beispiel auch zur Mustersuche. Als Verallgemeinerung des Suf-
fixbaumes wurde in [Sto95| der Affizbaum vorgestellt, der sich zur bidirek-

tionalen Suche eignet.

5.3.1 Suffixbaum

Ein atomarer Suffizbaum eines Textes T' der Léange n ist ein gerichteter Such-
baum mit n Bléattern. Jede Kante ist mit einem Buchstaben aus 7" beschriftet.
Kein Knoten hat zwei ausgehende Kanten mit dem selben Buchstaben. Die
Blétter sind mit ¢ € [1..n] beschriftet. Konkateniert man die Buchstaben auf
dem Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt i, so erhédlt man das Suffix 7;.

Im Worst Case hat der atomare Suffixbaum quadratisch viele Knoten.
Deshalb verwendet man in der Praxis den kompakten Suffiztbaum. Das be-
sondere am kompakten Suffixbaum ist, dass Knoten, die nicht verzweigen,

zusammengefasst werden. Die Kanten sind somit beschriftet mit Teilwortern
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Abbildung 5.1: Kompakter Suffixbaum zu T = | ababc*

von T'. Da ein Baum mit n Blattern, in dem sich alle inneren Knoten verzwei-
gen, hochstens 2n — 1 Knoten besitzt, lassen sich Suffixbdume mit linearem
Platzbedarf abspeichern. Es existieren aulerdem Algorithmen, welche einen
Suffixbaum in linearer Laufzeit erstellen.

Mochte man die Frage Ist P ein Teilstring von 7'7¢ mit Hilfe des Suf-
fixbaumes untersuchen, so folgt man von der Wurzel aus genau dem Pfad,
dessen Kanten die entsprechende zu P passende Beschriftung vorweisen (sie-
he Abbildung 5.1). Kommt man bei der Suche an einen Punkt, an dem keine

passend beschriftete Kante existiert, so ist das Muster nicht in 7" enthalten.

Beispiel 5.1

Gegeben sei der kompakte Suffixbaum aus Abbildung 5.1.

e Mochte man das Muster ,,bc” suchen, so startet man bei der Wurzel ),
folgt nacheinander den Kanten ,,b* und ,,c** und landet beim Knoten (4).

Dies bedeutet, dass das Muster ,,bc* an der Stelle 4 im Text vorkommt.

e Die Suche nach ,,ab* resultiert in einem inneren Knoten. Da sich dieser
verzweigt gibt es mehrere Suffixe, welche mit ,,ab* beginnen. Die Bléatter
(® und @) in diesem Teilbaum geben also genau die Positionen an, an

denen das Muster ,,ab* auftritt.

5.3.2 Affixbaum

Der Suffixbaum eignet sich also hervorragend als Index zur Suche nach einem

Muster in Vorwértsrichtung. Fiir die Suche in die Riickrichtung kann man
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den den Suffixbaum des umgekehrten Textes T7¢" erstellen. [Sto95] kombi-
niert diese beiden Datenstrukturen zum Affizbaum. Er besteht konzeptionell
aus den beiden atomaren Suffixbdumen von 7' und 77¢". Jedem Knoten u aus
dem einen entspricht ein Knoten v aus dem anderen Baum in dem Sinne, dass
die Beschriftung des Pfades von der Wurzel nach u genau die umgekehrte Be-
schriftung von der anderen Wurzel nach v ist. Jeder Knoten des Affixbaums
ist also gleichzeitig ein Koten in beiden urspriinglichen atomaren Suffixbau-
men und besitzt somit ausgehende Kanten vom Suffixbaum von 7' (zum
Suffiz-Nachfolger) sowie vom Suffixbaum von T (zum Prafiz- Nachfolger).
Entfernt man nun alle Nichtblattknoten, die in keiner dieser beiden Kanten-
mengen verzweigend sind, so erhélt man den fertigen Affixbaum.

Jeder Knoten u wird durch die Beschriftung B(u) seines Pfades von der
Whurzel her iiber die Suffix-Nachfolger eindeutig identifiziert, und B(u) ist ein
Teilwort vom urspriinglichen Text. Ein Schritt zu einem Suffix-Nachfolger
verlangert dieses Teilwort nach rechts und entspricht einer Vorwértssuche,
ein Schritt zu einem Préfix-Nachfolger verldngert B(u) auf der linken Sei-
te und entspricht einer Riickwértssuche. Der Affixbaum unterstiitzt somit

bidirektionale Suche.

Beispiel 5.2

Es sei der Affixbaum zum String ,,ababc” wie in Abbildung 5.2 gegeben. Die
durchgezogenen Kanten sind die Kanten des Suffixbaums, die gestrichelten
die des umgekehrten Suffixbaums. Es soll nach dem Muster ,,abc” gesucht

werden.

e Dazu wird beim Wurzelknoten (W) gestartet, der fiir das leere Wort steht.
Zwei Vorwérts-Suchschritte nach ,,b“ und ,,c* fithren uns zunéchst nach
2 und dann zum Knoten (3), der fiir das Wort ,,bc* steht. Eine Suche

in Rickwartsrichtung nach dem Buchstaben ,,a“ resultiert im Knoten

®.

e Zum gleichen Ziel fithren zum Beispiel auch zwei Riickwértssuchen nach

,b“ und ,,a“ und eine Vorwartssuche nach ,,c*.

e Der Knoten (6) steht also offensichtlich fiir den String ,,abc®. Da er keine

Suffix-Nachfolger besitzt, kommt dieser String nur ein mal im Text vor.
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Abbildung 5.2: Affixbaum zu T' = ,;ababc” (aus [Maa00])

Der Affixbaum kann in linearer Zeit erstellt werden. Der in [Maa00] vor-
gestellte Online-Algorithmus ist sogar in der Lage, den Text ohne Neuberech-
nung des kompletten Affixbaums in beide Richtungen zu verlangern. Beide
Suffixbdume, und somit auch der Affixbaum, haben linearen Speicherplatzbe-
darf. In der Praxis benotigt er jedoch fiir jedes Zeichen des originalen Textes
45 Bytes Speicher.

5.3.3 Affix Array

In [Str07] wurde deshalb das Affix Array vorgestellt. Wie der Affixbaum ba-
siert es auf der Tatsache, dass es Parallelen gibt zwischen dem Index eines
Textes und dem des umgekehrten Textes. Es besteht daher aus einem En-
hanced Suffix Array I vom Text 7" und einem Enhanced Suffix Array 1™
vom umgekehrten Text 77" dem Reverse Prefix Array.

Dass das Affix Array die Moglichkeit der Vorwértssuche auf dem Text

T in linearer Zeit bietet ist klar, denn dafiir verwendet es den Index I. Die
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Abbildung 5.3: Affix Array von ,el_anele_lepanelen$‘ mit LCP-
Intervallen

Riickwértssuche eines Musters P im Text T' entspricht der Vorwirtssuche
vom umgekehrten Muster P™ in T7. Durch den Index I™®" unterstiitzt
das Affix Arrays somit auch die Riickwértssuche in linearer Zeit. Der Zu-
sammenhang zwischen den beiden Enhanced Suffix Arrays entsteht durch ei-
ne Abbildung zwischen den LCP-Intervallen dieser beiden Datenstrukturen.
Falls diese Abbildung, und somit der Wechsel der Suchrichtung, in konstanter
Zeit funktioniert, ist das Affix Array ein optimaler Index zur bidirektionalen
Suche.

Abbildung 5.3 zeigt die beiden Enhanced Suffix Arrays I und I"” mit ih-
ren LCP-Intervallen. Man erkennt, dass einige L C'P-Intervalle von I Entspre-
chungen in I besitzen, wie z.B. das hervorgehobene LCP-Intervall 5-[4..5]
in [ und 5-[8..9] in I"®", welche jeweils fiir die Worter ,,anele bzw. ,elena“
stehen. Andere LCP-Intervalle haben dagegen keine solchen direkten Ent-
sprechungen. Es existiert also offensichtlich keine bijektive Abbildung zwi-
schen den LCP-Intervallen der beiden Enhanced Suffix Arrays. Es ldsst sich
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jedoch zeigen, dass es zu jedem LCP-Intervall ein entsprechendes Intervall
im anderen Index gibt, das gleich grofs ist, moglicherweise jedoch einen gro-
fseren [-Wert besitzt. Fiir den effizienten Wechsel in den anderen Index wird
jedes Enhanced Suffix Array um eine weitere Tabelle erweitert, welche zu
jedem LCP-Intervall das entsprechende LCP-Intervall in der anderen Da-
tenstruktur speichert. Damit ist der Wechsel der Suchrichtung in konstanter
Zeit moglich.

Die beiden Enhanced Suffix Arrays bieten jeweils die Funktionalitét eines
Suffixbaumes, und somit unterstiitzt das Affix Array alle Algorithmen, die
auch mit dem Affixbaum mdoglich sind. Der Vorteil ist, dass es mit 18 bis 20
Bytes pro Zeichen des urspriinglichen Textes wesentlich speicherplatzeffizi-

enter 1ist.






Kapitel 6

Der bidirektionale Wavelet-Index

Motiviert vom Affix Array soll eine weitere, wesentlich einfachere Daten-
struktur entwickelt werden, welche bidirektionale Suche ermdglicht. Beim
Affix Array wird dies dadurch erreicht, dass ein Enhanced Suffix Array vom
Text T fiir die Vorwéartssuche und ein Enhanced Suffix Array vom umge-
kehrten Text 77 fiir die Riickwartssuche erstellt wird. Die selbe Idee, also
die Vorverarbeitung des Textes und des umgekehrten Textes fiihrt uns zum

bidirektionalen Wavelet-Indez.

6.1 Grundlagen

Die bisher interessanteste vorgestellte Datenstruktur war der Wavelet Tree,

denn er bietet einen sehr guten Kompromiss zwischen Groéfse und Laufzeit
der Suche.

Definition 11. Gegeben sei ein Text T. Dann besteht der bidirektionale

Wavelet-Index von T aus

o dem Wawvelet Tree R der Burrows- Wheeler-Transformation vom Text T

(Riickwdrtsindex) und

o dem Wavelet Tree V' der Burrows- Wheeler-Transformation vom umge-
kehrten Text T" (Vorwdrtsindez) !.

Auflerdem wird das C-Array vom Text erstellt, und jeder k-te Wert von SA
gespeichert, wobei k € O(logn).

I Auch der umgekehrte Text T7¢V besitzt das Zeichen $ an der letzten Position.

39
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Wie beim Affix Array gibt es zwischen diesen beiden Indexen folgende

Parallele.

Satz 1. Jedem w-Intervall im Rickwdrtsindex entspricht ein w"'-Intervall

im Vorwdrtsindex und umgekehrt, und beide sind gleich grofs.

Beweis. Es sei T ein Text der Linge n, w ein Teilwort von T, SA das Suffix
Array von T, R der Riickwértsindex und V' der Vorwértsindex. Sei [i..j] das
w-Intervall in R. Es gibt also genau (j — i 4 1) Suffixe Tgap, ..., Toap; die
mit w beginnen. Folglich existieren (j — i 4+ 1) Positionen im umgekehrten
Text T"¢, die mit w" beginnen, und diese sind p, = n — (SA[k] + |w| — 1)
fiir i < k < j. Da diese Positionen p;. die einzigen im umgekehrten Text 717"
sind, welche mit w™® beginnen, und alle Suffixe von 77" in V' lexikographisch
sortiert sind, existiert ein Intervall [i""..j"] in V', in dem alle Suffixe Tggreuy,
fiir " < k < 5" mit w"® beginnen, und es gilt j —i 4+ 1 = 57V — "V + 1.

Diese Aussagen gelten analog fiir die Gegenrichtung. [

Da es keine direkte Abbildung von w-Intervallen des einen Index auf w"’-
Intervalle des anderen Index gibt, miissen wahrend der Suche beide Intervalle
gespeichert werden. Jeder Suchschritt in einem erfordert somit auch eine
Anpassung des Intervalls im anderen Index.

Der bidirektionale Wavelet-Index ist eine symmetrische Datenstruktur.
Die Riickwértssuche erfolgt auf dem ersten Index, und erfordert eine Anpas-
sung des Intervalls auf dem zweiten Index. Genau analog dazu erfolgt die
Vorwiértssuche auf dem zweiten Index und erfordert die selbe Anpassung des
Intervalls auf dem ersten Index. Deshalb wird exemplarisch nur die Riick-
wartssuche erlautert.

Wie in Abschnitt 4.1 erfolgt die Riickwértssuche auf dem Riickwartsin-
dex R mit der Funktion Occ. Dabei wird vom w-Intervall [i..j] ausgehend

das cw-Intervall bestimmt. Im Vorwértsindex V' entspricht dieser Schritt ei-

YT EV

-J
also die Information, welche Buchstaben die Suffixe des umgekehrten Tex-

Tev

ner Vorwértssuche. Die Anpassung des zweiten Intervalls [z | erfordert
tes in diesem Intervall an der Position |w|+ 1 haben. Der Vorwértsindex hat
zwar keine direkte Information dariiber, welche Buchstaben dort stehen, man
weifs nur, dass diese lexikographisch sortiert sind. Die gesuchte Information
steht aber in der Burrows-Wheeler-Transformierten BWT im Riickwértsin-
dex. Dort sind diese Buchstaben zwar nicht sortiert, falls man jedoch die

Antwort auf die Frage weif, wie viele Buchstaben in BWTYi..j] kleiner sind
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11 ‘\1," e panelen$ 11 1 ®‘\nl'apel_elena_le$
12 e[ 1_anele_lepanelen$ 12 e l_e\llena_le$
13 el [le| lepanelen$ 13 _  le$
14 e Mlen$ 14 e 1lena_le$
15 _ |le panelen$ 15 e 1lenapel_elena_le$
16 e n$ 16 e na_le$
17 a nele_lepanelen$ 17 e napel_elena_le$
18 a nelen$ 18 $ nelenapel_elena_le$
19 e panelen$ 19 a pel_elena_le$

Abbildung 6.1: Ein Schritt der Riickwartssuche auf dem bidirektionalen
Wavelet-Index zu T' = ,,el_anele_lepanelen$“ von ,e“ nach ,le“.

als der gesuchte Buchstabe ¢, so weils man auch, dass die linke Intervallgrenze
i"*” um genau diese Anzahl nach rechts verschoben wird. Genauso verschiebt
sich die rechte Intervallgrenze 57 um die Anzahl von Buchstaben grofer als

¢ nach links.

Abbildung 6.1 veranschaulicht einen Suchschritt im bidirektionalen Wave-
let-Index. Gegeben sind das ,,e“-Intervall [6..11] im Riickwértsindex (links)
und das ,e“-Intervall [6..11] im Vorwértsindex (rechts). Es soll ein Riick-
wartssuchschritt nach dem Buchstaben ,,1 durchgefiihrt werden. Dabei wird
zunéchst im Riickwartsindex mit der Occ-Funktion das neue ,,1e“-Intervall
[13..15] bestimmt. Um das Intervall im Vorwértsindex anzupassen, wird die
Funktion get Bounds([6..11],[1..7],,1%) auf dem Wavelet Tree des ersten In-

dex aufgerufen. Diese bestimmt die beiden Anzahlen der Buchstaben in
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BWT]6..11] (in der Abbildung grau hervorgehoben), welche kleiner bzw. gro-
Ker sind als ,,1“. Es handelt sich offensichtlich um die selben Buchstaben, die
auch im zweiten Index hervorgehoben sind. Da ein Buchstabe kleiner ist und
zwei grofer wird nun die linke Intervallgrenze im Vorwértsindex um 1 nach
rechts verschoben, und die rechte Intervallgrenze um 2 nach links.

Vergleicht man diese neue Datenstruktur mit dem Affix Array, so erkennt
man vor allem, dass der Speicherplatzbedarf wesentlich geringer ist. Ein Wa-
velet Tree bendtigt n - log || + o(n - log |X|) Bits Speicherplatz. Geht man
davon aus, dass der zusétzliche Speicherplatz fiir die Rank-Anfragen 0,25 - n
Bits benétigen, dann ist der gesamte Index nur etwa 2,5 mal so grof wie der
urspriingliche Text. Zudem benétigt man zur Bestimmung des Ergebnisin-
tervalls keinen Zugriff auf den Text.

Das Ergebnis der Suche nach dem Muster w ist am Ende das w-Intervall.
Um herauszufinden, wo im Text das Muster vorkommt, bendtigt man al-
lerdings die Werte des Suffix Arrays in diesem Intervall. Wendet man die
Technik mit der inversen W-Funktion aus Abschnitt 5.2.2 an, so geniigt es,

nur einen Bruchteil der SA-Werte abzuspeichern.

6.2 Die Funktion getBounds

Es ist die Antwort gesucht auf die Frage ,.Wie viele Buchstaben in BWTTi..j]
sind kleiner bzw. grofer als ¢?“ Auch diese Berechnung erfolgt iiber einen
Top-Down-Durchlauf des Wavelet Trees, der mit dem gesamten Alphabet
[1..]%]] beginnt. Gehort der Buchstabe ¢ zur linken Hélfte des betrachteten
Alphabetintervalls, so sind auf jeden Fall alle Buchstaben, die zur rechten
Halfte gehoren, grofser als c. Die Anzahl dieser Buchstaben ist gleich der
Anzahl der Einsen im Intervall [i..j]. Die weitere Berechnung erfolgt rekursiv
im linken Kindknoten. Der String im linken Kind eines Knotens mit dem
Alphabetintervall [I..r] besteht nur noch aus denjenigen Buchstaben, die in
Bl qurch eine 0 repriisentiert werden. Deshalb entspricht das Intervall [i..7]
im linken Kindknoten dem Intervall [a..b], wobei a die Anzahl der Nullen
im Intervall [1..i — 1] und b die Anzahl der Nullen im Intervall [1..j] im
Bit-Vektor Bl ist. Analog gilt, dass alle Buchstaben der linken Hélfte des
Alphabets kleiner sind als ¢, falls ¢ zur rechten Halfte gehort, und hier erfolgt
die weitere rekursive Berechnung im rechten Kindknoten. Ist das betrachtete

Alphabetintervall nur noch einen Buchstaben grofs, so handelt es sich um den
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getBounds([6..11], [1..7],,,1)

T-7 = nle_pll$nnllleee_eaae
BT = 1100110111100000000

getBounds([4..8], [5..7],,1¢)
T4 = e_$eece_eaae 77 = nl
B4 =10011101111 BB = 001 OOO
getBounds([3 1,[5..6],,,1%)
T2 = _$_ T[3 4l — eeeceeaae T[5 6l = nlfl nnl
B2l = 101 B[3 A = 11111001 B[5 6l = 100 110

ORSNCRC db

Abbildung 6.2: Die besuchten Knoten des Wavelet Trees fiir die Berech-
nung der Funktion getBounds([6..11],[1..7],,1%) sind leicht hervorgehoben.
In BI7[6..11] steht eine Null, also ist ein Buchstabe kleiner als ,,1%. In
Bb-0] [3..7] stehen zwei Einsen, somit sind zwei Buchstaben grofer als ,,1%.

Buchstaben c. In diesem Basisfall ist kein Buchstabe kleiner bzw. grofser, der
Riickgabewert ist also jeweils 0.

Algorithmus 6.1 berechnet somit genau die Anzahl der Buchstaben in
BWTi..j], die kleiner bzw. grofer als ¢ sind. Er wird gestartet mit Alpha-
betintervall [1.. |3]]. Da im Wavelet Tree nur die Knoten entlang des Pfades
von der Wurzel bis zum Knoten [c..c] besucht werden, ist die Komplexitét
O(log|X]|). Es miissen in jeder Inkarnation der Funktion getBounds effek-
tiv nur zwei rank-Anfragen berechnet werden, denn da Bit-Vektoren nur die
Werte 0 und 1 beinhalten, ist der Wert von rankq(B, i) gleich i —rank; (B, 7).

Satz 2. Fin Suchschritt auf dem bidirektionalen Wavelet-Index in eine be-
liebige Richtung hat die Laufzeit O(log |X]).

Beweis. Ein Schritt der Riickwértssuche erfordert zwei Anwendungen der
Funktion Occ. Da diese Funktion mit dem Wavelet Tree implementiert ist,
dauert eine Anwendung die Zeit O(log|X¥|), genauso wie die Anpassung des
zweiten Intervalls mittels der Funktion getBounds. Ein Schritt in Vorwérts-
richtung funktioniert analog durch einen Riickwértsschritt auf dem zweiten

Index und die Anpassung des ersten Intervalls. [
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Algorithmus 6.1 getBounds([i..j],[l..r], ¢) auf einem Wavelet Tree

/* [i..j] ist das Intervall, fiir das die Anfrage gestartet wird */
/* [l..r] ist das Alphabetintervall */
/* Riickgabe (smaller, greater), Zahl der Buchstaben kleiner bzw. grofer als ¢ */
if [ = then
return (0,0)
else
(ag, by) « (ranko (Bl i — 1), ranky (B, 5))
(ay,b1) « (rank, (B""1 i — 1), rank, (B 5))
m = (1]
if ¢ < m then
(smaller, greater) «— get Bounds([ag + 1..bg], [I..m], ¢)
return (smaller, greater + by — ay)
else
(smaller, greater) < get Bounds(|ay + 1..by],[m + 1..7],¢)
return (smaller + by — ag, greater)

6.3 Beispiel

Es soll im Text T = ,el_anele_lepanelen$* mit dem bidirektionalen
Wavelet-Index (Abbildung 6.1) nach dem Muster ,ele“ gesucht werden. Zur
Demonstration der bidirektionalen Suche wird diesmal zunéchst das ,1%-
Intervall bestimmt. Danach erfolgt ein Schritt der Riickwéartssuche nach ,,e*
und ein Schritt der Vorwirtssuche nach ,,e“. Es bezeichne [iff..jf] das Intervall
im Riickwirtsindex im k-ten Suchschritt, analog [} ..7/] im Vorwirtsindex.
Des Weiteren beziehen sich Occ®t, Occ"', get Bounds™ und get Bounds' auf

den entsprechenden Index.

1. Da auch der bidirektionale Wavelet-Index das C-Array speichert ist
der erste Schritt trivial. Das , 1“-Intervall ist im Riickwérts- und im

Vorwartsindex gleich

=4/ =C[l]=12 und

2. Die Riickwértssuche erfolgt zunéchst auf dem Riickwartsindex mit der
Funktion Occ’t. Es gilt

it = Cle] + OccP(e,11) =6 +1=7 und
g =Cle] + Occl(e,15) —1=6+4—-1=9
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Es folgt die Anpassung des Intervalls im Vorwértsindex

(smaller, greater) « get Bounds®([ift..j1],[1..7], ,e*)
iy =14} + smaller =12+ 1 =13
gy =i/ — greater = 15— 0= 15

3. Die Vorwirtssuche nach ,,e“ erfolgt als Riickwértsschritt auf dem Vor-
wartsindex. Es gilt

iy = Cle] + Occ(e,12) =6+2=8 und
7Y =Cle] + Occ¥(e,15) =1 =6+4—1=9

Es folgt die Anpassung des Intervalls im Riickwértsindex

(smaller, greater) « get Bounds" ([iy .55 ], [1..7], ,&*)

it =ilt + smaller =7+1=38

j?fz:jQR—greater:9—0:9

Das gesuchte ,,ele“-Intervall bezieht sich immer auf den Riickwartsindex
und ist somit [8..9].

6.4 Optimierung fiir grof’e Alphabete

Héufig wird bei der Angabe der Laufzeitkomplexitdt von Indexen nur die
Abhéngigkeit von der Lange des Textes n betrachtet und die Grofe des Al-
phabets |X| als ,konstanter Faktor vernachlédssigt. Es sind aber durchaus
Problemstellungen denkbar, in denen das zugrundeliegende Alphabet in der
Grofsenordnung von einigen Tausend Buchstaben liegt, und dann lohnt sich
eine Betrachtung der Abhéngigkeit der Laufzeit von |X|. Man stelle sich einen
Backtracking-Algorithmus vor, der durch Riickwértssuche das Muster w um
alle moglichen Buchstaben nach links verldngern will. Dafiir kann er fiir jedes
¢ € X eine Riickwértssuche starten, welche in der Zeit O(log|X|) entweder
das nichtleere cw-Intervall oder das leere Intervall zuriickliefert. Die gesamte
Schleife lduft also in der Zeit O(|X]log |X]).

Wenn man die Antwort auf die Frage ,Welche Buchstaben kommen aus-
gehend vom Intervall [i..j] fiir die Riickwértssuche nach dem Buchstaben ¢ in

Frage? effizient beantworten kann, muss man die Riickwéartssuche auch nur
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fiir diese Buchstaben starten. In Frage kommen natiirlich genau die Buch-
staben, die in der Burrows-Wheeler-Transformation im Intervall [i..j] stehen.
Fiir den Wavelet Tree kann man hierfiir den folgenden Algorithmus entwi-
ckeln.

Der Wavelet Tree wird in einer Top-Down-Reihenfolge durchlaufen. Falls
in BI“) im Intervall [i..j] Nullen stehen dann bedeutet das, dass an diesen
Stellen in T ein Buchstabe aus der ersten Hilfte des Alphabetintervalls
steht. Dann muss in den linken Teilbaum abgestiegen werden. Analog muss
anschlieend auch der rechte Teilbaum untersucht werden, falls im Intervall
[i..7] Einsen stehen, denn diese représentieren Buchstaben aus der zweiten
Hélfte des Alphabetintervalls. Ist der Tiefendurchlauf bei einem Blattknoten
[c..c] angekommen, so gehort ¢ offensichtlich zu den gesuchten Buchstaben.
Wie bei dem get Bounds-Algorithmus 6.1 muss das zu untersuchende Intervall

beim rekursiven Abstieg entsprechend verkleinert werden.

Algorithmus 6.2 getCharacters([i..j|, [l..r], list) auf einem Wavelet Tree

/* [i..j] ist das Intervall, fiir das die Anfrage gestartet wird */
/* [l..r] ist das Alphabetintervall */
/* list ist das Ergebnis, muss zu Beginn die leere Liste sein */
if [ =r then
append(list, X[l])
else
(ag, by) + (ranko (B! i — 1), ranky (B, 5))
(a1, b)) « (rank, (Bl i — 1), rank, (B, 5))
m = |5
if b() > Qg then
getCharacters([ag + 1..bol, [I..m], list)
if by > a; then
getCharacters([ay + 1..b1], [m + 1..7], list)

Algorithmus 6.2 berechnet eine Liste der Buchstaben in BWTTi..j]. Die
Komplexitét ist dabei die Anzahl der besuchten Blitter (also die Léange des
Ergebnisses) mal die Hohe des Baumes. Sei k die Anzahl der Buchstaben in
BWT im Intervall [i..j]. Dann ist die Laufzeit des Algorithmus O(klog|X|).



Kapitel 7

Praxisanwendung:
Sekundarstruktur der RNA

Die DNA (Desoxyribonukleinsiure) ist der Trager der Erbinformationen in
allen Lebewesen. Es handelt sich dabei um ein Makromolekiil, um eine Anein-
anderkettung von sehr vielen einzelnen Bausteinen, den Nukleotiden. Jedes
dieser Nukleotide besteht seinerseits aus einem Zuckermolekiil, Phosphorséu-
re und einer von vier unterschiedlichen Basen, und diese heiffen Adenin (A),
Guanin (G), Cytosin (C) und Thymin (T). Abstrakt betrachtet handelt es
sich bei DNA also um einen String iiber dem Alphabet ¥ = {A,C,G,T}.
Die Basenpaare A-T und C-G sind dabei zueinander komplementiar und
konnen untereinander Wasserstoffbriicken, sogenannte Basenpaarbindungen
eingehen. Jedes DNA-Molekiil besteht aus zwei identischen Einzelstréngen,
die gegenlaufig parallel angeordnet sind und somit einen Doppelstrang bilden.
So kommt es, dass jedes Nukleotid des einen Stranges eine Basenpaarbindung
mit dem komplementédren Nukleotid des anderen Stranges eingeht.

Auf den DNA-Stréangen gibt es Abschnitte, auf denen die Erbinformati-
on codiert ist, und diese Abschnitte nennt man Gene. Die Transkription ist
ein biologischer Prozess, bei dem RNA (Ribonukleinséure) anhand eines Gens
als Vorlage hergestellt wird. Dabei wird zunéchst der Doppelstrang kurzzeitig
aufgetrennt. Parallel zu einem dieser DNA-Striange lagern sich Bausteine an,
die sich zu einem RNA-Molekiil verbinden. Dieses hat eine &hnliche Struktur
wie die DNA. Ein Unterschied ist, dass statt Thymin die funktionell dqui-
valente Base Uracil (U) verwendet wird. Da sich an ein Nukleotid der DNA
nur ein komplementéres Nukleotid der RNA anlagert, ist das Produkt der

Transkription eine komplementédre Kopie dieses Abschnitts, bzw. eine exak-

47
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te Kopie des entsprechenden Abschnitts des komplementidren DNA-Stranges

(bis eben auf die Tatsache dass Thymin durch Uracil ersetzt wurde).

Das entstehende Transkript lasst sich anhand seiner Funktion in weitere
Gruppen einteilen. So wird zum Beispiel die Messenger-RNA (mRNA) di-
rekt als Bauplan fiir die Proteinsynthese verwendet, ihre Nukleotidsequenz
gibt dabei exakt vor wie das Protein auszusehen hat. Andere Arten der RNA
werden dagegen zunéchst in eine Sekundéarstruktur umgewandelt, und haben
dann andere Funktionen in der Zelle. Ein Beispiel, wo die Sekundéarstruktur
eine grofse Rolle spielt, ist bei der , Reifung* der microRNA, welche eine wich-
tige Rolle bei weiteren genetischen Prozessen spielt. Hierbei wird das etwa
70 Nukleotide lange Transkript (die pre-microRNA) zunéchst in eine Sekun-
darstruktur gefaltet, aus welcher sich anschlieffend die microRNA bildet, die
nur noch 21-24 Nukleotide lang ist. Ihre Nukleotidabfolge héngt weniger
von der genauen Sequenz der pre-microRNA ab, sondern hauptsichlich von
dieser Sekundérstruktur. Mochte man nun fiir eine gegebene microRNA das
kodierende Gen bestimmen, so muss man also die gesamte DNA nach ei-
ner Region durchsuchen, deren Transkript eine passende Sekundérstruktur

ausbilden konnte.

Die Sekundarstruktur entsteht durch die Bindungskréfte der komplemen-
tdren Nukletidpaare A-U, C—G und G-U. Zu den wichtigsten Elementen
gehoren sogenannte Hairpin-Loop-Strukturen. Sie bestehen aus einem Mit-
telteil, also einigen ungepaarten Nukleotiden, und aus dem Stem, welcher
entsteht, wenn sich die Nukleotide links und rechts vom Mittelteil anein-
ander binden und so eine Schleife entstehen lassen (siche Abbildung 7.1).
Bei einer Suche nach einem Loop bestimmt man zuerst alle Vorkommen des
Mittelteils w. Diese Menge von Kandidaten wird anschliefsend genauer un-
tersucht. Dazu verlangert man das Muster zunéchst auf einer Seite um einen
Buchstaben d und sucht nach dem neuen Muster wd. Falls es Vorkommen
gibt, wird das Muster jetzt auf der anderen Seite um einen komplementa-
ren Buchstaben ¢ verldngert, welcher mit d eine Basenpaarbindung eingehen
kann. Fiir diese Strategie ist also weder der ausschliefsliche Einsatz der Vor-
wartssuche noch der Riickwartssuche sinnvoll, sondern man benétigt einen

Index, der bidirektionale Suche unterstiitzt.

In Algorithmus 7.1 ist das Vorgehen beschrieben, wie Vorwarts- und
Rickwirtssuche kombiniert zur bidirektionalen Suche verwendet werden kon-

nen (vgl. [Str07]). Die Funktion bidirectionalSearch realisiert rekursiv die



49

Abbildung 7.1: Beispiel fiir die Sekundéarstruktur des Strings
,, AGCCCCCUCAUGACCUGCAUGAGGGGCA“. Es entsteht ein Hairpin Loop mit
dem Mittelteil ,ACCUG* und einem Stem der Linge 10. Die gebundenen
Basenpaare sind gestrichelt angedeutet.

Algorithmus 7.1 Pseudocode der bidirektionalen Suche im RNA-String

Sei [i..j] das ,,ACCUG"-Intervall. Die Suche wird gestartet mit:
bidirectionalSearch([i..j], ,ACCUG")

function forwardSearch ([i..j], ¢, Musterlange)

/* Gibt das we-Intervall zuriick, oder L falls dieses nicht existiert */

function backwardSearch ([i..j], ¢)

/* Gibt das cw-Intervall zurick, oder L falls dieses nicht existiert */

function bidirectionalSearch ([i..j], w)

1: /* Basisfall. Ziel erreicht, Ende */
2: if |w| = MaxLength then

3:  print w, [i..]]

4:  for each k € [i..j] do

5

print SA[k]
6: return
7. end if

8: for each d € ¥ do
9:  [i..5'] < forwardSearch ([i..j], d, |w]|)
10: if [¢'..j] # L then

11: for each ¢ € Complement(d) do

12: [i"”..7"] < backwardSearch ([¢'..j'], ¢)

13: if [”..7"] # L then bidirectionalSearch([:"..7"], cwd)
14: end for

15:  end if

16: end for
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Backtracking-Suche!. In den Zeilen 2 bis 7 wird die Suche abgebrochen, da
die geforderte Musterlédnge erreicht ist, und es werden alle Ergebnisse aus-
gegeben. Ansonsten wird in Zeile 9 fiir jeden moglichen Buchstaben d € X
die Funktion forwardSearch aufgerufen. Falls diese ein Intervall zuriickliefert,
dann existieren Vorkommen des Musters wd. In diesem Fall wird in einer wei-
teren Schleife fiir jeden moglichen Buchstaben ¢ € Complement(d), also fiir
jeden Buchstaben der komplementéir zu d ist, die Funktion forwardSearch
gestartet. Liefert auch diese ein Intervall zuriick, so ist [i"..5”] das Intervall
aller Vorkommen des Musters cwd, und die Funktion bidirectionalSearch ruft

sich von neuem rekursiv auf.

Der ,innere Zustand“ der Backtracking-Suche ist hier nur die Musterlinge und das
Intervall [i..j]. Beim bidirektionalen Wavelet-Index kommt noch das zweite Intervall aus
dem Vorwiértsindex hinzu!



Kapitel 8
Implementierung

Zum Vergleich der verschiedenen vorgestellten Datenstrukturen und Algo-
rithmen wurden insgesamt sechs unterschiedliche Indexe implementiert, die
allesamt bidirektionale Suche unterstiitzen. Es wurden einige komplexe Test-
fille ausgewahlt, die im Wesentlichen durch eine Tiefensuche wie in Algorith-
mus 7.1 bearbeitet werden. Alle Tests wurden auf einem PC durchgefiihrt mit
vier Dual-Core AMD Opteron(tm) 8218 Prozessoren mit jeweils 2,6 GHz und
mit 64 GB Arbeitsspeicher.

8.1 Vorstellung der Implementierung

Die gesamte Implementierung erfolgte in der Programmiersprache C++. Die-
se eignet sich fiir diesen Zweck besonders gut, denn sie erlaubt sowohl ma-
schinennahe Programmierung als auch abstrakte Programmiertechniken wie
Objektorientierung und Templates. Damit ist sowohl eine hohe Modularitéat
der Implementierung und die Austauschbarkeit vieler Datenstrukturen als

auch ein sehr schnelle Ausfiihrung moglich.

Grundlage der implementierten Datenstrukturen ist die succinct data
structure library (|Gog09]), welche von Simon Gog am Institut fiir theoreti-
sche Informatik der Universitat Ulm entwickelt wird. Diese beinhaltet unter
anderem Algorithmen zur Herstellung von Suffix Arrays, Vektoren fiir Ganz-
zahlen mit beliebiger aber fester Breite bis zu 64 Bit und Algorithmen zur
Beantwortung von Rank- und Select-Anfragen fiir Bit-Vektoren in konstanter
Zeit.

o1
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8.2 Die verschiedenen Indexe

Es wurden insgesamt sechs verschiedene Indexe implementiert, die in dieser

Arbeit vorgestellt wurden.

@D Der erste Index (SA, Text, ¥) verwendet die bindre Suche auf dem Suffix
Array und den Text zur Vorwartssuche. Die Riickwértssuche erfolgt mit
der W-Funktion.

@ Ein wenig platzsparender ist der zweite Index (SA4, SA™"), welcher vor-
warts mit dem Suffix Array und dem inversen Suffix Array sucht. Die

Riickwartssuche erfolgt mit der W-Funktion, die berechnet wird durch
(i) = SATSA +1].

® Der dritte Index (SA, Text, Occ) sucht vorwérts mit dem Suffix Array
und dem Text, benutzt jedoch den Wavelet Tree, um mit der Funktion

Occ ruckwarts zu suchen.

@ Das komprimierte Suffix Array aus Abschnitt 5.2.1 (CSA/¥). Die W-
Funktion ist dabei zusétzlich komprimiert. Da fiir die Vorwértssuche
sehr hiufig auf die Werte SA zugegriffen wird, ist ein Zwolftel der Wer-
te fest abgespeichert. Experimente haben gezeigt, dass die Vorwartssu-
che, die statt dem inversen Suffix Array den Text verwendet, wesentlich
schneller ist, deshalb wird statt den Samples von SA™" der Text gespei-
chert.

® Den Wavelet Tree zur Riickwértssuche und zur Berechnung der SA- und
SA™'-Werte fiir die Vorwirtssuche (CSA/Occ) aus Abschnitt 5.2.2.
Auch hier ist ein Zwolftel der Werte von SA gespeichert, und statt
den Samples von SA™! der Text.

® Der bidirektionale Wavelet-Index (BWT). Da die SA-Werte nicht fiir die
eigentliche Suche, sondern nur zur Ausgabe des Ergebnisses bendtigt

werden, ist nur ein Hundertstel der SA-Werte gespeichert.

Leider standen fiir diesen Vergleich weder eine Implementierung des Af-

fixbaums noch des Affix Arrays zur Verfiigung.
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8.3 Testumgebung

8.3.1 Texte

Die Texte, mit welchen die Laufzeitvergleiche durchgefiihrt wurden, stammen
von der UCSD Genome Browser Download Page'. Fiir diese Arbeit wurden
die Texte so angepasst, dass sie nur noch die vier Buchstaben A, C, G, T und

$ enthalten. Es werden insgesamt drei Texte verwendet:

1. ,Saccharomyces”. Das Genom der Hefe (Saccharomyces cerevisiae) mit
12,2 Millionen Nukleotiden.?

2. ,Drosophila®“. Das Genom der schwarzbduchigen Fruchtfliege (Droso-

phila melanogaster) mit 162 Millionen Nukleotiden.?

3. ,Human®. Dieser Text besteht aus den Chromosomen 1 bis 5 des Men-
schen und umfasst eine Milliarde Nukleotide*. Dies entspricht etwa ei-

nem Drittel des gesamten menschlichen Genoms.

8.3.2 Muster

Zum Vergleich der Laufzeiten auf den verschiedenen Indexen wurden einige
Testfélle aus [Str07] iibernommen. Der Text und die Muster bestehen nur aus
den Buchstaben A, C, G und T. Es gibt drei komplementére Nukleotidpaare,
und zwar A-T, C-G und G-T.

Die folgenden Muster sind in der intuitiven Hybrid Pattern Language
(HyPaL, |GSKSO01]|) dargestellt. Der Buchstabe N im Muster ist ein Platz-
haltersymbol, an dessen Stelle im Muster kénnen also alle vier Buchstaben
stehen. (A|C) bedeutet entweder A oder C. Eine Zahl {k} hinter einem Sym-
bol gibt an, dass dieses Symbol genau k mal vorkommen soll. Zwei Zahlen
{k,1} hinter einem Symbol bedeuten, dass dieses Symbol mindestens k& und
hochstens [ mal vorkommen soll. Die Formulierung ~stem steht fiir den um-

gekehrten komplementéren String stem.

'http://hgdownload.cse.ucsc.edu/downloads.html

2Quelle: Saccharomyces Genome Database (S288C)
http://hgdownload.cse.ucsc.edu/goldenPath/sacCer2/bigZips/chromFa.tar.gz

3Quelle: Berkeley Drosophila Genome Project (Release 5)
http://hgdownload.cse.ucsc.edu/goldenPath/dm3/bigZips/chromFa.tar.gz

4Quelle: Genome Reference Consortium (GRCh37)
http://hgdownload.cse.ucsc.edu/goldenPath/hgl9/bigZips/chromFa.tar.gz
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e hairpinl = (stem:=N{20,50}) (loop:=NNN) ~stem

e hairpin2 = (stem:=N{10,50}) (loop:=GGAC) ~stem

e hairpind = (stem:=N{10,15}) (loop:=GGAC[1]) ~stem

[1] bedeutet, dass an einer beliebigen Stelle ein Buchstabe eingefiigt
werden darf. Der Mittelteil 1loop ist also GGAC, NGGAC, GNGAC, GGNAC,
GGANC oder GGACN.

e hloop(length) = (stem:=N{15,20}) (loop:=N{length}) ~stem
length gibt die Lange des Hairpin Loops an. Da der Mittelteil dieses
Musters sehr unspezifisch ist wird nur hloop(5) getestet.

e acloop(length) = (stem:=N{15,20}) (loop:=(A|C){length}) ~“stem

Dieses Muster wird in drei Varianten mit den Parametern 5, 10 und 15

getestet.

Die Suche nach einem Muster erfolgt durch eine iterative Tiefensuche, die
mit einem Stack implementiert ist. Zunéchst werden alle méglichen Mittel-
teile gesucht und auf dem Stack gespeichert. Anschlieffend wird die bidirek-
tionale Suche nach dem Stem durch eine iterative Variante von Algorithmus

7.1 gestartet.

8.4 FErgebnisse

In den folgenden drei Tabellen 8.1, 8.2 und 8.3 sind alle Messergebnisse zu-
sammengefasst. Sie ergeben sich aus dem Durchschnitt aus vier unabhingigen

Durchgéngen jedes Testfalls.

Groflie

Die Zahlen in den Klammern beziehen sich jeweils auf die drei Texte ,Sac-

charomyces®, , Drosophila“ und ,,Human®.

e Ein Array der Grofe n mit Zahlen im Bereich [1..n] benétigt n -log,(n)
Bits Speicher (Hier: 34 MB, 527 MB bzw. 3,48 GB).

e Der Text der Lidnge n bei einem Alphabet der Grofe 5 belegt n -
[log,(5)] Bits Speicher (Hier: 4,4 MB, 57,9 MB bzw. 358 MB).
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e Ein Wavelet Tree der Grofe n mit |X| = 5 bendtigt etwa n-log,(5)-1,25
Bits Speicher® (Hier: 4,2 MB, 56 MB bzw. 346 MB).

Ein gewohnlicher Desktop-PC besitzt heutzutage selten mehr als vier Gi-
gabyte Arbeitsspeicher. Fiir sehr grofse Texte scheiden damit die Indexe, die
das Suffix Array, das inverse Suffix Array oder die W-Funktion komplett spei-
chern, praktisch aus. Dagegen ist der Wavelet Tree eines Textes T praktisch

genau so grok wie der Text.

Laufzeiten

Wie erwartet schneidet der Index (2) im Vergleich sehr schlecht ab. Da er
nur unwesentlich grofer, aber viel langsamer als Index () ist hat er somit
keine praktische Bedeutung. Die Suche auf dem Compressed Suffix Array
@ funktioniert genau so wie auf dem Index ). Da die W-Funktion bei @)
komprimiert ist, ist auch der Zugriff darauf langsamer. Und da die SA-Werte
erst aufwéindig berechnet werden miissen ist (4) um ein Vielfaches langsamer.
Ahnlich verhilt es sich auch bei Index (). Der Speicherplatzverbrauch ist
zwar wesentlich geringer als bei (3), der Preis den man dafiir bei der Laufzeit
zahlt ist jedoch sehr hoch.

Man erkennt, dass der Index (3) in jeder Kategorie am schnellsten ist, und
somit bei Anwendungen, bei denen die Laufzeit sehr wichtig ist, durchaus sei-
ne Daseinsberechtigung hat. Der bidirektionale Wavelet-Index (6) verbindet
jedoch den sehr geringen Speicherplatzbedarf mit einer guten Laufzeit. Ein-
zig die Tatsache, dass die SA-Werte hier nicht direkt vorliegen, lésst ihn bei

den Testféllen mit vielen Treffern eben etwas langsamer werden.

Affix Array

Der Speicherplatzbedarf des Affix Arrays wird in [Str07] je nach Implemen-
tierung fest mit 18 bis 20 Bytes pro Zeichen angegeben. Fiir die drei Texte
ware das entsprechende Affix Array damit 209 MB, 2,7 GB bzw. 16,8 GB
grofs und ldage hier im Vergleich weit abgeschlagen auf dem letzten Platz.
Zur Laufzeit der bidirektionalen Suche kann hier keine verbindliche Aussage
getroffen werden. Da die Operationen auf dem Affix Array komplizierter als
auf dem bidirektionalen Wavelet-Index sind kann man kann aber annehmen,

dass es auch langsamer als dieser ist.

SFaktor 1,25 fiir die Rank-Unterstiitzung der Bit-Vektoren
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Kapitel 9

Schluss

Die bidirektionale indexbasierte Suche in Texten ist ein Gebiet, in dem bisher
noch nicht viele Ergebnisse verdffentlicht wurden. In dieser Arbeit wurde ein
Uberblick iiber Vorwirtssuche und Riickwiirtssuche gegeben, und es wurden
die beiden Konzepte Affizbaum von [Sto95| und Affiz Array von [Str07| vor-
gestellt. Durch die Kombination von Vorwéarts- und Riickwéartssuche wurden
mehrere Indexe entwickelt, die bidirektionale Suche unterstiitzen. Alle die-
se Anséitze benotigen jedoch relativ viel Speicherplatz, und sind damit fiir
die Analyse von sehr groffen Daten nur begrenzt einsetzbar. Verwendet man
komprimierte Versionen des Suffix Arrays, so bezahlt man den geringeren
Speicherplatzverbrauch mit grofsen Einbufsen in der Laufzeit der bidirektio-
nalen Suche. Der neu vorgestellte bidirektionale Wavelet-Index vereint die
Vorteile all dieser Ansétze, denn er bendtigt nur etwa den 2,5-fachen Spei-
cher des urspriinglichen Textes und unterstiitzt die bidirektionale Suche in
linearer Zeit, was sich auch im experimentellen Vergleich entsprechend be-
statigt hat.

An dieser Stelle soll noch ein Ausblick auf eine weitere Optimierung fiir
den bidirektionalen Wavelet-Index gegeben werden. Falls sich die relative
Héaufigkeit der einzelnen Buchstaben stark unterscheidet, kénnte man den
Wavelet Tree auch anders definieren. In [BCFT07] wird ein Wavelet Tree
vorgestellt, der die Form eines Huffman-Baumes hat. Zunéchst wird fiir den
Text ein Huffman-Code erstellt. Die Verzweigung im Wavelet Tree erfolgt
dann nicht mehr iiber die Position eines Buchstabens im Alphabet, sondern
iiber seinen Préfixcode. Der Baum wére dann nicht mehr balanciert, sondern
die Tiefe eines Blattes ist umso grofer, je seltener der Buchstabe im Text

vorkommt, und damit werden die Bit-Vektoren im Wavelet Tree kiirzer und

29
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verbrauchen weniger Speicherplatz.

Die Funktion get Bounds beruht auf der Tatsache, dass die Bléatter im Wa-
velet Tree von links nach rechts alphabetisch sortiert sind. Da der Huffman-
Baum diese Eigenschaft im Allgemeinen nicht besitzt, miisste man bereits
bei der Konstruktion des Suffix Arrays die Ordnung des Alphabets ¥ ent-
sprechend so verdndern, dass diese Eigenschaft wieder gegeben ist.

Bei DNA-Texten hat sich allerdings gezeigt, dass die vier Buchstaben
{A,C,G, T} alle dhnlich hdufig vorkommen, weshalb sich eine solche Opti-
mierung in diesem Fall nicht lohnt. Bei der Suche auf anderen Texten konnte

sie jedoch interessant sein.



Anhang A

Implementierung

Die Implementierung steht unter der GNU General Public License und ist
unter http://www.uni-ulm.de/in/theo/research/seqgana verfiighar. Dort
gibt es aufserdem eine ausfiihrliche Dokumentation. Die folgenden Abschnitte
sollen nur einen groben Uberblick verschaffen. Zum Ubersetzen und zum
Ausfiihren wird die Bibliothek sdsl benotigt.

A.1 Demonstrationsumgebung

In der Datei text_indexes.cpp befinden sich neben main() drei weitere
Methoden. Diese sollen als Beispiel dienen wie Indexe erzeugt werden konnen

und wie die Suche funktioniert.

e template <class Index>

void test_index_forward();

Diese Methode erstellt einen Index des Typs Index vom Text

,el_anele_lepanelen$” und sucht vorwirts nach dem Muster ,ele”.
e template <class Index>

void test_index_backward();

Diese Methode erstellt einen Index des Typs Index vom Text

,el_anele_lepanelen$” und sucht riickwirts nach dem Muster ,,ele”.

61
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A.2 Eigentliche Testumgebung

Das Tool ,createindex‘

Die Erstellung eines Volltextindex ist der ,Flaschenhals® der indexbasierten
Suche, da er mit Abstand am meisten Zeit benotigt. Deshalb kann mit dem
Tool createindex ein Index erstellt und in eine Datei gespeichert werden.
Dann muss fiir eine Suche nur noch der fertige Index geladen werden, was
weitaus weniger Rechenaufwand darstellt. Das Tool erwartet als Parameter
die Eingabedatei, die Nummer des zu erstellenden Index und die Ausgabe-
datei. Um von der Datei yeast.raw den bidirektionalen Wavelet-Index zu
erstellen und in die Datei yeast.index zu speichern verwendet man den

folgenden Aufruf.
./createindex yeast.raw 6 yeast.index

Der zweite Parameter spezifiziert, welcher Index verwendet wird, wobei
die folgende Auswahl moglich ist (Details siche weiter unten). Die Numme-

rierung entspricht der aus Abschnitt 8.2.

index_sa_text_psi
index_sa_isa

index_sa_text_occ<>

1
2 |
3 |
4 | index_csa_psi_text<>
5 | index_csa_fmi_text<>
6 |

index_bidirectional_waveletindex<>

Das Tool ,starttestcases®

Mit diesem Tool kénnen die Ergebnisse aus dieser Arbeit reproduziert wer-
den. Fiir die erstellte Index-Datei yeast.index startet man das Programm

mit
./starttestcases yeast.index

Es wird automatisch erkannt, um welchen Index es sich bei der Datei han-

delt. Dieser wird aus der Datei geladen und dann werden die sieben Testfélle
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nacheinander ausgefiihrt. Ein optionaler zweiter Parameter gibt auferdem
die Anzahl der Wiederholungen der Testfille an. Es ist in dieser Version

noch nicht moglich, eigene Testfélle zu spezifizieren.

A.3 Die bidirektionale Suche

Die Datei bidirectional .hpp enthélt hauptsédchlich die eigentlichen Test-
falle aus Kapitel 8. Diese sind alle ,hart codiert”, es ist momentan noch
nicht moglich eigene Testfélle zu spezifizieren. Alle Methoden besitzen einen
Template-Parameter Index. Damit ist eine leichte Austauschbarkeit der ver-
schiedenen Implementierungen gegeben. Der Parameter out erhélt in der
Regel den Stream zu einer Datei. Damit kann spéater gepriift werden, ob die

jeweilige Implementierung das richtige Ergebnis gefunden hat.

e template<class Index>
size_t locate_testpattern_hairpinl (Index &index,

std::ostream &out)

e template<class Index>
size_t locate_testpattern_hairpin2 (Index &index,

std::ostream &out)

e template<class Index>
size_t locate_testpattern_hairpind (Index &index,

std::ostream &out)

e template<class Index>
size_t locate_testpattern_hloop (Index &index,

size_t looplength, std::ostream &out)

e template<class Index>
size_t locate_testpattern_acloop (Index &index,

size_t looplength, std::ostream &out)
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A.4 Indexe

Gemeinsame Oberklasse

Alle Indexe haben die gemeinsame Oberklasse indez. Diese enthilt alles, was

die Indexe gemein haben. Dazu gehoren die 6ffentlichen Attribute

e const uint8_t sigma

Die Alphabetgrofe des Textes.

e const size_t C[257]
Das vorgestellte C-Array. Es enthélt an der Stelle ¢ die Position des
lexikographisch kleinsten Suffixes, welches mit ¢ beginnt.

e const unsigned char char2comp[256]
Dies ist ein Array welches fiir die Umwandlung von Zeichen aus dem
ASCII-Alphabet ins Arbeitsalphabet [0..sigma-1] benutzt wird.

e const unsigned char comp2char[256]

Dies ist ein Array welches fiir die Umwandlung von Zeichen aus dem
Arbeitsalphabet [0..sigma-1] ins ASCII-Alphabet benutzt wird.

Auferdem besitzt diese Klasse drei Methoden, welche fiir die erbenden

Klassen sichtbar sind:

e void setText (const unsigned char *str, size_t len)

Diese Methode initialisiert bei der Erstellung des Indexes die Attribute

sigma, C, char2comp und comp2char.

e size_t superserialize (std::ostream &out) const

Diese Methode serialisiert die vier Attribute sigma, C, char2comp und
comp2char in den Output Stream out. Sie wird von allen erbenden

Indexen beim Speichern in eine Datei aufgerufen.

e void superload (std::istream &in)

Diese Methode ladt die Attribute sigma, C, char2comp und comp2char
aus dem Input Stream in. Sie wird von allen erbenden Indexen beim

Laden aus einer Datei aufgerufen.
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Interface

Jeder Index muss von der Oberklasse indexr erben. Er muss einen leeren
Standard-Konstruktor besitzen und einen Konstruktor, der als Parameter
einen C-String erhélt. Das abschliefsende Nullbyte zdhlt zum Eingabetext
dazu und entspricht dem Zeichen ,,$* in dieser Arbeit. Er muss auferdem

folgende Daten und Methoden bereitstellen

e struct searchstate
Ein Datentyp, der den ,jinneren Zustand“ der Backtracking-Suche spei-
chert. In der Regel ist dies das Intervall [i..j] und die Lénge des bisher
gefundenen Musters.

e void init_search_state(searchstate &s)
Initialisiert ein searchstate-Objekt, so dass s das Intervall des leeren
Wortes ist.

e size_t forward_search(unsigned char c, searchstate &s)

Ausgehend vom Zustand s wird eine Vorwértssuche nach dem Buch-
staben s durchgefiihrt und das Ergebnis in s gespeichert. Der Riickga-
bewert ist die Grofse des gefundenen Intervalls.

e size_t backward_search(unsigned char c, searchstate &s)
Ausgehend vom Zustand s wird eine Riickwértssuche nach dem Buch-
staben s durchgefiihrt und das Ergebnis in s gespeichert. Der Riickga-
bewert ist die Grofe des gefundenen Intervalls.

e void extract_sa(size_t i, size_t j, int_vector<> &occ)
Kopiert die Werte des Suffix Arrays im Intervall von ¢ (einschliefslich)
bis j (ausschlieflich) in den Vektor occ.

e size_t serialize(std::ostream &out) const
Diese Methode serialisiert die Datenstruktur in den Outputstream out
und gibt ihren benétigten Speicherplatz in Bytes zuriick.

e void load(std::istream &in) const

Diese Methode ladt die Datenstruktur aus dem Inputstream in.
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e size_t used_bytes() const

Gibt den Speicherplatz in Bytes zuriick, den der Index bendétigt.

Verschiedene Implementierungen

Es wurden die sechs verschiedenen Indexe implementiert, welche auch in
der Ausarbeitung erwdhnt werden. Da sich alle Indexe an das beschriebene
Interface halten ist eine leichte Austauschbarkeit dieser Implementierungen
gegeben. Alle Methoden die einen Index verwenden besitzen hierfiir einen
Template-Parameter Index.

1. index_sa_text_psi.hpp
Index @ (SA, Text, V)

2. index_sa_isa.hpp

Index @ (SA, SA™Y)

3. index_sa_text_occ.hpp

Index @) (SA, Text, Occ)

4. index_csa_sadakane.hpp
Index @ (CSA/W). Die Implementierung des verwendeten Compressed
Suffix Arrays stammt aus der sdsl-Bibliothek (csa_sada_prac.hpp).

0. index_csa_fmi.hpp

Index B (CSA/Occ)

6. index_bidirectional_waveletindex.hpp

Index (® (Bidirektionaler Wavelet-Indez)

A.5 Weitere Datenstrukturen

e wavelet_tree.hpp

Dies ist die Implementierung des Wavelet Trees. Dieser unterstiitzt so-
wohl die Funktionen Occ und extract als auch den vorgestellten neuen

getBounds-Algorithmus.
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