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1. Einleitung

Dieser Bericht definiert Interaktionsausdriicke, wie sie in den Berichten ,,Grundlagen von Interakti-
onsausdriicken* (UIB 97-09) und “Interaction Expressions — A Powerful Formalism for Describing
Inter-Workflow Dependencies” (UIB 97-04) beschrieben sind, mittels ihrer sprachtheoretischen Se-
mantik.

Nach einer kurzen Definition der wichtigsten Grundbegriffe werden in Abschnitt 2 zunéchst regulére
Ausdricke, die eine Teilmenge von Interaktionsausdriicken darstellen, mittels ihrer sprachtheoreti-
schen Semantik definiert. AnschlieBend wird diese Definition auf elementare Interaktionsausdriicke
erweitert und ein erster Versuch zur Definition von Quantoren unternommen.

Abschnitt 3 zeigt jedoch Schwierigkeiten und Grenzen dieser ,traditionellen* Vorgehensweise auf,
so daf’ in Abschnitt 4 eine ,revidierte” Definition von Interaktionsausdricken gegeben wird, die im
wesentlichen auf einer sauberen Trennung von vollstandigen und teilweisen Worten basiert.

Alle wesentlichen Definitionen werden jeweils durch Beispiele illustriert, um die abstrakten Konzepte
ein wenig ,,greifbarer” zu machen.

2. Traditiondller Ansatz

2.1 Grundbegriffe

Gegeben sei eine Menge X von Aktionen (vgl. Grundlagenbericht), die auch Alphabet genannt wird.
Formal ist eine Aktion a ein Tupel der Gestalt (ay, &, ..., @,) mit n € INy, wobei a; der Name und
&, ..., a, die (optionalen) Parameter der Aktion sind. Der Einfachheit halber wird eine parameterlo-
se Aktion (ay) jedoch als ,,Prozedur* ay und eine parametrisierte Aktion (&g, &y, ..., a,) als ,,Funkti-
on* ay(ay, ..., &,) geschrieben.

Ein Wort der Lange n (Uber dem Alphabet ) ist ein n-Tupel ‘a;...a,” mit a;, ..., &, € £ (n € INp).
Das Wort “* der Lange 0 heif3t auch leeresWort. Die Lange eines Wortes w wird mit |w| bezeichnet.

Die Menge aller Worte tber dem Alphabet £ wird mit * bezeichnet.



2.2 Regulare Ausdriicke

Interaktionsausdriicke stellen eine Erweiterung von reguldren Ausdriicken dar.! Daher scheint es na-
heliegend, die sprachtheoretische Semantik reguldrer Ausdriicke geeignet zu erweitern, um eine ent-
sprechende Semantik fur Interaktionsausdriicke zu erhalten.

Die Semantik eines reguldren Ausdrucks x wird gewohnlich als Sorache L(x), d. h. als die Menge al-
ler von diesem Ausdruck akzeptierten Worte, definiert. Fir einen beliebigen reguldren Ausdruck x
(der nicht gleich der leeren Menge ist, vgl. Fuinote) I1&Bt sich L(x) wie folgt rekursiv definieren:

e Fir einen leeren Ausdruck x = A:

L(x)={"}
» Fir einen atomaren Ausdruck x = a:
L(x)={‘a’}.

Fur eine Disjunktion x =y | z:
LX)=Ly)uL@={w|welL(yyvwe L2}

* Fir eine sequentielle Komposition x =y — z
L(X) =L(y)L(2) ={uv|ue L(y),velL(2}
* Fr eine sequentielle Iteration x = y*:
L(x) = L(y)* = QOL(y)” = n(:)o{ul. Ll u e L(y) b

Hierbei steht uv = ‘u;...unv...v,” fir die Konkatenation der beiden Worte u = ‘u,...u,’ und
V ="‘v...\,’. Entsprechend steht ul...u" fiir die Konkatenation der n Worte ut, ..., u" (n > 0) bzw.
fiir das leere Wort (n = 0). Bei den hochgestellten Zahlen handelt es sich hier also nicht um Exponen-
ten, sondern um Indizes. Beachte, daR mit u; (Index unten) Aktionen € £ und mit u' (Index oben)
Worte € * bezeichnet werden.

Beispiele
a) La-b)={uv|juelL(a),velLb}={uvjue{a}tve{b}}={aab}={ab}

b) L(a-b|c)=L@a-b)ulL(c)={ab’}u{‘c}={ab’, ‘c’}.

) L((a=b|c)*) = L?){ul...u” Wl u"el@a-b|c)}=

U{ul. . u" | ul . e {fab, ¢}y ={“, ‘ab’, ‘c’, “‘abab’, ‘abc’, ‘cab’, ‘cc’, ... }.
n=0

2.3 Elementare Interaktionsausdr iicke

Die obigen Definitionen lassen sich wie folgt flir Interaktionsausdriicke erweitern:

 Fur eine Konjunktion x =y & z
LX) =L) "L ={w|weL(y)we L2}

* Fir eine parallele Komposition x = y + z
LX) =L(y)®L(2={w|weu®v,uel(y),ve L(2)}.

1 .. wenn man von der leeren Menge @ absieht, die formal ein reguldrer Ausdruck, jedoch kein Interaktionsausdruck ist.



* Fir eine parallele Iteration x = y#:
(o) n oo
LX) =L(N#=URLY) =uU{w|weu ®...ou"u, .. ,u"eL(y)}
n=0 n=0

Hierbei ist u ® v definiert als die Menge aller Worte w, die durch ,,Mischen* oder Uberlagern der bei-
den Worte u und v entstehen:

u®v={ulvi...u™" |ne N, ut, Vv oo u Vvt esx ut u = vV = v

Beachte wiederum, daB u', V!, ... nicht einzelne Aktionen, sondern Teilworte von u bzw. v sind, die
ggf. auch leer sein kdnnen.

u! ® ... ® u" steht entsprechend fiir die Uberlagerung der n Worte u?, ..., u" und kann fir n > 2
induktiv wie folgt definiert werden:

.. eu"=Uu®..eu ) {u}.

Firr die beiden Grenzfallen=0und n=1istu! ® ... ® u"als { " } bzw. { u' } definiert.
Abgeleitete Operatoren

Die verbleibenden Operatoren, ndmlich Synchronisation und Multiplikatoren, lassen sich geméaR ihrer
Definition auf bereits definierte Operatoren zuriickfihren. Fur die Booleschen Multiplikatoren

und & erhalt man z. B.:
n
L] %)= UL
1=m

n n
Ll & % [= ML(X).
I=m
Diese Definitionen lassen sich prinzipiell auf den Fall n = « verallgemeinern:

L _j’mx- = JL(x);

L §c X |= O LK),

Damit hat man prinzipiell die Méglichkeit, auch die beiden Iterationen wie folgt auf ,,elementarere*
Operatoren zurlickzufiihren:

> n
X* = — X;

n=0i=1

> n
X# = | + x

n=0i=1

Wie man leicht sieht, erhalt man auf diese Weise dieselben Formeln fur L(x *) und L(x #) wie bei den
oben angegebenen ,,direkten* Definitionen.

Beispiele

a) La+b)=L@®Lb={a}e{b}=

‘a1 ® ‘b’ :
{utvi u™ [ ne N ut u = e v v =

‘b’} = {*ab’, ‘ba’}.



b) Li(a+b)#H)=U{wlweu ®...@u" .. ,ui"el@rb)}=
n=0

U{wlweu ®...@uul,.. . u"e{ab ba}}={w|w=w}
n=0

wobei w, bzw. w, die Anzahl der a’s bzw. b’s im Wort w bezeichne.

c) L((a—b)#)zLDjJO{W|Weu1®...®u”,u1,...,u”eL(a—b)}=

Ufwiweu®...ou,u,..,u"e{ab}r={w|w,=wAVi=1, ... |w:w=w}
n=0

wobei W' hier das Prafix der Lange i von w bezeichne.
Fur die Worte w muf3 also gelten, daf jedes Prafix von w mindestens so viele a’s wie b’s enthélt,
d.h. daB es in w zu jedem b ein ,,zugehdriges” vorausgehendes a geben muf3.

2.4 Quantoren

Durch die Verallgemeinerung der endlichen auf unendliche Boolesche Multiplikatoren wurde bereits
ein erster Schritt unternommen, um die Semantik von Quantoren zu definieren.

Um Quantoren nun auf unendliche Multiplikatoren zuriickfiihren zu kénnen, ist es zweckmagig, ei-
ne Menge I1 einzufuhren, die alle denkbaren Werte = enthélt, die als aktuelle Parameter von Aktio-
nen auftreten kdonnen. Diese Menge 146t sich wie folgt aus der Menge X aller Aktionen ableiten:

1=y =(a),
aex
wobei z(a) fur eine Aktion a = ayg(ay, ..., a,) als{ay, ..., &, } definiert ist. Unter der Annahme, daR
diese Menge (hdchstens) abzahlbar ist — was fiir praktische Anwendungen sicherlich realistisch ist —,
lassen sich ihre Elemente 7 auch in einer bestimmten (willkirlichen) Reihenfolge 74, 7,, ... anord-
nen.

Unter Zuhilfenahme dieser Menge IT 4Rt sich nun der Quantor Lwie folgt definieren:

oo

| X(p)= | Xt
i=1
Schwierigkeiten bereitet jedoch der Quantor +. Die rein formale Umformung
p
+x(p) = + X(m;)
p i=1

stellt natirlich keine Definition dar, da die Bedeutung eines unendlichen Multiplikators -T; bisher
nicht definiert wurde. Gerade diese Definition erweist sich jedoch als schwierig. =

Zum Vergleich betrachte man die Definition einer unendlichen Reihe s= i S, die intuitiv ,ein-
fach* eine Summe mit unendlich vielen Gliedern darstellt, formal jedoch alsl(:Blrenzwert einer Folge
von endlichen Summen definiert werden muf3:

n
s=lim Y s.

N—=ei=1

Die Tatsache, dal’ dieser Grenzwert u. U. gar nicht existiert und der Wert der unendlichen Reihe damit
undefinert ist, macht klar, daR ,,unendliche Ausdriicke* nicht immer sinnvoll definiert werden konnen.



In Analogie zur Definition einer unendlichen Reihe werden unendliche Multiplikatorausdriicke und
Quantoren spéater ebenfalls mit Hilfe von Grenzwerten definiert. Zuvor sollen jedoch einige Schwie-
rigkeiten und Grenzen der bisher definierten Semantik aufgezeigt werden.

3. Schwierigkeiten und Grenzen destraditionellen Ansatzes

3.1 Vollstandige ver sus unvollstandige Worte

Beim traditionellen Worterkennungsproblem ist die Frage zu beantworten, ob ein gegebenes Wort w
mit einer bestimmten Lange n in der Sprache L(x) enthalten ist, die durch einen gegebenen Ausdruck
(oder eine Grammatik) x erzeugt wird. So muB beispielsweise ein Compiler fur eine Programmier-
sprache (unter anderem) entscheiden, ob ein ihm vorgelegtes Programm korrekt ist oder nicht.

Im Kontext von Interaktionsausdriicken liegt jedoch typischerweise keine vollstdndige Folge von Ak-
tionen vor, die nachtréglich auf Korrektheit Gberpruft werden soll. Vielmehr werden Aktionen suk-
zessive ausgefiihrt, und es mu zu jedem Zeitpunkt die Frage beantwortet werden, welche Aktionen
im nachsten Schritt zuléssig sind. Da eine einmal begonnene Aktionsfolge prinzipiell jederzeit fort-
gesetzt werden kann, kann man konsequenterweise auch keine Aussage uber ihre L&nge machen. (Es
gibt kein End of file wie bei einer Datei, das anzeigt, da das Programm hier zu Ende ist.) Somit ist
der traditionell in Automaten gebrauchliche Begriff des Endzustands in diesem Kontext bedeutungs-
los: Die Menge der Endzustdnde (oder akzeptierenden Zustande) ist entweder leer oder gleich der
Menge aller Zustande.

Diese unterschiedliche Sichtweise sollte sich auch in der Semantik von Interaktionsausdriicken wider-
spiegeln. Beispielsweise sollte ein Ausdruck wie (a — b) * nicht nur die Worte **, “‘ab’, “‘abab’, .. .,
sondern auch die Worte *a’, ‘aba’, ... akzeptieren.

Dies I&Rt sich prinzipiell dadurch erreichen, da man nach der Bestimmung der Menge L(x) flr
einen gegebenen Ausdruck x die Menge aller Préfixe

P(X) ={u|3viuve LX)}

bestimmt. Wenn dann zu einem bestimmten Zeitpunkt t bereits die Aktionen ay, ..., a, ausgefihrt
worden sind, so ist eine weitere Aktion a,., zu diesem Zeitpunkt genau dann zul&ssig, wenn das Wort
‘a;...a,a,,1 inder Menge P(x) enthalten ist.

3.2 Unerfiullbare Teilausdr Gicke

Intuitiv — insbesondere wenn man mit der Theorie der formalen Sprachen nicht vertraut ist — wirde
man vermutlich erwarten, dal3 ein Ausdruck der Gestalt x = a — y im ersten Schritt die Aktion a ak-
zeptiert, unabhangig davon, wie der Teilausdruck y beschaffen ist. In den ,,meisten” Fallen trifft dies
auch zu, denn es gilt ja:

L(x)=La-y)=L@L(y)={‘aw|we L(y)}

Da alle Worte aus L(x) mit a beginnen, gilt offensichtlich ‘a’ € P(x), d.h. a wird als erste Aktion
akzeptiert — sofern es Uberhaupt Worte in L(x) gibt! Andernfalls, d. h. wenn L(x) = & ist, so ist auch
P(X) ={u|3v:iuv e L(xX)} =9, und der Ausdruck x akzeptiert — im Gegensatz zur gerade erwahn-
ten ,,intuitiven Semantik” — tberhaupt keine Aktionen! Dieser Fall tritt hier genau dann ein, wenn
L(y) =@ ist,wasz.B. flir y=b & coderauchy=b—-c @ c — b zutrifft.



3.3 Quantoren

Ein dhnliches Problem ergibt sich im Zusammenhang mit Quantoren. Intuitiv sollte der Ausdruck
X =+ a(p) beliebige Folgen von a(p)’s (mit paarweise verschiedenen Werten von p) akzeptieren. Da
p

die Menge der mdglichen Werte von p jedoch potentiell unendlich grof? ist, ist intuitiv ebenso ein-
leuchtend, daRR es wohl keine endliche Folge von Aktionen gibt, die diesen Ausdruck vollstandig
erfllt. Somit ware auch hier L(x) = P(x) = &, und der Ausdruck wiirde nichts akzeptieren.

3.4 Ausweg

Das zuletzt genannte Problem liee sich prinzipiell durch die Einfiihrung unendlicher Worte 16sen,
das Dilemma im Zusammenhang unerfiillbarer Teilausdriicke jedoch nicht.

Beiden Problemen liegt jedoch eine gemeinsame Ursache zugrunde — die Prafixbildung wird unter
Umstanden ,,zu spét” durchgefiihrt: Wenn L(x) =& ist, dann ist auch P(x) =, obwohl der
Ausdruck x intuitiv u. U. gewisse Teilworte akzeptieren sollte.

Andererseits darf die Préfixbildung auch nicht ,,zu frih“ erfolgen. Wirde man sie beispielsweise
auf jeden Teilausdruck einzeln anwenden, d.h. letztlich die Definition L(a)={‘a’} durch
L(a) ={*, “a’ } ersetzen, so ergdbe sich z. B.

L@a-b)={uvjuel(@,velLbd}={uvjue{”,‘a}ve{”, D}}=
{", ‘b, a’, ‘ab’ },
was natlrlich ebenfalls jeder Intuition widerspricht.

Der Ausweg aus diesem Dilemma besteht darin, fur jeden Ausdruck x sowohl eine Préfix-basierte als
auch eine auf vollstéandigen Worten basierende Definition zu geben und diese geeignet zu kombinie-
ren. Dies ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.

4. Tellwortorientierte Semantik

Wie bereits angedeutet, wird in diesem Abschnitt fir jeden Ausdruck x sowohl eine Menge C(x) der
von diesem Ausdruck akzeptierten vollstdndigen Worte (complete words) als auch eine Menge P(x)
der von ihm akzeptierten Teilworte (partial words bzw. Préfixe) definiert. Durch eine geeignete ,,\Ver-
flechtung* der Definitionen wird sichergestellt, dal die Prafixbildung weder ,,zu friih* noch ,,zu spat*
durchgefihrt wird und die resultierende Semantik somit dem im Grundlagenbericht vorgestellten in-
tuitiven Ausfihrungsmodell von Interaktionsausdriicken entspricht bzw. dieses prazisiert.

4.1 Basisoperatoren

Fir einen Interaktionsausdruck x werden die Mengen C(x) und P(x) wie folgt definiert:

 Flr einen leeren Ausdruck x = A:
C)={"}
P(x)={""}.

 Fir einen atomaren Ausdruck x = a:
Cx)={‘a’}
P(x)={", ‘a}



M

Fur eine Disjunktion x = y | z:
CX)=C(y)uC(@={w|lweC(yyvweC(2},
P(X)=P(y) UP(@={w|weP(y) vw e P(2)}.

Fir eine Konjunktion X =y & z
C(x)=C(y) nC(x) ={w]|we C(y), we C(2) };
P(X) =P(y) nP(2) ={w|w e P(y), w e P(2) }.

Fur eine sequentielle Komposition x = y — z:
C(x)=C(Y)C(2) ={uv|ueC(y),veCD};
P(x) = P(y) u C(y)P(2) = P(y) u {uv|u e C(y),ve P(29) }.

Fur eine sequentielle Iteration X = y*:
C(x) =C(y)* = UOC(y)n = uo{ul- LUt u" e Cy) k
n= n=
P(x) = C(y) *P(y) = UOC(y)n P(y) = L{){ul- L™t e Cy), Ut e P(y) 3
n=i n=

Fir eine parallele Komposition x = y + z
CX)=C(y)®C(={w|weu®v,ueC(y),ve C(2 };
P(X)=P(y) ® P(2) ={w|weu®v,ueP(y),veP(2}

Fur eine parallele Iteration x = y#:
(o] n oo
CX)=C(y#=UCy)=uUu{w|weu ®...0ou"u, .. ,u"eCy)}
n=0 n=0

P(x) = P(y)# = C_‘%éP(y)= C_‘%{W|WE we...euu, .., u"eP(y)}

an beachte, dal} die Definitionen flir C(x) und P(x) weitgehend ,,unabhangig“ voneinander sind; le-

diglich bei den sequentiellen Operatoren tritt (erwartungsgeman) ein Querbezug auf.

Beachte auBerdem, dafi3 die Definitionen fiir C(x) mit den alten Definitionen fir L(x) Ubereinstim-

men.

Beispiele

a)

b)

c)

d)

P@-b)=P@u{uv|jueC(@,vePb)}={",‘aYu{uv|jue{‘a},ve{, b }}=
{”,a}u{a,ab}={", a, ‘ab’ }.

Pla+b)=P@) ®Ph)={",‘a}®{", b }=

CO®NUE D) U(a®)u(a®b)={"Iu{bIu{a}tu{ab, ba}=
{ ‘a, ‘b, ‘ab’, ‘ba’ }.

P((a—b)*) = C_)O{ul...u”+1 |ul,.., u" e Cla-b),u™ e P(a—b)}=

C_Jo{ul...u“+1 Ul uh e {ab’} u™ e {” ‘@, ‘ab’}} =

{", ‘a’, ‘ab’, ‘aba’, ‘abab’, ...}.
Pa-b)#H=U{w|weul ®...@u"ul,.. u"ePla-b)}=
n=0
Ufwlweu®...0u,u,.. ., u"e{” @ ab}r={w|Vi=1 ... |wiw>w}
n=0

Cb&c)=C(b)nC(c)={D’}n{'c}=0;

P(b&c)=P(b) nPE)={", D’} {" cI={"}



f) Ca-(b&c)={uvjueC(a),veCb&c)}={uv|jue{‘a}l,ved}=0;

P@-(b&c)=P@u{uv|juecC(a,vePb&c)}=P@u{uv|jue{‘a@a}t,ve{}}=
{"ayu{ay={"a}=P@)

4.2 Monotonieregeln

Aus den genannten Definitionen folgen unmittelbar die folgenden ,,Monotonieregeln® fiir beliebige
Ausdriicke x, y und z:

a) e P(x);

b) P(y - 2) > P(y);

c) Cly-2>C(y) & € C(2);

d) P(y+2) > P(y);

e) C(y+2oC(y) & € C(2.

Bewels

a) Rekursiv durch Anwenden der Definitionen.
b) Unmittelbar aus der Definition von P(y — 2).

c) Falls ©” € C(2), so folgt aus der Definition von C(y — 2):
Cly-2)>{uv|ueC(y),v="}={ulue C(y)}=C(y).
Falls > ¢ C(z), wéhle ein Wort u € C(y) mit minimaler L&nge |I. Aus der Definition von
C(y — 2) folgt zusammen mit ** ¢ C(z), daB alle Worte w € C(y — z) eine Lange grofder als | ha-
ben. Da u nur die Lange | hat, muR somit u ¢ C(y — z) gelten, woraus die Behauptung
C(y — 2) B C(y) folgt.

d) Wegen (a) gilt * € P(z), und somit folgt &hnlich wie bei (c):
Ply+2o{w|weu®v,ueP(y),v="}={w|we {u},ueP(y)}=P(y).

e) Analog zu (c).

4.3 Multiplikatoren
Endliche Multiplikatoren

Endliche Multiplikatoren werden gemaR ihrer Definition auf Basisoperatoren zurtickgefiihrt:

n
~X=X~...~x(n-mal x, n € IN);

n
~x=Afirn<0;

n

~ X =Xpn~...~ X% (M ne2Z).
k=m

Hierbei steht ~ fiir einen der bindren Basisoperatoren —, +, | oder &.



Unendliche Multiplikatoren
Die Semantik unendlicher Multiplikatoren wird durch Grenzwerte von Mengenfolgen definiert.

Eine Folge (M,))=; von Mengen M, hat hierbei den Grenzwert

o lim M, = Q My,={v|3In=nyveM,}

N—c0 n=n,
falls die Folge (M,,) ab einem bestimmten n, € IN monoton wachsend ist, d. h. falls M,,,; > M, fur
alle n > n, gilt;

e lim M, = Fﬂ M,={v|Vn=nyveM,}
N—oo n:n0
falls die Folge (M,,) ab einem bestimmten ny € IN monoton fallend ist, d. h. falls M,,,; < M,, fur al-
le n > ng gilt;

e lim M, =G,
n—eo
falls die Folge (M,,) nicht monoton ist, d. h. falls es kein n, € IN gibt, ab dem die Folge (M,) mono-

ton wachsend oder monoton fallend ist.

Fiir einen Ausdruck x = ~ X mit ~ € {|, & —, +} werden die Mengen C(x) und P(x) ,,abstrakt* wie
i=1
folgt definiert:

C(x) = lim C(y,),
P(X) = lim P(y,),
n
mit y,, = ot X

Im folgenden wird fiir die einzelnen Operatoren diskutiert, wie diese Grenzwerte konkret zu interpre-
tieren sind.

Digunktion
=) n

Fir eine unendliche Disjunktion x = | X,d.h.y, = [ x gilt:
i=1 i=1

n n
e = | %)= Gow)
i=1 i=1
und somit fir alle n > 1;

C(¥ni1) = Cl¥h) U C(Xq41) © C(¥n),
d. h. die Mengenfolge (C(y,,)) ist ab ny = 1 monoton wachsend, woraus folgt:

- b ot n bt
C(x) = lim C(y,) = U Cly,) = UL C(x) = U C(x).
oo n=1 n=1i=1 i=1
Ganz analog ergibt sich auch:

P(X) = Q P(x).



Konjunktion

Dual zur Disjunktion ergibt sich fiir eine unendliche Konjunktion x = & X;:
i=1

C(x) = F’wl C(x);
PO) = NP(X).
Kompositionen

oo n
Fir eine unendliche sequentielle oder parallele Komposition x = 4 x;, d.h. y, = 4+ x folgt aus der
i=1 i=1
Monotonieregel (b) bzw. (d) fir alle n > 1:

P(Yni1) = P(Yn £ Xnr1) 2 P(Wn),
d. h. die Mengenfolge (P(y,)) ist ab ny = 1 monoton wachsend. Somit gilt:

P(x) = lim P(ys) = U P(yp)

Falls es auerdem ein n, € IN gibt, so dafl C(x;) fir alle i > n, das leere Wort ** enthalt — d. h. wenn
nur endlich viele C(x) das leere Wort nicht enthalten —, so gelten die gleichen Uberlegungen auf-
grund der Monotonieregel (c) bzw. (e) auch fiir die Mengenfolge (C(y;,)) (fir n > ng), und es gilt:

C(x) = lim P(yp) = U C(yp)-
—>o0 n=n,
Andernfalls, d.h. wenn unendlich viele C(x;) das leere Wort nicht enthalten, ist die Mengenfolge
(C(y,)) auf jeden Fall nicht monoton wachsend. Wenn sie (ab einem bestimmten ny) monoton fallend
ware, ware der Grenzwert C(x) als unendlicher Durchschnitt (M C(y,), andernfalls als leere Menge
n=n,
zu interpretieren.

Da jedoch unendlich viele Teilausdriicke x, nur durch Worte positiver Lé&nge erflllbar sind, wirde
man intuitiv in keinem dieser beiden Falle erwarten, dal der Gesamtausdruck x durch ein Wort endli-
cher Lange erfullt werden kann. Das Resultat des unendlichen Durchschnitts sollte also ebenfalls
gleich der leeren Menge sein, so dal3 sich die Frage eriibrigt, unter welchen Umstanden die Mengen-
folge (C(y,,)) monoton fallend ist.

Zum Beweis dieser Vermutung betrachte man die folgende Funktion I, die einem beliebigen
Ausdruck z die minimale L&nge seiner vollstdndigen Worte zuordnet:

[(2) =min{|w| |w e C(2) }.
Offensichtlich erfullt | die beiden folgenden Aussagen:
[(z) > 1, wenn “* ¢ C(2);

Iy +2) = I(y) +1(2).
Daraus folgt:

(30 = I(£ &)= 31(%) > oo fir n = o
i=1 i=1

da I(x) = 1 fur unendlich viele i gilt. Wenn es nun ein Wort u € F\ C(y,) gébe, so wiirde fir jedes
n:no

n > ng gelten:
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u e C(y,) = 1(yn) = min{|w| [ w e C(y,) } < |ul,
d.h. I(y,) wére durch |u| beschrénkt, was einen Widerspruch zu I(y,) — < darstellt.

Zusammenfassend gilt fur eine unendliche sequentielle oder parallele Komposition x = + x;:
i=1

C(x) = U C(+ x,) falls fir alle i > ng gilt: ** € C(x);
n=ngy i=1

C(x) = I, falls kein derartiges ny € IN existiert;
oo n

= (£
n=1 \j=1

4.4 Quantoren

Nach der Definition unendlicher Multiplikatoren lassen sich nun Quantoren unter Zuhilfenahme der in
Abschnitt 2.4 eingefiihrten Menge IT einfach wie folgt definieren:

LX(IO)— | X(m);
=1

& x(p) = §L X(7;);

P i=1

+x(p) = + X(x).
p i=1

Rein theoretisch ist diese Definition nattrlich auch fir die sequentielle Komposition anwendbar. Al-
lerdings wirde ihre Bedeutung dann von der Anordnung der Werte z; abhdngen, was fur praktische
Anwendungen natlrlich sinnlos ist (vgl. auch Abschnitt 10.6 im Grundlagenbericht).

Der Quantor @ wird im Abschnitt 4.5 definiert.
P
Beispiele
2) C(La(p))= C(Tl a(m))= U Cla(m) = U{alx)'} = {'alz)", a(m)', . ¥

P(Law)) (]° a(m) ) OP(a(m) = UL, alm)' }={", ‘a(m)’, ‘a(,) ..}

b) C(Jg a( p)) = c(-Tl1 a(;zi)) =0
1=
da kein C(a(x;)) das leere Wort ** enthélt, d. h. unendliche viele C(a(z;)) das leere Wort nicht ent-
halten;

P(+ a( p)) - P(,i a(zzo] =0 P(_-T' a(za)) -
p i=1 n=1 \i=1

rg;l{‘wl. W W, s wh = {aln), - alrg) 3 = {alr), alry), ..
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c) C(+a(p)—b)={uv|u € C(+a(p))VG C(b)}z{uv| ued,ve{b}}=0;
p p

P(+a(p) - b): P(+a(p))u {uv |ue C(+a(p)) Ve P(b)} =
p p p

P(+a(p))u (Wiued,ve{" b}}= P(+a(p))u o= P(+a(p))
p p p

4.5 Synchronisation

Obwohl die Synchronisation aufgrund ihrer groBen praktischen Bedeutung im Grundlagenbericht wie
ein Basisoperator behandelt wird, ist sie aus theoretischer Sicht ein abgeleiteter Operator, der wie
folgt auf Basisoperatoren zuriickgefiihrt werden kann.

Alphabet eines Ausdrucks

Der Begriff des Alphabets eines Ausdrucks wurde im Grundlagenbericht informell als die Menge al-
ler Aktionen dieses Ausdrucks definiert.

Formal lait sich das Alphabet a(x) eines Ausdrucks x wie folgt rekursiv definieren:

e Fir einen atomaren Ausdruck x = a:

a(x) ={a}.
 Fir einen Ausdruck der Gestalt x = y* oder x = y#:
a(x) = a(y).

 Fir einen Ausdruck der Gestalt x = y ~ z mit einem beliebigen binaren Operator ~:
a(X) = a(y) v a(2).
« Fr einen Ausdruck der Gestalt x = ~ X
i=1

a(x) = ik:Jloqu)-
Binare Synchronisation

Bereits im Grundlagenbericht wurde der Ausdruck y @ z definiert als:
y@z=(y+(zlzl..)"&z+Mll..)*),
wobei {2, 2,...}=a(@\a(y)und {V;, Yo, ...} = a(y) \ «(2) qilt.

Endliche Multiplikatoren

n n
Ein endlicher Multiplikator-Ausdruck @ x oder @ X(K) kann wie in Abschnitt 4.3 auf den binéren
k=m

Operator @ zurtickgefuhrt werden.
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Unendliche Multiplikatoren

Die Semantik einer unendlichen Synchronisation x = @ X wird schrittweise wie folgt definiert.
i=1
Fur i e IN sei die Menge A; definiert als das Komplement des Alphabets des Teilausdrucks x, bzgl.
des Alphabets des Gesamtausdrucks x, d. h.:

A = a(X)\ a(x).
Wie iblich bezeichne dann A’ die Menge aller Worte {iber der Menge A;, d. h.:
A ={ W W W, ... W e A,ne Ny}

Die Menge C; bzw. R, entstehe durch Uberlagern dieser Worte mit den vom Teilausdruck x; akzeptier-
ten vollstandigen bzw. teilweisen Worten:

G =C(x%) ® A;
R =P(x)®A.

C; bzw. R enthalt somit genau die (vollstdndigen bzw. teilweisen) Worte, die der Ausdruck x; ,,im
Kontext* der Synchronisation x akzeptiert. (Ein Teilausdruck einer Synchronisation soll ja die Aktio-
nen, die nur in anderen Teilausdriicken vorkommen, zu jedem Zeitpunkt akzeptieren.)

Nach diesen Vorbereitungen werden die Mengen C(x) und P(x) dann wie folgt definiert:

C(x) =Gy
1=
PO) =R
=
Quantoren

Der Quantor @ [t sich nun analog zu den Gbrigen Quantoren definieren:
P

@x(m:@x(m).

P =

Beispiele

Q) xX=a-b@a-c=a-b+c*&a-c+b*
Cx)=C(a-b+c*)nCla-c+b*)=(Ca-b)®C(c)*) n(C(a-c) ® C(b)*) =
{ar}e{c"IneiNgHn{ac’}®@{b"|neNy}) =

Eﬁcvl:lﬁaucvll’;zs}bucsng | n1, n2, n3 = INo} ﬁ{‘b’nl‘a”b’nz‘c”b’n3 | n]_; n2’ n3 = INO} -
‘abc’, ‘acb’ }.

b) x=@ x(p) mit x(p) = a(p) — b;
p
X= @ x(7) = @ % mit % = X(=;) = a(z;) — b;
=1

«(x) = {alm), b}
a(x) = a(_@l &)= Oa) = Otale), b} ={ale) | 7 < My U {bY;
A=)\ a(x)={a(r) |7 eIl x%m}

=

G =C(x)®A ={‘a(r)b’} ® A;;
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R=P(x)® A ={",‘a(z), ‘a(m)b’} ® A;

C(x) = Fﬁq =, denn:
i=1
Fir jedes Wort w € C, gilt, dal a(z;) in w vor b auftritt. Somit muBte in einem Wort
w e C(x) = MG jedes a(r;) vor b auftreten, was fur endliche Worte nicht moglich ist.
i=1

P(x) = (o'} R ={"a(py)---a(py)’ | pP1s--- Py € I paarweise verschieden, n € INy }.
1=

5. Ausblick

Die in diesem Bericht vorgestellte Semantik dient naturlich einerseits dazu, die prazise Bedeutung ei-
nes einzelnen Ausdrucks festzulegen. Auf der anderen Seite kann sie dazu verwendet werden, Aussa-
gen (iber die Gleichheit oder Aquivalenz zweier Ausdriicke zu machen:

Zwei Ausdriicke x und y heien genau dann gleich oder aquivalent, wenn C(x) = C(y) und
P(x) = P(y) gilt.

Beispielsweise kann man zeigen, daR die Ausdriicke x#, x*#, x#* und x## alle aquivalent sind.
Ebenso sind aber auch + a(p) und 4+ a(p) — b dquivalent (vgl. Beispiele in Abschnitt 4.4), obwohl ihr
p p

Alphabet verschieden ist! Da das Alphabet eines Ausdrucks jedoch von Bedeutung sein kann, wenn
er als Teilausdruck einer Synchronisation verwendet wird, definieren wir noch einen zweiten Gleich-
heitsbegriff:

Zwei Ausdriicke x und y heien genau dann absolut gleich oder absolut aquivalent, wenn
C(x) = C(y), P(x) = P(y) und &(x) = a(y) gilt.

Nur wenn zwei Teilausdriicke absolut dquivalent sind, kann man den einen gefahrlos durch den ande-
ren ersetzen, ohne dadurch die Bedeutung des Gesamtausdrucks zu verandern.

Aussagen Uber die Aquivalenz von Ausdriicken konnen u. U. fiir ihre (effiziente) Implementierung
natzlich sein. In Analogie zur Anfrageoptimierung in (relationalen) Datenbanksystemen kénnte man
auch fir Interaktionsausdriicke versuchen, einen Algorithmus zu formulieren, der versucht, zu einem
vorgegebenen Ausdruck einen mdglichst effizient implementierbaren aquivalenten Ausdruck zu fin-
den. Die aus dem DB-Bereich bekannten Probleme (insbesondere die Frage der sinnvollen Begren-
zung des ,,Suchraums®) dirften sich jedoch tbertragen, so dal diese Aufgabe sicherlich sehr schwie-
rig zu losen sein durfte.

Aquivalenzregeln konnen aber auch dazu benutzt werden, den Aufwand fiir eine Implementierung zu

reduzieren. So wird in der derzeit entwickelten Implementierung beispielsweise die parallele Iteration
wie folgt auf einen Quantorausdruck zurlickgefuhrt:

X#=+4(x] A1),
p

wobei p ein ,,anonymer* Parameter ist, der im Ausdruck x nicht vorkommt.
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