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Zusammenfassung

Die Analyse des globalen zeitlichen Verhaltens der Aktivit�at in gro�en neuronalen Netzen

erfordert die Reduktion der hoch�dimensionalen Netzwerkgleichungen auf kleine� mathematisch

leichter zug�angliche Gleichungssysteme� In dieser Arbeit wird eine Klasse stochastisch gekop�

pelter Integro�Di�erentialgleichungen betrachtet� die eine Verallgemeinerung h�au�g verwendeter

zeitkontinuierlicher Modelle neuronaler Netze mit graduellen� sigmoiden Neuronen darstellt� Es

werden Bedingungen an die Dynamik der Einzelneurone und die statistischen Eigenschaften der

Kopplungen angegeben� unter denen das betrachtete System asymptotisch in der Systemgr�o�e

und der Zeit exakt auf ein niedrigdimensionales System reduziert werden kann� Hierbei k�onnen

die Einzelzellen mehrkomponentig� schwach nichtlinear und zeitabh�angig sein	 Kopplungen wer�

den in Form von Responsekernen mit statistischen Parametern erfa�t�

� Einleitung

Die Untersuchung der Vorg�ange in biologischen neuronalen Netzen erfordert gew�ohnlich die Model�
lierung sehr gro�er Netzwerke gekoppelter� meist nichtlinearer Einzelzellen� Eine detaillierte ma�
thematische Analyse oder gar die Angabe vollst�andiger L�osungen der das Netzwerk beschreibenden
Gleichungen� wird daher nur in Ausnahmef�allen m�oglich sein� Aus diesem Grund beschr�ankt man
sich h�au�g auf die Betrachtung des �typischen	 oder �mittleren	 Verhaltens� zum Beispiel dem
zeitlichen Verlauf des Ensemble�Mittelwertes der Zellaktivit�at� Hierzu ist f�ur die jeweils konkret
betrachtete globale Gr�o�e aus dem vollst�andigen System der Netzwerkgleichungen ein niedrigdimen�
sionales System abzuleiten� Bei dieser Reduktion ist man meist auf weitgehend heuristischeMethoden
angewiesen�
�� �� ��� ���

Einige der auf diese Weise gefundenen Gleichungen f�ur das Verhalten der Netzwerke im Mit�
tel lassen sich jedoch mathematisch strikt in �uberraschend allgemeiner Weise begr�unden� Dies ist
Gegenstand dieser Arbeit�

Hierbei betrachten wir Netzwerke� die aus einer beliebigen endlichen Anzahl von Gruppen �Pools�
jeweils identischer Zellen bestehen� Die Theorie ist anwendbar auf graduelle Neuronen� wobei ein
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relativ kompliziertes Einzelneuronmodell verwendet wird� dessen innerer Zustand mehrdimensional
und �schwach� nichtlinear sein kann� so da� neben dem �ublicherweise in �ahnlichen Modellen an�
zutre�enden einfachen Tiefpa�verhalten noch weitere� die Dynamik von Einzelzellen bestimmende
Ein�u�gr�o�en im Modell ber�ucksichtigt werden k�onnen� Die Zellen in verschiedenen solcher Pools
k�onnen unterschiedliche Eigenschaften haben und etwa verschiedene Zellklassen beschreiben �Py�
ramidenzellen� Sternzellen� etc���
��� Innerhalb jeder Gruppe und zwischen verschiedenen Gruppen
sollen die Zellen stochastisch verkn�upft sein� im einfachsten Fall durch zuf�allig generierte Kopplungs�
konstanten oder synaptische Gewichte� Wir wollen aber auch die M�oglichkeit zeitlich transienter
Wechselwirkungen zulassen� die biologisch plausibler ist und beispielsweise durch die Faltung der
Eingangssignale mit �synaptischen Responsefunktionen	 modelliert werden kann�
��� Hier sind dann
die Parameter der Responsefunktionen Zufallsvariable� Die statistischen Eigenschaften der Kopp�
lungsst�arken und Responsefunktionen zwischen je zwei Pools d�urfen sich voneinander unterscheiden
�exzitatorische vs� inhibitorische Zellen� schnelle vs� langsame Synapsen� Verz�ogerungen� Anstiegs�
und Abfallszeiten der Responsefunktionen usw��� Es zeigt sich� da� dann alle Zellen in den einzelnen
Gruppen �unter einigen weiteren Voraussetzungen� asymptotisch in der Zeit und der Netzwerkgr�o�e
�d�h� mit wachsender Anzahl Zellen pro Pool� synchronisieren m�ussen� so da� zur Beschreibung des
Netzwerkverhaltens schlie�lich ein niedrigdimensionales Gleichungssystem ausreicht� welches jeden
Pool durch ein repr�asentatives Neuron ersetzt� Dies stellt ein Grenzwertgesetz der gro�en Zahlen f�ur
zuf�allig gekoppelte Di�erentialgleichungen dar�

� Netzwerk�Modell

Geman hat in 
��� Di�erentialgleichungen mit konstanten Koe�zienten von der Form

�xi � �xi � �

N

NX
j��

Cijf�xj�� xi��� � xi� � IR� i � �� �� � � �N

betrachtet� wobei die Koe�zienten Cij unabh�angig und identische verteilte Zufallsvariablen waren�
Modelle dieser oder �ahnlicher Form �im allgemeinen mit strukturierteren Kopplungsmatrizen� sind
h�au�g zu �nden bei der Modellierung neuronaler Netze�
�� ��� ��� ��� Unter der Annahme� da�
die charakteristische Funktion Eei�C�� der Verteilung der Koe�zienten analytisch in � � � ist �was
insbesondere impliziert� da� alle Momente ECk

��� k � �� � � � � existieren� und die Funktion f be�
schr�ankt und Lipschitzstetig ist� konnte gezeigt werden� da� asymptotisch f�ur N � � und t � �
alle Variablen xi�t�� i � �� �� � � � identisch werden und ihr zeitliches Verhalten au�erdem einer ein�
dimensionalen Di�erentialgleichung gehorcht�
��� Werden P Systeme �Pools� gleichzeitig betrachtet�
die untereinander stochastisch miteinander gekoppelt sind� reduziert sich das System asymptotisch
auf eine P�dimensionale Di�erentialgleichung bestehend aus einer Gleichung pro Pool� die das volle
System� asymptotisch exakt� beschreibt� Der Beweis in 
��� macht wesentlich Gebrauch von einem
ebenfalls von Geman in 
��� bewiesenen Resultat� da� n�amlich� falls EC�� � �� EC�

�� � �� und

ECk
�� � k�k f�ur ein geeignetes � und k � �� der obere Limes lim

N��

������ �p
N
�Cij���i�j�N

������
�
fast sicher

gleich �� ist� �Bem�� Mittlerweile ist gezeigt� da� hierf�ur bereits EC�
�� � � notwendig und hinrei�

chend ist� siehe 
�� und Referenzen darin��
Wir erweitern das Theorem von Geman 
��� in verschiedene Richtungen� Theorem � stellt eine

Version bereit� bei der an die Stelle der eindimensionalen� linearen Gleichung der ungekoppelten
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Untersysteme� �xi � �xi� xi � IR� die h�oherdimensionale� explizit zeitabh�angige und nichtlineare
Di�erentialgleichung �xi � A�t�xi�t� � H�xi�t�� t� � I�t�� xi � IRn� � � n � � tritt� Weiterhin
werden die Voraussetzungen an die Verteilung der Kopplungskoe�zienten von der Existenz aller Mo�
mente auf lediglich EC�

�� � � abgeschw�acht� Die Verwendung des recht schwierig zu beweisenden

Theorems lim
N��

������ �p
N
�Cij���i�j�N

������ � �� f�s� wird in unserem Beweis umgangen� Theorem � ber�uck�

sichtigt anschlie�end zus�atzlich synaptische Responsefunktionen mit zuf�alligen Parametern� d�h� die
Zufallsvariablen Cij werden durch Zufallsfunktionen Cij�t� ersetzt�

Wir betrachten die Netzwerkgleichungen

dxi
dt

�t� � A�t�xi�t� �H�xi�t�� t� � I�t� �
�

N

NX
j��

Z t

�
C�t� s� 	ij�F �xj�s�� s�ds

xi��� � xi� � IRn� i � � � � �N �

���

Hier beschreibt xi den internen Zustand eines Einzelelementes Neurons� Dieser Zustand kann mehr�
komponentig sein� durch Verwendung mehrerer Variable k�onnen beispielsweise Adaptation� Fazilita�
tion oder andere aktivit�atsabh�angige E�ekte erfa�t werden� Die Anzahl innerer Freiheitsgrade wird
durch n � � gegeben� N ist die Anzahl der Elemente im Netzwerk� Die Dynamik eines isolierten
Einzelelementes in ��� wird festgelegt durch die Di�erentialgleichung

�xi�t� � A�t�xi�t� �H�xi�t�� t� � I�t� � ���

Demgegen�uber de�niert der Summenterm in ��� die Wechselwirkung der Elemente untereinander�
Wir nehmen an� da� alle Elemente identische Eigenschaften haben� aber untereinander zuf�allig ge�
koppelt sind�

In ��� repr�asentiert die Funktion I�t� � IR� � IRn externe Ein��usse auf xi� A�t� � IR� � IRn�n

ist eine Matrixfunktion und erfa�t den linearen Anteil der Dynamik eines Einzelelementes� wogegen
H�x� t� � IRn � IR� � IRn eine geeignete nichtlineare Funktion ist� In der Literatur �ndet man
h�au�g den Fall n � �� H 	 � und A�t� 	 �
� � mit der Membranzeitkonstanten � �
�� ��� ���
Gleichung ��� beschreibt mit diesen Einschr�ankungen als Spezialfall einen einfachen Tiefpa�� Indem
man n � �� H 	 � und f�ur A�t� eine konstante Matrix A w�ahlt� kann man zun�achst weitere
zeitverschiebungsinvariante� lineare Systeme erfassen� Weiterhin gestattet eine Zeitabh�angigkeit von
A� da� sich Eigenschaften der Neurone auch zeitlich �andern k�onnen und Hinzunahme von H�x� t�
schlie�lich l�a�t auch die Untersuchung gewisser nichtlinearer Eigenschaften von Neuronen zu�

Die Ausgabe einer Zelle wird durch eine Funktion F �x� t� � IRn � IR� � IRm beschrieben� Diese
Funktion kann au�er vom inneren Zustand x auch von der Zeit t abh�angen und soll f�ur alle Elemente
des Netzwerks dieselbe sein� Man beachte� da� jede Komponente von x Ein�u� auf die Ausgabe
nehmen kann� Ebenso soll eine Zelle im Prinzip auf jede Komponente einer Zielzelle einwirken
k�onnen� wobei dieser Ein�u� insbesondere funktionell unterschiedlich f�ur verschiedene Komponenten
der Zielzelle sein kann� Beispielsweise m�ogen gewisse Prozesse in der Zielzelle Aktivierungsschwellen
unterliegen� andere aber nicht �z�B� AMPA NMDA�Rezeptoren�� Aus diesem Grund ist F als m�
komponentige Funktion angesetzt� Die Ausgabe kann dann nicht mehr einfach als Feuerrate der Zelle
interpretiert werden� Will man darauf beharren� da� trotzdem im wesentlichen mittels Feuerraten
Signale zwischen Zellen ausgetauscht werden� mag man die Komponenten von F als Funktionen der
Feuerrate au�assen �die wiederum vom internen Zustand x abh�angt��

Im Wechselwirkungsterm von Gleichung ��� tauchen neben F �x� t� weiterhin Funktionen
C�t� 	ij� � IR� � ! � IRn�m auf� Diese Funktionen repr�asentieren die synaptischen Response�
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funktionen� wobei 	ij � ! etwa einen Satz von Parametern wie Anstiegs� und Abfallszeiten� �Ubert�
ragungstotzeit und Amplitude von postsynaptischen Potentialen darstellt und C ein durch 	ij pa�
rametrisierter Funktionsprototyp ist� F�ur 	ij � Jij und C�t� 	ij� � 	ij��t� k�onnen die Integrale im
Kopplungsterm in ��� aufgel�ost werden und der Ausdruck reduziert sich auf die h�au�ger verwendete
gewichtete Summe mit konstanten Koe�zienten� allerdings sind diese Koe�zienten f�ur m�n � �
genau genommen bereits n�m�Matrizen� Zur Verallgemeinerung des Theorems von Geman werden
wir annehmen� da� die Funktionen C�t� 	ij� Zufallsfunktionen sind� d�h� wir nehmen an� da� die 	ij
Elemente eines Wahrscheinlichkeitsraumes �!�F � P � sind� C kann dann aufgefa�t werden als eine
Funktion� die jedem Element 	 � ! eine Zeitfunktion C�t� 	� zuordnet�

Ohne weitere Einschr�ankungen an A und H ist ��� �aquivalent zu der v�ollig allgemeinen Di�eren�
tialgleichung �xi�t� � f�xi�t�� t� f�ur eine beliebige Funktion f� In dieser Allgemeinheit kann man kaum
erwarten Aussagen �uber das typische Verhalten des gekoppelten Systems ��� machen zu k�onnen� Im
folgenden m�ussen wir daher weitere Forderungen an A und H stellen� die eine Reduktion von ��� auf
ein niedrigdimensionales System erm�oglichen� Die Annahmen hier sind recht rigoros und laufen � falls
A und H asymptotisch konstant sind � darauf hinaus� da� das isolierte Einzelsystem ��� selbst keine
autonomen� z�B� oszillatorische oder m�oglicherweise sogar chaotische� L�osungen besitzt� sondern nur
asymptotisch stabile Fixpunkte� Interessanterweise gibt es in der Literatur Hinweise darauf� da�
Reduktionstheoreme der hier behandelten Form auch f�ur Systeme mit gewissen oszillatorischen oder
sogar chaotischen Einzelelementen gelten k�onnten�
��� ��� ��� Die zitierten Arbeiten sind jedoch bis�
her numerischer Natur und betrachten auch lediglich den Fall der sogenannten "Mean�eld#�Kopplung�
bei der alle Kopplungen identisch �nicht�zuf�allig� sind� Es ist weiterhin klar� da� sicher nicht be�
liebige "Mean�eld#�gekoppelte Systeme synchronisieren� Beispielsweise haben Pikovsky et al� erst
k�urzlich ein Ph�anomen �schwacher Synchronisation	 in Systemen identisch gekoppelter chaotischer
Oszillatoren gefunden� bei dem Phasenkoh�arenz nur in einem gewissen mittleren Sinn eintritt und
die Amplituden der Schwingungen einzelner Oszillatoren chaotisch und nahezu unkorreliert sind�
���
Ein Beweis von Bedingungen� die Synchronisation �strikt oder schwach� solch allgemeiner� komplexer
Systeme gew�ahrleisten� w�are sehr n�utzlich� kann aber mit den nachfolgend verwendeten Methoden
vermutlich nicht gef�uhrt werden�

Es sei bemerkt� da� wir die Diskussion soweit nur f�ur eine einzige Gruppe identischer� zuf�allig
gekoppelter Zellen gef�uhrt haben� Eine Verallgemeinerung von ��� und ��� auf endlich viele �z�B� P�
Gruppen ist o�ensichtlich� Die Eigenschaften der Zellen in jedem Pool m�ussen dann als identisch
angenommen werden� k�onnen sich aber zwischen Pools unterscheiden� Au�erdem kann man eine
beliebige Kopplungsstruktur der Pools untereinander annehmen� Die statistischen Eigenschaften der
Kopplungen zwischen je zwei Pools m�ussen weiterhin identisch sein� k�onnen sich aber von Paar zu
Paar unterscheiden� In ��� sind dann alle Gr�o�en noch durch ihre Zugeh�origkeit zu dem jeweiligen
Pool zu kennzeichnen� und es wird au�er �uber j noch �uber alle Pools mit denen Verbindungen bestehen
summiert �vgl� ���� und ������

� Mathematische Hilfsmittel

F�ur die Analyse des asymptotischen Verhaltens des Systems ��� ben�otigen wir eine Reihe von
Hilfs�atzen� einerseits aus der Theorie der Di�erentialgleichungen 
��� andererseits aus der Wahr�
scheinlichkeitstheorie 
�� ��
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��� Di�erentialgleichungen und Matrixma�

Wir beginnen mit einer fundamentalen Ungleichung� deren Beweis man zum Beispiel in 
��� �ndet�

Lemma � �Bellman�Gronwall� Sei �i� f�g�k� IR� � IR lokal integrabel� �ii� g � �� k � � �iii� gk
lokal integrabel auf IR�� Falls dann f�ur eine Funktion u � IR� � IR gilt�

u�t� � f�t� � g�t�
Z t

�
k�t��u�t��dt�� 
t � IR� �

so gilt auch

u�t� � f�t� � g�t�
Z t

�
k�t��f�t��

�
exp

Z t

t�
k�t���g�t���dt��

�
dt�� 
t � IR� �

Man beachte� da� in der zweiten Ungleichung u nicht mehr auf der rechten Seite enthalten ist� wohl
aber in der ersten�
Wir betrachten nun die lineare� inhomogene Di�erentialgleichung� deren Theorie wohlbekannt ist
�siehe etwa 
����

�x�t� � A�t�x�t� � b�t�� x��� � x� � IRn � ���

Hier �wie im folgenden� nehmen wir an� da� A und b�t� beschr�ankt und stetig sein m�ogen� Ist n � ��
lautet die eindeutige L�osung des Anfangswertproblems ���

x�t� � e
R t

�
A�t�	dt�x� �

Z t

�
e
R t

t�
A�t��	dt��b�t��dt�� t � � �

F�ur n � � bleibt die Form der L�osung dieselbe� falls A�t� und
R t
� A�t��dt� f�ur jedes t � IR� kom�

mutieren� also speziell� wenn A eine beliebige konstante Matrix ist� Andernfalls ist die allgemeine
Form der L�osung komplizierter� Schranken f�ur das Wachstum von L�osungen k�onnen mit Hilfe einer
Matrixnorm jjAjj von A gewonnen werden� So gilt f�ur die Euklidische Norm von L�osungen der zu
der inhomogenen Gleichung ��� geh�origen homogenen Di�erentialgleichung

�x�t� � A�t�x�t�� x��� � x� � ���

etwa

jjx�t�jj� � jjx���jj� exp
Z t

�
jjA�t��jj�dt� �

Die Matrixnorm ist stets gr�o�er oder gleich Null und gleich Null nur f�ur A � �� so da� in allen interes�
sierenden F�allen lediglich eine exponentiell in t anwachsende Schranke erhalten wird� Absch�atzungen
dieser Form sind f�ur unsere Zwecke zu grob� Zur Beschr�ankung von L�osungen von ��� und letztlich
solcher des Systems ��� verwenden wir daher das Konzept des Matrixma	es�

De�nition � �Matrixma	� Sei j � j eine Norm auf Cn und jj � jj die hiervon induzierte Matrixnorm auf
Cn�n� Sei I die identische Abbildung in Cn�n� Als Matrixma� �A� einer Matrix A � Cn�n de
nieren
wir�

�A� �� lim
h��

�jjI � hAjj � ��

h
�
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O�ensichtlich h�angt  von der gew�ahlten Norm ab� Bei Bedarf deuten wir dies durch eine
zus�atzlichen Index an� etwa � f�ur das von der Euklidischen Norm induzierte Matrixma�� Das
Matrixma� ist im �ubrigen kein Ma� im Sinne der Ma�theorie� beispielsweise kann es auch negative
Werte annehmen� Eine Liste mit Eigenschaften des Matrixma�es und deren Beweis �ndet sich in

���� Wir ben�otigen lediglich

Lemma � �Eigenschaften des Matrixma	es� Sei x � Cn� A � Cn�n� j � j� jj � jj und  wie in De
nition
�� Dann gelten

�a� �jjAjj � ���A� � �A� � jjAjj
�b� ���A�jxj � jAxj und � �A�jxj � jAxj � jjAjj � jxj
�c� ���A� � Re�i�A� � �A�� 
i � f�� �� � � � � ng
�d� ��A� � maxi �i�

A�A�

�
�

Hier bedeuten A� die zu A adjungierte Matrix� �i�A�� � � i � n� die �m�oglicherweise komple�
xen� Eigenwerte von A� und Re�i den Realteil des i�ten Eigenwertes� Mit Hilfe von �a� und �b�
sind sch�arfere Absch�atzungen des Wachstumsverhaltens der L�osungen von Di�erentialgleichungen
m�oglich� als mit der Norm allein �siehe n�achstes Lemma�� Da  kleiner als Null sein kann� kann
oft sogar asymptotische Stabilit�at nachgewiesen werden� denn �c� zeigt� da�  das Spektrum der
Matrix A auf einen Streifen in der komplexen Zahlenebene einschr�ankt� der durch Realteile im In�
tervall 
���A�� �A�� bestimmt ist� �d� gibt an� wie  f�ur die Euklidische Norm berechnet oder
gegebenenfalls abgesch�atzt werden kann� Da A�A� symmetrisch ist� sind seine Eigenwerte alle reell
und oft leichter �z�B� numerisch� zu bestimmen als die Eigenwerte von A selbst� Au�erdem zeigt �d��
da� die Absch�atzung �c� f�ur symmetrische� reelle Matrizen scharf wird� da dann �A�AT �
� � A ist
und alle Eigenwerte symmetrischer Matrizen reell sind�

Im weiteren werden Vektor� und Matrixnormen einheitlich mit jj � jj bezeichnet� wobei stets die
Euklidische Norm bzw� die von ihr induzierte Operatornorm gemeint ist� Au�erdem sei  � ��

Lemma � �Lineare Di�erentialgleichungen und Matrixma	�
a� F�ur jede L�osung der homogenen Gleichung ��� gilt�

jjx�jj exp�
Z t

�
��A�t���dt� � jjx�t�jj � jjx�jj exp

Z t

�
�A�t���dt�� t � ��

b� Jede Fundamentalmatrix $�t� der homogenen Gleichung ��� erf�ullt die Absch�atzung�

jj$�t�jj � jj$�s�jj exp
Z t

s
�A�t���dt�� � � s � t

c� Jede L�osung der inhomogenen Gleichung ��� wird beschr�ankt durch

jjx�t�jj � jjx�jj exp
�Z t

�
�A�t���dt�

�
�
Z t

�
exp

�Z t

t�
�A�t����dt��

�
jjb�t��jjdt�� t � �

Beweis� Teil �a� wird in 
��� bewiesen� Ein alternativer Beweis ist folgender� Aus ��� folgt f�ur
beliebiges � � �

dx�t�

dt
� A�t�x�t� �

I � �A�t�� I

�
x�t� �





Multiplikation von links mit xT �t� f�uhrt auf

xT
dx

dt
�

�

�

d

dt
jjx�t�jj� � xT �I � �A�t��x� jjx�t�jj�

�
� jjI � �A�t�jj � �

�
jjx�t�jj� �

Da dies f�ur beliebiges � � � gilt� so auch im Limes �� �� Es folgt

�

�

d

dt
jjx�t�jj� � �A�t��jjx�t�jj� �

Integration dieser eindimensionalen Di�erentialgleichung f�ur jjx�t�jj� f�uhrt schlie�lich auf die rechte
Ungleichung in �a�� die linke kann �ahnlich gezeigt werden�
Teil �b� ist eine direkte Folge von �a�� da eine Fundamentalmatrix spaltenweise aus L�osungen des
homogenen Systems ��� besteht und man in �a� statt Null eine beliebige Anfangszeit s w�ahlen kann�
Zum Beweis von �c� sei $�t� eine Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung �x � A�t�x� Dann
ist die allgemeine L�osung des inhomogenen Systems ���

x�t� � $�t�$�����x��� �
Z t

�
$�t�$���t��b�t��dt� �

Oder mit U�t� t�� �� $�t�$���t��

jjx�t�jj � jjU�t� ��jj � jjx���jj�
Z t

�
jjU�t� t��jj � jjb�t��jjdt�

Die Matrix U�t� t�� ist selbst wieder eine Fundamentalmatrix der Gleichung �x � A�t�x� nun
mit der Anfangsbedingung U�t�� t�� � I� Anwendung von �b� auf U�t� t�� liefert jjU�t� t��jj �
jjU�t�� t��jj exp R tt� �A�t����dt��� � � t� � t� woraus sich mit jjU�t�� t��jj � jjIjj � � die Behauptung
�c� ergibt� �

Nachfolgend treten h�au�g Funktionen der Form

g�t� t�� �� e
R t

t�
a�t��	dt��� h��t� �� g�t� ��� h��t� ��

Z t

�
g�t� t��dt� ���

mit bestimmten skalaren Funktionen a�t� auf �z�B� a�t� � �A�t���� Der n�achste Hilfsatz fa�t einige
einfache Eigenschaften dieser Funktionen zusammen� von denen wiederholt Gebrauch gemacht wird�

Lemma � Sei a�t� � IR� � IR lokal integrabel� g�t� t��� h��t�� � � t� � t� de
niert wie in ����
Weiterhin m�ogen Konstanten c � � und a� � � existieren� so da	

j
Z t

�
a�t��dt� � a�tj � c� 
t � IR� � ��

Dann gelten�

�a� � � h��t� � ecea�t� t � �� �b� lim
t�� h��t� � �

�c� � � g�t� t�� � e�cea��t�t
�	� � � t� � t� �d� lim

t�� g�t� t�� � �� t� � IR�

�e� � � R t
� g�t� t

��dt� � e�c

ja�j � t � �� �f� lim
t��

Z t

�
g�t� t��dt� �

e�c

ja�j
Falls au	erdem b�t� � IR� � IR stetig und beschr�ankt und der Limes lim

t��b�t� � %b � � ist� gilt

weiterhin

�g� lim
t��

Z t

�
g�t� t��b�t��dt� � e�c

ja�j � limt��b�t� ���

�



Beweis� Gleichung �� ist �aquivalent zu

�c� a�t �
Z t

�
a�t��dt� � c� a�t� t � � �

so da�
� � h��t� � e

R t

�
a�t�	dt� � ec�a�t � 
t � IR� �

woraus �a� und �b� folgen� da nach Vorausetzung a� � � ist� �c� und �d� ergeben sich aus�

� � g�t� t�� � e
R t

t�
a�t��	dt�� � e

R t

�
a�t��	dt��e�

R t�

�
a�t��	dt�� � ec�a�tec�a�t

�

� e�cea��t�t
�	 �

Integration dieser Ungleichungen �uber t� liefert schlie�lich �e� und �f�� Zum Beweis von �g� beachte
man� da� nach De�nition des oberen Limes f�ur jedes � � � ein T existiert� so da� b�t� f�ur t � T fast
�uberall kleiner als %b� � ist� Dann ist

lim
t��

Z t

�
g�t� t��b�t��dt� � lim

t��

Z T

�
g�t� t�� sup

��t���T
b�t���dt� � lim

t��

Z t

T
g�t� t���%b� ��dt�

� sup
��t���T

b�t��� � lim
t��

Z T

�
g�t� t��dt� � �%b� �� lim

t��

Z t

T
g�t� t��dt� � e�c

ja�j � �
%b� �� �

Die letzte Ungleichung verwendet �c� und da � beliebig ist� folgt �g� im Limes �� �� �

Bemerkung� Aus �� ergibt sich unmittelbar

lim
t��

�

t

Z t

�
a�t��dt� � a� � ���

a� ist daher o�ensichtlich das Langzeitmittel des Integrals der Funktion a�t�� De�niert man
��t� ��

R t
� a�t

��dt� � a�t� so beschreibt ��t� gerade die Abweichungen vom mittleren asymptotischen
Verhalten von

R t
� a�t

��dt�� das proportional zu a�t ist� Diese Abweichungen werden durch Bedingung
�� auf j��t�j � c absolut beschr�ankt� Identi�ziert man weiterhin a�t� mit �A�t�� in Lemma �� zei�
gen die Absch�atzungen �a�g�� da� die Bedingung �� zur asymptotischen Stabilit�at von L�osungen der
homogenen linearen Di�erentialgleichung f�uhrt �Lemma ��a�� bzw� zur Beschr�anktheit von L�osun�
gen der inhomogenen Gleichung ��c�� In Anschlu� an Lemma � haben wir bemerkt� da� �A�t�� die
Realteile der Eigenwerte der Matrix A von oben beschr�ankt� Bedingung �� kann also auch dahinge�
hend interpretiert werden� da� man fordert� da� asymptotisch im Mittel alle Realteile kleiner als Null
sind� Realteile strikt kleiner als Null implizieren asymptotisch exponentielle Stabilit�at� Die Form von
�� l�a�t aber auch zu� da� a�t� asymptotisch in t noch zeitabh�angig sein und sogar positiv werden
kann� Dann k�onnen L�osungen vor�ubergehend auch wieder anwachsen� In den sp�ateren Theoremen
wird gezeigt� da� asymptotisch die Einzelelemente des Systems ��� synchronisieren� Wenn a�t� bzw�
�A�t�� positiv werden kann� bedeutet dies� da� die Konvergenz nicht monoton ist� sondern die Ein�
zeltrajektorien phasenweise auch wieder divergieren k�onnen und sich nur asymptotisch Synchronit�at
einstellt�

Der Zusammenhang des Matrixma�es �A� mit den Eigenwerten der MatrixA legt nahe� an Stelle
von a�t� � �A�t�� direkt den Realteil des Eigenwerts mit gr�o�tem Realteil von A zu verwenden�
a�t� � Re%��A�t��� Die Bedingung ��� fordert dann gerade� da� der sogenannte gr�o	te Lyapunovex�

ponent lim
t��

�

t

Z t

Re%��A�t���dt� �siehe z�B� 
���� kleiner als Null ist� was in der Theorie dynamischer

�



Systeme ein h�au�g verwendetes Kriterium f�ur Stabilit�at ist� Die in dieser Arbeit entwickelte Theorie
kann vermutlich auch weitgehend mit Lyapunovexponenten formuliert werden� Dies erfordert an
manchen Stellen Modi�kationen� z�B� darf in Lemma � nicht ohne weiteres �A�t�� durch Re%��A�t��
ersetzt werden� Letzteres w�are korrekt f�ur konstante� symmetrische Matrizen A� ist aber im all�
gemeinen nicht richtig� Im Fall einer symmetrischen Matrix liefert das Matrixma� � im �ubrigen
auch genau den gr�o�ten Realteil der Eigenwerte� so da� nichts gewonnen wird� Bei allgemeinen
Matrixfunktionen k�onnen die Lyapunovexponenten sch�arfer sein� sind aber auch aufwendiger zu be�
rechnen� H�au�g ergeben sie sich jedoch� quasi als Nebenprodukt� bei der numerischen Analyse von
dynamischen Systemen�

��� Statistische Grenzwerts�atze

Lemma � Sei wij� i � �� �� � � � � j � �� �� � � � eine Menge unabh�angig und identisch verteilter� reeller
Zufallsvariablen mit Erwartungswert Ew�� � � und Ew�

�� � �� � �� Sei W �N	 �� �wij���i�j��N
und ��N	 �� ��� �� � � � � ��T � IRN � Dann gelten

	a
 Falls Ew�
�� �� � lim

N��
sup

��i�N
j �
N

PN
j��wijj � � f�s�

	b
 Falls Ew�
�� �� � lim

N��
jjW �N�

N
jj� � � f�s�

	c
 Falls Ew�
�� �� � lim

N��
jjW �N�

N
� ��N	jj� � � f�s�

Bemerkung� Die Aussage lim
N��

j �
N

PN
j��wijj � � f�s� �vgl� �a�� ist gerade das gew�ohnliche starke

Gesetz der gro�en Zahlen� das schon g�ultig ist� wenn die wij nur unabh�angige� identisch verteilte�
reelle Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert sind �Satz von Kolmogoro�� vgl� Satz ����
in 
��� Aussage �a� des Lemmas besagt dann� da� die Konvergenz nicht nur f�ur eine Einzelsumme
zutri�t� sondern f�ur abz�ahlbar unendlich viele Summen� indiziert durch i� gleichm�a�ig in i erfolgt�
Beweis� F�ur �a� gilt aufgrund der Symmetrie in i�

PN �� P

��� sup
��i�N

j �
N

NX
j��

wijj � �

�	
 � NP

���j �N
NX
j��

w�jj � �

�	
 � N

��
E

��
�� �

N

NX
j��

w�j

�A�
��� �

die letzte Absch�atzung unter Verwendung der Tschebysche��Marko�schen Ungleichung �z�B� 
���
Nun ist

E

��
�� �

N

NX
j��

w�j

�A�
��� �

�

N�

X
j��j������j�

E 
w�j�w�j� � � �w�j�� � ���

In der Summe laufen alle Indizes von � bis N� Summanden sind stets Null� wenn ein
Index ungepaart auftritt� Beitr�age ungleich Null haben die Form �j�� j�� j
� j�� j�� j�� �
�i� i� i� i� i� i�� �i� i� j� j� j� j�� �i� i� i� j� j� j� oder �i� i� j� j� k� k� f�ur � � i� j� k � N� i� j� k paarweise ver�
schieden und beliebige Permutationen hiervon� Terme der ersten Form erfordern Ew�

�� � � damit
die Summe ��� endlich bleibt� Weil aus Ejwjp � � f�ur ein p � IN folgt� da� auch Ejwjq � � f�ur
alle q � p ist� sind die restlichen Terme ebenfalls endlich� Von der ersten Form gibt es N Summan�
den� von der zweiten und dritten O�N�� und von der vierten O�N
�� Asymptotisch in N sind also

�



nur Terme von der vierten Form von Bedeutung� so da� PN � C
N� f�ur alle N und eine geeignete
von N unabh�angige Konstante C ist� Nun ist die Summe

P�
N�� PN � C

��
P

N
�
N� � �� so da� das

Borel�Cantelli�Lemma �
� ��� die Behauptung �a� impliziert�

Zum Beweis von �b� beachte man� da� jjW �N�

N
jj�� � %��W

�N�W �N�T

N� �� wobei %��A� die Spektralnorm der
Matrix A bezeichne� Da die Spektralnorm kleiner oder gleich jeder induzierten Operatornorm ist�
k�onnen wir sie �z�B�� durch die Zeilensummennorm absch�atzen������

�����W �N	

N

�����
�����
�

�

� %�

���PN
k�� wikwjk

N�

�
i�j

�A � sup
��i�N

� NX
j��

����� �

N�

NX
k��

wikwjk

�����
��

� sup
��i�N

����� �

N�

X
k

w�
ik

������ sup
��i�N

� NX
j���j 	�i

����� �

N�

X
k

wikwjk

�����
�� ����

Wir zeigen� da� beide Ausdr�ucke im Limes N gegen Unendlich verschwinden� Im ersten Term ist
Ew�

ik � �� und

sup
��i�N

����� �

N�

NX
k��

w�
ik

����� � sup
��i�N

����� �

N�

X
k

�w�
ik � ���

������ ��

N
� �

N

NX
i��

����� �N
NX
k��

�w�
ik � ���

������ ��

N

De�niere �ik �� w�
ik � ��� k� i � �� �� � � �� z�N	

i �� j �
N

PN
k�� �ikj� i � �� �� � � � und SN � �

N

PN
i�� z

�N	
i �

O�ensichtlich sind die �ik� k� i � �� �� � � � und z�N	
i � i � �� �� � � � jeweils unabh�angige� identisch verteilte

Zufallsvariablen� Die z�N	
i h�angen aber von N ab� so da� zum Beweis der Konvergenz von SN gegen

Null das gew�ohnliche Gesetz der gro�en Zahlen nicht angewendet werden kann� Wir verfahren daher
wie in Teil �a�� Zun�achst ist E�z

�N	
� �� � E����
N und dies kleiner als unendlich� falls Ew�

�� � �
ist� was nach Voraussetzung zutri�t� Weiterhin verschwindet E�z

�N	
� �� im Limes N �� und somit

auch Ez
�N	
� �wegen �Ez�� � Ez��� Sodann ist SN � Ez

�N	
� � �

N

PN
i���z

�N	
i �Ez

�N	
� �� wobei� wie eben

gezeigt� Ez�N	
� im Limes N �� verschwindet� F�ur die Summe gilt

P �j �
N

NX
i��

�z
�N	
i � Ez

�N	
� �j � �� � �

��
E

����� �N
NX
i��

�z
�N	
i �Ez

�N	
� �

�����
�

�
�

N��
E
�
z
�N	
� � Ez

�N	
�

�� � �

N��
E�z

�N	
� �� �

�

N���
E���� �

Dies ist o�ensichtlich summierbar� so da� SN und damit auch der erste Term in ���� asym�

ptotisch fast sicher verschwinden� Zur Behandlung des zweiten Terms in ���� de�niere �
�N	
ij ���� �

N

PN
k�� wikwjk

��� � i� j � �� �� � � � � i �� j� Dann ist E���� � ��

N
� so da� E��� und E���� asymptotisch

in N verschwinden� Weiter l�a�t sich der zeite Term in ���� absch�atzen durch�

sup
��i�N

� NX
j���j 	�i

����� �

N�

X
k

wikwjk

�����
�� � E�

�N	
�� � sup

��i�N

������ �N
NX

j���j 	�i

�
�
�N	
ij � E�

�N	
��

������� �
Der erste Term� E�

�N	
�� � verschwindet im LimesN ��� Im zweiten beachte man� da� das Supremum

sich �uber Zufallsvariablen erstreckt� die zwar nicht unabh�angig sind� aber identisch verteilt� Aus
Symmetriegr�unden k�onnen wir daher analog zum Beweis von Teil �a� verfahren� das Supremum

��



eliminieren und unter Verwendung vierter Momente �statt sechster wie in �a�� zeigen� da� auch der
zweite Term fast sicher verschwindet� Hierzu ist Ew�

�� � � ausreichend� Die Details f�uhren wir
nicht weiter aus� Insgesamt konvergieren dann beide Terme in ���� fast sicher gegen Null� woraus
Behauptung �b� folgt�
F�ur �c� schreibe

�����
�����W �N	

N
� ��N	

�����
�����
�

�

�

������
������
�� �

N

NX
j��

wkj

�A
��k�N

������
������
�

�

�
�

N

NX
k��

�� �p
N

NX
j��

wkj

�A�

�

Wieder h�angen die Ausdr�ucke in der Summe �uber k von N ab� so da� das herk�ommliche Gesetz der
gro�en Zahlen nicht anwendbar ist� Weiteres Umformen liefert

� � � � �

N�

NX
k�j��

w�
kj �

�

N

NX
k��

�� �

N

X
i�j

wkiwkj

�A ��
�

N�

NX
k�j��

w�
kj �

�

N

NX
k��

�
�N	
k �

Hier geht die Doppelsumme �uber w�
kj fast sicher gegen �� aufgrund des gew�ohnlichen Gesetzes der

gro�en Zahlen� Vom zweiten Term zeigt man mit den Methoden wie in �a� und �b� unter Verwendung
der Momente vierter Ordnung� da� er �f�s�� verschwindet� falls Ew�

�� � � ist� Auf die Darstellung
der Details verzichten wir wieder� �

Lemma  stellt Gesetze der gro�en Zahl f�ur reellwertige Zufallsvariablen zur Verf�ugung� Falls in
der Di�erentialgleichung ��� die Responsefunktionen als Diracfunktionen angesetzt werden� genauer
falls dort die Funktionen C�t� s� 	ij� von der Form 	ij��t� s� sind� reduziert sich das System von
einer Integrodi�erentialgleichung auf eine gew�ohnliche Di�erentialgleichung mit konstanten� aber
zuf�alligen� Koe�zienten 	ij � Mit Hilfe von Lemma  kann dann gezeigt werden� da� asymptotisch
in der Netzwerkgr�o�e N� die Komponenten der L�osungsfunktion xi�t� identisch werden� Dies wird in
Theorem � im n�achsten Unterabschnitt pr�azisiert�

Sollen realistischere Responsefunktionen ber�ucksichtigt werden� m�ussen die Aussagen des Lemmas
 erweitert werden� Im einfachsten Fall ist C�t� 	ij� � 	ijg�t� mit einer festen Funktion g� Hier ist
eine Verallgemeinerung noch nicht n�otig� Wenn die 	ij� i� j � �� �� � � �� die Bedingungen des Lemmas
 erf�ullen� gelten die Aussagen �a���c� des Lemmas o�ensichtlich gleichm�a�ig in t� falls man dort
wij durch 	ijg�t� ersetzt� Erst wenn die Responsefunktionen sich au�er in ihrer Amplitude auch in
ihrem individuellen Zeitverlauf voneinander unterscheiden k�onnen� treten weitere Probleme auf� Die
Responsefunktionen sind dann Zufallsfunktionen oder stochastische Prozesse und keine einfachen�
reellwertigen Zufallsvariablen mehr� Gleichm�a�ige Konvergenz �oder Konvergenz in einem anderen
Sinne� ist dann nicht mehr ohne weiteres gew�ahrleistet� Lemma � formuliert die f�ur unsere Zwecke
notwendigen Verallgemeinerungen von Lemma �

Lemma � Sei fwij�t�gt
IR�
� i � �� �� � � � � j � �� �� � � � eine Familie unabh�angiger� identisch

verteilter stochastischer Prozesse auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum �!�F� P � mit
Ew���t� � �� Ew�

���t� � ���t� und Ew���t�� � � f�ur alle t � IR�� F�ur jedes 	 � ! sei w���t� 	�
global Lipschitzstetig auf IR�� Ferner sei flijg� i � �� �� � � � � j � �� �� � � � eine Menge unabh�angig und
identisch verteilter� reeller Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum �!�F � P � mit
El��� ��� derart da	 f�ur alle i � �� �� � � � � j � �� �� � � � und fast alle 	 � !� lij�	� Lipschitzkonstante
f�ur wij�t� 	� ist� De
niere W �N	�t� �� �wij�t����i�j��N � t � IR� und ��N	 �� ��� �� � � � � ��T � IRN �
Dann gelten f�ur � � T ��

��



	b
 lim
N��

sup
��t�T

�����
�����W

�N	�t�

N

�����
�����
�

� � f�s� 	a
 lim
N��

sup
��t�T

sup
��i�N

������ �N
NX
j��

wij�t�

������ � � f�s�

	c
 lim
N��

Z T

�

�����
�����
�����W

�N	�t�

N
� ��N	

�����
�����
�

� ��t�

�����dt � � f�s�

Beweis� Zun�achst de�niere

&
�N	
� �t� ��

�����
�����W

�N	�t�

N

�����
�����
�

� &
�N	
� �t� �� sup

��i�N

������ �N
NX
j��

wij�t�

������ �
&
�N	

 �t� ��

�����
�����W

�N	�t�

N
� ��N	

�����
�����
�

Nach Voraussetzung sind die Bedingungen des Lemmas  f�ur beliebiges t � IR� erf�ullt� �a� und
�b� gelten daher punktweise f�ur t � IR�� Zu zeigen ist� da� die Konvergenz auf 
�� T � gleichm�a�ig

erfolgt� Hierzu ist nachzuweisen� da� f�ur fast alle 	 � ! die Folgen f&�N	
i �t� 	�gN � i � �� � auf 
�� T �

gleichgradig stetig sind und daher in C
�� T �� � � T � � gleichm�a�ig konvergieren� Aufgrund der

punktweisen Konvergenz von &
�N	
i �t� 	�� i � �� � gegen Null und der Stetigkeit der Grenzfunktion

folgt dann� da� die Konvergenz gleichm�a�ig gegen Null erfolgt� au�er vielleicht auf einer Nullmenge
in F �
�a� �

&
�N	
� �t�� &

�N	
� �s�

�� � �����
�����W

�N	�t��W �N	�s�

N

�����
�����
�

� �

N�

X
��k�i�N

�wki�t�� wki�s��
�

� �

N�

X
��k�i�N

l�ki � jt� sj� N���� El���jt� sj� f�s� 
s� t � IR� �

Der Grenz�ubergang benutzt das gew�ohnliche Gesetz der gro�en Zahlen� Man beachte� da� die Kon�
vergenz unabh�angig von der speziellen Wahl von t und s ist� Aufgrund der fast sicheren Konvergenz

existiert daher ein N�� so da� f�ur alle N � N� und f�ur fast alle 	 � ! die Zahl � �
q
El��� Lipschitzkon�

stante f�ur &
�N	
� �t� 	� auf ganz IR� ist� F�ur N � N� sind die &�N	

� �t� 	� nach der obigen Absch�atzung

ebenfalls Lipschitzstetig� m�oglicherweise jedoch f�ur eine gr�o�ere Konstante als � �
q
El���� Endlich

viele gleichm�a�ig stetige Funktionen sind jedoch immer gleichgradig stetig� so da� die gesamte Menge
f&�N	

� �t� 	�gN�������� fast sicher gleichgradig stetig ist� woraus sich nach dem oben Gesagten �a� ergibt�
�b�

���&�N	
� �t�� &�N	

� �s�
��� � sup

��i�N

������ �N
NX
j��

wij�t��wij�s�

������ � sup
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�

N

NX
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jwij�t�� wij�s�j

�
�� sup

��i�N

�

N

NX
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lij

�A jt� sj �
�� sup

��i�N
j �
N

NX
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lij � El��j� El��

�A jt� sj

� lim
N��

���&�N	
� �t��&

�N	
� �s�

��� � El��jt� sj f�s� 
s� t � IR� �

Die Konvergenz erfolgt hier wegen Lemma �a�� Der Rest der Argumentation verl�auft wie im Fall
�a��

��



�c� F�ur &
�N	

 �t� kann man schreiben

�
&
�N	

 �t�

��
�

�

N�

X
��k�i�N

w�
ki�t� �

�

N�

X
k

X
i	�j

wki�t�wkj�t�

Vom ersten Term weist man leicht nach� da� er f�ur N �� gleichm�a�ig in t fast sicher gegen ���t�
konvergiert� Der zweite geht wegen Lemma c punktweise gegen Null� Vermutlich ist die Konvergenz
gegen Null auch gleichm�a�ig� Dies ist aber schwierig nachzuweisen� weshalb wir nur die schw�achere
Aussage �c� beweisen� Hierzu approximieren wir die Funktionen wij�t� 	� zun�achst durch st�uckweise
lineare N�aherungen� sei T � � und h � � beliebig aber fest� S eine abz�ahlbare� dichte Teilmenge von

�� T �� Tm � ft�� t� � � � tmg  S mit � � t� � t� � � � � � tm � T und tk��� tk � h� k � �� � � � � �m���
F�ur 	 � !� t � 
�� T � und i� j � �� �� � � � de�niere

ewij�t� 	� �� wij�tl� 	� � �t� tl�
wij�tl��� 	�� wij�tl� 	�

tl�� � tl
� tl � t � tl�� �

Die Funktionen ewij�t� 	� sind Lipschitzstetig mit denselben Konstanten� lij�	� wie wij�t� 	�� Weiter�
hin sind die Di�erenzen 'ij�t� 	� �� wij�t� 	� � ewij�t� 	� �uberall betragsm�a�ig kleiner als lij�	� � h�
De�niere e&�N	
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����� und e���t� �� E ew�

ij�t�� Dann ist lim
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 �t� � e��t� f�s� Die

Konvergenz gilt punktweise in t wegen Lemma � aber auch gleichm�a�ig� da e&�N	

 �t� nur von den

h�ochstens abz�ahlbar vielen Punkten in Tm abh�angt und auf Tm fast sicher konvergiert� Demnach ist

lim
N��

sup
��t�T

je&�N	

 �t�� e��t�j � �f�s � ����

so da� f�ur st�uckweise lineare Funktionen ewij�t� 	� Aussage �c� des Lemmas auch in der st�arkeren
Form der gleichm�a�igen Konvergenz analog zu den Teilaussagen �a� und �b� zutri�t� Da h beliebig
ist� tri�t dies sogar f�ur beliebig genaue Approximationen der urspr�unglichen Funktionen wij�t� 	� zu�

Obwohl im Limes h � � die Funktionen e��t� und e&�N	

 �t� gleichm�a�ig gegen ��t� beziehungsweise

&�N	

 �t� konvergieren� folgt hieraus allerdings nicht� da� auch &�N	


 �t� gleichm�a�ig fast sicher gegen
��t� konvergiert� denn es k�onnte im Prinzip f�ur jedes 	 � ! eine Nullmenge A  
�� T � geben� auf
der sich die Approximationsfehler 'ij�t� 	� zuf�allig derart akkumulieren� da� sie im Limes N � �
nicht verschwinden�

Wir de�nieren daher '�N	�t� 	� �� �'ij�t� 	����i�j�N und betrachten
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�T �� � � f�ur geeignete� von N unabh�angige� Konstanten c�� c� gilt� Mit Hilfe dieser

Absch�atzungen folgt weiter� da� E
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k � � f�s aus dem Borel�Cantelli�Lemma� Der Approximationsfehler
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f�ur alle h � �� �Die Abh�angigkeit der Funktionen e&�N	

 �t� und e��t� von h ist nicht explizit gekenn�

zeichnet(�� Gleichung ���� zeigt� da� der zweite Term aymptotisch in N fast sicher verschwindet� Das
dritte Integral verschwindet f�ur h� � da e��t� gleichm�a�ig gegen � konvergiert� Der erste Ausdruck
kann mit Hilfe der Cauchy�Schwarz#schen Ungleichung weiter abgesch�atzt werden durch
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�
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Wegen ���� ist dies im Limes N �� kleiner oder gleich T
q
El���h� was wiederum im Limes h � �

verschwindet� Insgesamt ergibt sich
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also die Behauptung �c� des Lemmas� �

� Grenzwerts�atze

Nach den Vorbereitungen des letzten Abschnitts k�onnen wir nun Grenzwerts�atze f�ur Di�erentialglei�
chungen mit zuf�alligen Kopplungen formulieren�

Theorem � Wir betrachten das Anfangswertproblem

dx�i
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 N��N� eine durch N indizierte Folge in IN� derart da	 lim
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N��N�

N
� c� f�ur gegebene Konstanten

c� � ��
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	ii
 A��t� � IR� � IRn��n� und I��t� � IR� � IRn� beschr�ankt und stetig�

	iii
 F ��x� t� � IRn� � IR� � IRm�

beschr�ankt� Lipschitzstetig in x gleichm�a	ig in t und stetig in t�

	iv
 H��x� t� � IRn� � IR� � IRn� Lipschitzstetig in x gleichm�a	ig in t mit Konstante L�
h und stetig

in t�

	v
 j R t� �A��s��ds�a�� �tj � c� f�ur alle t � IR� und geeignete reelle Zahlen c� � � und a�� � �L�
h � ��

	vi
 Ferner seien f�ur alle � � �� � � P� � � k � n�� � � l � m
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Bemerkung �� In ���� und A� sind die C�

ij �C�


�� in A�� bereits n� �m
�Matrizen mit den Kompo�

nenten Ckl��

ij � � � k � n�� � � l � m
�

Bemerkung �� Die Behauptung A� besagt� da� sich asymptotisch in N und t alle Elemente jedes
Einzelpools identisch verhalten� Elemente verschiedener Pools k�onnen sich dabei durchaus von�
einander unterscheiden� Man kann daher jeden Pool durch ein einziges repr�asentatives Element
ersetzen� zum Beispiel das erste� i � �� A� gibt dann weiter eine Di�erentialgleichung daf�ur an�
wie das asymptotische Verhalten genau aussieht� Bei P untereinander gekoppelten Pools reduziert
man so das hochdimensionale� vollst�andige System ���� auf ein Ersatzsystem aus lediglich P ge�
koppelten repr�asentativen Elementen� Man beachte aber� das jedes dieser Elemente seinerseits eine
Di�erentialgleichung der Ordnung n�� � � � � � �P ist� Die Komponenten eines Elementes werden
selbstverst�andlich im allgemeinen nicht identisch werden� Es sollte aber klar sein� da� aus A� und A�
auch die aymptotische Gleichheit derselben Komponenten verschiedener Elemente eines Pools folgt�
letzteres auf Grund der Absch�atzung sup��k�n jvkj � jjvjj f�ur ein beliebiges v � IRn�
Bemerkung �� Bedingung �i� des Theorems stellt sicher� da� bei mehreren Subsystemen Pools �P �
�� die Anzahl der Elemente pro Pool N� asymptotisch in N in festen Verh�altnissen w�achst� Weiterhin
stellen die Stetigkeitsannahmen in den Bedingungen �ii���iv� �unter anderem� sicher� da� L�osungen
des Anfangswertproblems existieren und eindeutig sind� Bedingung �v� ist notwendig� damit die
Komponentenfunktionen x�i �t� asymptotisch in t konvergieren �vgl� Lemma ��� Bedingung �vi�
schlie�lich stellt Forderungen an die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Kopplungskonstanten und
steht in direktem Bezug zu Lemma �
Notation� Die erste Bemerkung zeigt� da� die Notation aufgrund der verschiedenen Indizes recht
m�uhsam ist� In der Formulierung des Theorems bezeichnen griechische Indizes unterschiedliche
Subsysteme Pools� Indexe i und j Elemente innerhalb eines Pools� und k�l indizieren Komponenten

��



eines einzelnen Elementes� Den Beweis f�uhren wir nur f�ur P � �� da dieser Fall schon alles wesentliche
enth�alt� die griechischen Indexe k�onnen daher im weiteren weggelassen werden�

Als weitere Bezeichnungen werden verwendet� xki �t�� k � � � � � n� f�ur die Kompo�
nenten eines Elements xi�t�� x�t� �� �x��t�� � � � � xN�t��T f�ur den Vektor aller Elemente�
F �xi� t� � �f��xi� t�� � � � � fm�xi� t��T � �f��x�i � � � � � xni � t�� � � � � fm�x�i � � � � � xni � t��T � F�x� t� ��
�F �x�� t�� � � � � F �xN � t��T � dasselbe f�ur die Funktion H� � sei eine Schranke f�ur die Norm von F und Lf

eine Lipschitzkonstante f�ur F� Weiterhin de�nieren wir wkl
ij �� Ckl

ij � ECkl
��� W

kl �� �wkl
ij �ij� Wij ��

�wkl
ij �kl� W �� �W kl�kl� Die Zufallsmatrizen W kl erf�ullen o�ensichtlich die Voraussetzungen von

Lemma �
Der Ablauf des Beweis folgt im wesentlichen dem von Geman in 
���� Aufgrund zahlreicher Mo�

di�kationen im Hinblick auf die vorgenommenen Verallgemeinerungen f�uhren wir ihn hier trotzdem
aus�
Beweis� Wie schon vorab bemerkt setzen wir P � �� Sei dann $�t� ein Fundamentalsystem der
Di�erentialgleichung �x�t� � A�t�x�t� und U�t� t�� �� $�t�$���t��� Variation der Konstanten ergibt
als �formale� L�osung von ���� f�ur i � �� � � � �N �

xi�t� � U�t� ��xi��� �
Z t

�
U�t� t��

���I�t�� �H�xi�t
��� t�� �

�
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NX
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CijF �xj�t
��� t��
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 dt� � ����

De�niere

ui�t� ��
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U�t� t��

���I�t�� �H�ui�t
��� t�� �

�

N

NX
j��

EC��F �xj�t
��� t��

�	
 dt� � ���

und u�t� � �u��t�� � � � � uN�t��T und beachte� da� die L�osungen ui�t�� i � �� � � � � N aufgrund der
Stetigkeitsannahmen �ii�iv� existieren� eindeutig sind und insbesondere alle ui�t� identisch sind� De�
�niere weiterhin a�t� �� �A�t�� und h��t�� h��t� und g�t� t�� wie in ���� Dann kann jjU�t� t��jj gem�a�
Lemma � abgesch�atzt werden durch jjU�t� t��jj � g�t� t��� � � t� � t ���

Der Beweis von A� geht nun in zwei Schritten vor� zun�achst wird gezeigt� da� die Norm
jjx�t�� u�t�jj beschr�ankt bleibt� wenn N gegen unendlich geht� Dies wiederum wird im zweiten
Schritt benutzt um zu zeigen� da� tats�achlich sogar alle Komponenten xi�t� von x�t� asymptotisch
identisch werden�

Es ist

jjx�t�� u�t�jj � jjx���jjh��t� �
Z t
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g�t� t�� jjH�x�t��� t�� �H�u�t��� t��jj dt��
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N

�����
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�
dt�

wobei die Dreiecksungleichung und die Lipschitzstetigkeit von H und F benutzt wurden� Die
Ausdr�ucke

������W
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������W
N
F
������ k�onnen weiter abgesch�atzt werden
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Die zweite Gleichheit gilt auf Grund der Identit�at der ui�t�� i � �� �� � � �� Analog ergibt sich
������W
N

������ �
mn supk�l

������W kl

N

������� Mit den De�nitionen

aN �� Lh � Lfmn � sup
k�l
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bN�t� �� jjx���jjh��t� � �mn � sup
k�l
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�����W kl � �
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folgt dann

jjx�t�� u�t�jj � bN�t� � aN

Z t

�
g�t� t�� jjx�t��� u�t��jj dt�

und die Anwendung des Bellman�Gronwall�Lemmas �Seite �� hierauf f�uhrt weiter auf

jjx�t�� u�t�jj � bN�t� � aN

Z t

�
g�t� t��bN�t�� exp 
aN�t� t��� dt�

� bN�t� � aN

Z t

�
bN�t

�� exp
�Z t

t�
��A�t���� � aN�dt

��
�
dt� � ����

Die De�nition von bN �t�� Bedingung �v� des Theorems und Lemma �a)e implizieren nun� da� bN�t�
beschr�ankt ist durch

bN�t� � jjx���jj ec�a�t � �mn � sup
k�l

�����
�����W kl � �

N

�����
����� e�cja�j � ����

insbesondere existiert der Limes t � �� da a� nach Annahme kleiner als Null ist� Weiterhin
konvergiert aN aufgrund der De�nition ����� Bedingung �vi� und Lemma b f�ur N �� fast sicher
gegen Lh� Da� hei�t� es gibt f�ur jedes � � � ein N�� so da� f�ur all N � N� gilt P �jaN �Lhj � �� � ��
Die Funktion eaN�t� �� a�t� � aN � �A�t�� � aN in ���� erf�ullt daher und wegen Bedingung �v�
f�ur gen�ugend gro�es N mit Wahrscheinlichkeit Eins die Voraussetzungen des Lemmas �� so da� das
Integral in ���� beschr�ankt f�ur alle t � IR� ist� Insbesondere bleibt es auch im Limes t�� endlich�
Es gibt daher eine von N unabh�angige �o�B�d�A in t stetige� Funktion c�t� jjx���jj�� derart� da� f�ur
gen�ugend gro�es N fast sicher jjx�t�� u�t�jj � c�t� jjx���jj� f�ur alle t � IR� erf�ullt ist� Die Schranke
h�angt im allgemeinen von den Anfangsbedingungen ab� Gleichung ����� Lemma �b)g zeigen jedoch�
da� sie so gew�ahlt werden kann� da� der Limes limt�� c�t� jjx�jj� � c� �� unabh�angig von x� ist�

Nun betrachten wir eine Komponente xi�t�� ui�t� von x�t�� u�t� �
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Im letzten Ausdruck ist
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wobei in der letzten Ungleichung� die Schranke jjx�t�� u�t�jj � c�t� jjx�jj� aus dem ersten Teil des
Beweises eingesetzt wurde� Damit ist
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Die dritte Zeile de�niert hier b�N�t� und die vierte benutzt die De�nition von g�t� t��� sowie noch
einmal das Bellman�Gronwall�Lemma um supi jjxi�t��� ui�t��jj auf der rechten Seite der Absch�atzung
zu eliminieren� Wie schon f�ur bN �t� zeigt man� da� auch b�N �t� im Limes N �� fast sicher f�ur alle
t � IR� bschr�ankt bleibt und Lemma �g auf ���� angewendet werden kann� Es folgt
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��i�N
jjxi�t�� ui�t�jj �

�
� � Lh

e�c

ja� � Lhj

�
� lim
t�� b�N �t� �

Im Ausdruck f�ur b�N�t� konvergiert nun der erste Term gegen Null� da h��t� asymptotisch in t ver�
schwindet� Im zweiten Term von b�N�t� konvergiert h��t� gegen exp��c�
ja�j �Lemma �f�� bleibt also

endlich� Andererseits konvergiert supk�l supi
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��� aufgrund von Lemma a f�ur N � � fast

sicher gegen Null� so da� der zweite Term von b�N �t� dann verschwindet� Ebenso verschwindet auch

der dritte Term� da lim
N��

supk�l
������W kl

N

������ � � f�s� und au�erdem wegen Lemma �g und der oben ange�

gebenen Eigenschaften von c�t� x� der Limes limt��
R t
� g�t� t

��c�t�� jjx�jj�dt� � exp��c� � c�
ja�j � �
ist� Also haben wir insgesamt

lim
N��

lim
t�� sup

��i�N
jjxi�t�� ui�t�jj � � f�s� �

und weil jjxi � xjjj � jjxi � uijj� jjxj � ujjj ist� folgt hieraus die Behauptung A��
Zum Beweis von Behauptung A� betrachte

sup
��i�N

jj �xi�t�� fA�t�x��t� �H�x��t�� t� � I�t� � EC��F �x��t�� t�gjj

� sup
i

������
������A�t��xi � x�� � �H�xi� t��H�x�� t�� �

�

N

NX
j��

CijF �xj� t�� EC��F �x�� t�

������
������

��



� �jjA�t�jj� Lh� sup
i
jjxi � x�jj� sup

i

������
������ �N

NX
j��

WijF �x��t�� t�

������
������

�sup
i

������
������ �N

NX
j��

Cij �F �xj�t
��� t��� F �x��t�� t��

������
������

� �mn sup
k�l

sup
i

������ �N
NX
j��

wkl
ij

�������
��jjA�t�jj� Lh � Lf sup

i

�

N

NX
j��

jjCij jj
�A sup

i
jjxi � x�jj

Hier konvergiert der erste Termwegen Lemma a imLimesN �� fast sicher gegen Null� Im zweiten
Term verschwindet supi jjxi � x�jj aufgrund der gerade bewiesenen Teilaussage A� des Theorems im
Limes N� t��� Der geklammerte Ausdruck bleibt gleichzeitig endlich� da A�t� nach Voraussetzung

beschr�ankt ist und supi
�

�
N

PN
j�� jjCijjj

�
� E jjC��jj � supi

��� �
N

PN
j�� �jjCij jj � E jjC��jj�

��� �� E jjC��jj
f�s� durch Anwendung von Lemma a auf die Zufallsvariablen jjCijjj � E jjC��jj� �

Eine Erweiterung von Theorem � im Hinblick auf die Einf�uhrung von zuf�alligen Responsefunktio�
nen ist recht o�ensichtlich� Wir formulieren nachfolgend eine Variante� in der angenommen wird� da�
die Responsefunktionen nur auf einem endlichen Intervall 
�� T �� � � T � �� von Null verschieden
sind� In Anschlu� an Theorem � diskutieren wir den Fall exponentiell beschr�ankter Responsefunk�
tionen�

Theorem  Betrachtet sei das Anfangswertproblem

dx�i
dt

�t� � A��t�x�i �t� �H��x�i �t�� t� � I��t� �

�
PX

��

�

N


N�X
j��

Z t

�
C�

ij �t� s�F 
�x
j �s�� s�ds

x�i ��� � x�i� � IRn� � � �� �� ���P� i � �� ����N�

����

Es seien die Voraussetzungen �i� bis �v� von Theorem  erf�ullt und an Stelle von �vi��

	vi�
 F�ur alle � � �� � � P� � � k � n�� � � l � m
 seien die Mengen
n
Ckl��

ij �t�

o
i�j�������� paarweise

unabh�angige Familien jeweils unabh�angiger und identisch verteilter stochastischer Prozesse auf

�� T �� T ��� �!�F� P � bezeichne den zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraum� F�ur jedes

�� �� k� l sei E
���Ckl��


�� �t�
���� � � f�ur alle t � 
�� T � und Ckl��


ij �t� � �� i� j � �� � � � � f�ur t � T �

Weiterhin sollen f�ur alle 	 � ! die Ckl��

ij �t� 	�� i� j � �� � � � � Lipschitzstetig auf 
�� T � sein

mit Konstanten lkl��
ij �	�� Die lkl��
ij �	�� i� j � �� � � � � seien unabh�angig und identisch verteilte

Zufallsvariablen auf �!�F � P � mit E
���lkl��
��

���� ���

Unter den Voraussetzungen �i���v� und �vi�� gilt die Behauptung A� aus Theorem  ebenfalls f�ur das
System ���� und an die Stelle von A� tritt

A�� lim
N��

lim
t�� sup

����P
sup

��i�N�

jj �x�i �t�� fA��t�x�� �t� �H��x�� �t�� t� � I��t��

�
PX
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Z t

�
EC�


�� �t� s�F 
�x
��s�� s�ds

�	

������
������ � � f�s�
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Beweis� Der Beweis verl�auft im wesentlichen wie der von Theorem �� Wir werden im folgenden
daher nur einige Stellen skizzieren� an denen Unterschiede bestehen� Es reicht den Fall P � � zu
betrachten� Au�erdem sei n � m � �� h�oherdimensionale Subsysteme k�onnen wie in Theorem �
behandelt werden�

Zun�achst zeigt man leicht� da� mit Cij�t�� i� j � �� � � � � auch EC���t� und wij�t� �� Cij�t� �
EC���t�� i� j � �� � � � � Lipschitzstetig sind� Weiterhin ist o�ensichtlich Ejw���t�jk � � f�ur alle
t � IR� und k � � Die zentrierten Prozesse wij�t� erf�ullen demnach die Voraussetzungen des
Lemmas �� Aufgrund der Stetigkeit der wij�t� sind Ejw���t�j und ��t� �� Ew�

���t� integrabel� so da�R T
� Ejw���t�jdt und

R T
� ��t�dt endlich sind�

Wie im Beweis von Theorem � kann man eine formale L�osung f�ur xi�t�� i � �� � � � � angeben
und identische Funktionen ui�t�� in denen die Prozesse Cij�t� durch ihren Erwartungswert EC���t�
ersetzt werden �vgl� Gleichungen ���� und ����� De�niere v�t� �� jjx�t�� u�t�jj� An die Stelle der
Absch�atzung ���� tritt dann

v�t� � jjx���jjh��t� � �
Z t

�
g�t� t��

Z t�

�

�����
�����W �t� � t��� � �

N

�����
����� dt��dt� �

� Lh

Z t

�
g�t� t��v�t��dt� � Lf

Z t

�
g�t� t��

Z t�

�

�����
�����W �t� � t���

N

�����
����� v�t���dt��dt� ����

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet asymptotisch in t� Der zweite bleibt f�ur alle
N und t fast sicher beschr�ankt wegen Lemma �c und der Beschr�anktheit von

R T
� ��t�dt� Im vierten

Term beachte man� da� dort v�t� innerhalb des Integrals �uber t�� steht und daher das Bellman�
Gronwall�Lemma nicht direkt angewendet werden kann� Man kann jedoch die Integration �uber t�

und t�� vertauschen� Beachtet man dabei� da� g�t� t�� � h��t�ecea�t
�

� � � t� � t � �� ist�
������W �t	

N

������
au�erhalb von 
�� T � verschwindet und auf 
�� T � wegen Lemma �a asymptotisch in N fast sicher
gleichm�a�ig kleiner als jedes � � � wird� kann der vierte Term in ���� f�ur gen�ugend gro�e N mit
Wahrscheinlichkeit � abgesch�atzt werden durch

Lf

Z t

�
g�t� t��

Z t�

�

�����
�����W �t� � t���

N

�����
����� v�t���dt��dt� � � Lf

ece�a�T

ja�j� �z �
�a�

Z t

�
h��t�e

�a�t��v�t���dt�� � ����

De�niere bN �t� als Summe der ersten beiden Terme auf der rechten Seite von ���� und h��t� ��

exp
�
� R t�

� �A�t����dt��
�
� Dann ist g�t� t�� � h��t�h��t�� im dritten Term von ���� und v�t� kann

weiter abgesch�atzt werden durch

v�t� � bN�t� � h��t�
Z t

�

�
Lhh��t�� � �a�ea�t

�
�
v�t��dt� �

Hier kann nun wieder das Bellman�Gronwall�Lemma angewendet werden� und gezeigt werden� da� f�ur
N gegen unendlich� respektive � gegen Null� v�t� � jjx�t�� u�t�jj fast sicher beschr�ankt bleibt durch
eine geeignete Funktion c�t�� wie schon im ersten Teil des Beweises der Aussage A� von Theorem ��
Die Absch�atzungen im zweiten Teil von Aussage A� f�ur sup��i�N jjxi�t�� ui�t�jj und im Beweis von
Ausage A� kann man analog �ubertragen� was wir hier jedoch nicht weiter ausf�uhren� �

Bemerkung �� Eine wichtige Klasse von Responsefunktionen� die Theorem � nicht umfa�t� sind
exponentiell beschr�ankte Funktionen� Diese k�onnen zum Beispiel in der Form charakterisiert werden�

��



da� T in Theorem � als unendlich angesetzt wird und angenommen wird� da� unabh�angige� identisch
verteilte Zufallsvariablen bij � � existieren� sowie ein � � � derart� da� jCij�t�j � bije

��t f�ur alle i� j �
�� �� � � � und t � IR� gilt� Die im Theorem � eingeschlossenen Responsefunktionen sind o�ensichtlich
eine Teilmenge exponentiell beschr�ankter Funktionen� EC���t� und wij�t� � Cij�t� � EC���t� sind
ebenfalls exponentiell beschr�ankt und Lemma  zeigt direkt� da�� wenn Ejb��j� � � ist� auch

lim
N��

������W �t	
N

������ � lim
N��

�
�������bij	

N

������ e��t � �Eb��e��t �f�s�� und supi j �N
P

j wij�t�j � �Eb��e��t �f�s�� gelten�

Daher kann man f�ur jedes � � � ein N� und ein T� �ndet� so da� die beiden Ausdr�ucke f�ur alle t � T�

und N � N� �f�s�� kleiner als � sind� Dasselbe kann man auf 
�� T�� wegen Lemma � ebenfalls erreichen
�evtl� mu� hierzu N� vergr�o�ert werden�� Die in Lemma � �a� und �b� behauptete gleichm�a�ige
Konvergenz� ist also f�ur exponentiell beschr�ankte Prozesse auf ganz IR� erf�ullt� Weiterhin ist auch
��t� exponentiell beschr�ankt� so da�

R�
� ��t�dt endlich ist und in Lemma �c daher ebenfalls T durch

Unendlich ersetzt werden kann�
Die oben skizzierte Erweiterung von Lemma � auf exponentiell beschr�ankte Prozesse ist noch nicht

ausreichend um auch Theorem � entsprechend zu verallgemeinern� Sch�atzt man in der Gleichung
���� zum Beispiel

������W �t��t��	
N

������ gleichm�a�ig durch ein beliebiges � � � ab� evaluiert die Integrale in ����

und wendet das Bellmann�Gronwall�Lemma an� so stellt man fest� da� man v�t� � jjx�t�� u�t�jj im
Limes t�� so nicht beschr�anken kann� Um dies zu erreichenmu� explizit das Verhalten von

������W �t	
N

������
f�ur t�� bekannt sein� z�B� in der Form

������W �t	
N

������ � � � e��t f�ur alle t � �� Allgemeine Bedingungen�

wann letzteres gilt� sind unbekannt� Eine M�oglichkeit ist� zu fordern� da� nicht die Prozesse Cij�t��
sondern statt dessen Cij�t�e��t die Lipschitzbedingung in Bedingung �vi#� von Theorem � erf�ullen�
�Man beachte� da� jCij�t�je�t beschr�ankt durch bij ist�� Solange � � ja�j ist� kann man Theorem
� dann wieder ohne weitere Einschr�ankungen beweisen� Ist andererseits � � ja�j zeigt sich bei der
Absch�atzung der Integrale von der Form ����� da� man Bedingung �v� im Theorem noch etwas ab�
schw�achen mu�� insofern als a� � �Lhe

�c zu gelten hat� Ob man hierauf gegebenenfalls verzichten
kann� ist nicht klar� Unter der Annahme� da� in Verallgemeinerung von lim

N��

������ Wp
N

������ � �� �Geman

����� 
���� der Limes lim
N��

R�
�

������W �t	p
N

������ dt fast sicher beschr�ankt ist� kann man den Beweis modi�zie�

ren� so da� man die weitere Einschr�ankung a� � �Lhe
�c nicht vornehmen mu�� Die angegebene

Verallgemeinerung von Gemans Theorem f�ur die Norm von Zufallsmatrizen� ist sehr wahrscheinlich
richtig� aber unbewiesen�

Bemerkung �� Alphafunktionen mit stochastischen Parametern als Responsefunktionen stellen eine
spezielle Wahl exponentiell beschr�ankter Zufallsfunktionen dar� Alphafunktionen lassen sich als
Spezialfall von L�osungen der linearen Di�erentialgleichung �C�t� � AC�t�� C��� � C�� f�ur geeignete
n � IN� n ��� A � IRn�n und C� � IRn darstellen� Sind A und oder C� stochastisch erzeugt� so sind
die L�osungen dieser Di�erentialgleichung Zufallsfunktionen� Falls nun der Realteil des gr�o�ten Eigen�
wertes der �Zufalls��Matrix A mit Wahrscheinlichkeit � kleiner oder gleich einer Konstanten �� � �
ist� gibt es �ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit �� eine Konstante M� � � M ��� die von der speziel�
len Realisierung von A nicht abh�angt� derart da� jjC�t�jj �M jjC�jj e��t ist �siehe 
��� Seite ����� Da

C�t� di�erenzierbar ist� ist es Lipschitzstetig und wegen
������ �C�t�

������ � jjAjj jjC�t�jj � jjAjjM jjC�jj e��t
sind die Funktionen C�t�e�t fast sicher gleichm�a�ig Lipschitzstetig auf IR� mit Lipschitzkonstante
l � jjAjjM jjC�jj� Wenn die sechsten Momente der Verteilung von l existieren� erf�ullen auf diese
Weise generierte �unanh�angig und identisch verteilte� Zufallsfunktionen also die in Bemerkung � for�
mulierten Bedingungen� und somit ebenfalls Theorem ��

��



Bemerkung �� Indem die Theoreme � oder � ganze Pools von Zellen auf eine einzige� �aquivalente Zelle
reduzieren� scheint es� als sei die M�oglichkeit der Betrachtung jeglicher Informationsverarbeitungspro�
zesse in Netzwerken ausgeschlossen und nur die Analyse biophysikalisch�dynamischer Eigenschaften
der Modelle m�oglich� Am Beispiel des Assoziativspeichers mit endlich vielen Mustern zeigen wir
nun� da� bei geeigneter Wahl der Pools doch auch gewisse Aspekte der Informationsverarbeitung
erfa�t werden k�onnen �vgl� 
����� Hierzu nehmen wir an� da� in einem Netzwerk aus N Zellen M
zuf�allig generierte� bin�are Muster ��� � � �� � � �M� gem�a� der inkrementellen Hebb#schen Lernregel
gespeichert sein m�ogen� Cij �

PM
��� �

�
i �

�
j � Die ��i � � � � � � �M� i � �� � � �N seien unabh�angig und

identisch verteilte bin�are Zufallsvariablen� mit P ���� � �� � p � 
�� ��� Auf die genaue Spezi�kation
der Einzelzellen usw� kommt es im weiteren nicht an�

Neuron i kann in jedem Muster Null oder Eins sein� Insgesamt gibt es �M M�oglichkeiten� die von
der Form x � ���i � � � � � �Mi � � f�� �gM sind� Die Menge der N Neuronen l�a�t sich nach x � f�� �gM in
�Aquivalenzklassen zerlegen� die durch 
x�� x � f�� �gM bezeichnet sein sollen� Jede �Aquivalenzklasse
kann als Pool im Sinne der Theoreme � oder � aufgefa�t werden� falls in x � f�� �gM insgesamt
k Komponenten Eins sind� jxj � k� so ist die Wahrscheinlichkeit� da� ein Neuron zur Klasse 
x�
geh�ort gleich cx � ck � pk��� p�M�k� O�ensichtlich enth�alt eine Klasse 
x� dann asymptotisch in N
mit Wahrscheinlichkeit Eins einen Bruchteil von cx Zellen� so da� Bedingung �i� der Theoreme �fast
sicher� erf�ullt ist� Weiterhin sieht man leicht ein� da� sich die Synapsenvektoren je zweier Zellen
derselben Klasse 
x� nicht voneinander unterscheiden� d�h� Cij � Ckj � j � �� � � �N � i� k � 
x�� Hierzu
braucht man nur in der Lernregel zu beachten� da� ��i � ��k f�ur alle � � �� � � �M ist� wenn i und k
aus derselben Klasse sind� Weiterhin sind dann sogar alle Synapsen irgendeiner Zelle i � 
x�� zu allen
Zellen einer anderen Klasse j � 
x�� identisch� n�amlich gleich der Anzahl der koinzidierenden Einsen
in x� und x�� Die Kopplunsmatrizen zwischen Neuronen der jeweiligen Klassen haben demnach
identische Eintr�age� was als Spezialfall einer entarteten Verteilung in Bedingung �v� von Theorem �
nat�urlich enthalten ist�

� Diskussion

Zusammenfassend haben wir gezeigt� da� sich hochdimensionale modulare neuronale Netze mit sto�
chastischen Kopplungen mathematisch exakt auf niedrigdimensionale Systeme reduzieren lassen� Die
niedrigdimensionalen Gleichungen k�onnen zur leichteren Analyse des asymptotischen Verhaltens des
vollen Systems benutzt werden� Im allgemeinen k�onnen die reduzierten Systeme immer noch sehr
kompliziert sein� wenn die Einzelelemente h�oherdimensional sind und eventuell auch mehrere viele
Pools vorhanden sind� Au�erdem k�onnen niedrigdimensionale Di�erentialgleichungssysteme bereits
sehr kompliziertes L�osungsverhalten zeigen� In der Referenz 
�� haben wir das exemplarisch an
einem zeitdiskreten Spezialfall von Theorem � gezeigt� Das dort betrachtete Netzwerk besteht aus
zwei Pools wechselseitig stochastisch gekoppelter Zellen� von denen eine Gruppe exzitatorische und
die andere inhibitorische Neuronen enth�alt� Die reduzierten Gleichungen sind zweidimensional und
wurde von Pasemann und Nelle
��� detailliert numerisch untersucht� Es zeigt sich� da� in diesem
System sehr vielf�altiges zeitliches Verhalten m�oglich ist� das von einfachen Fixpunkten� �uber Oszil�
lationen und Quasiperiodizit�at� bis hin zu deterministischemChaos reicht� All diese Verhaltensmodi
kann man in der hochdimensionalen Variante des Systems in Ref� 
�� reproduzieren und Theorem �
sagt ganz konkret aus� da� man asymptotisch in der Systemgr�o�e und der Zeit auch nur genau dieses

��



Verhalten bekommt� nicht weniger und nicht mehr� Dies bedeutet� da� die Analyse kleiner neuonaler
Netze durchaus sinnvolle Resultate liefern kann� die sich auf Netzwerke realistischer Gr�o�enordnung
verallgemeinern lassen�

Eine Grundannahme der Betrachtungen dieser Arbeit besteht in der Verwendung gradueller Neu�
rone� Simulationen und heuristische Argumente legen nahe� da� Theoreme analog zu den hier bewie�
senen mindestens f�ur stochastische Schwellenneurone in derselben Form gelten �Aussagen A��A�)A�#
der Theoreme � und ��� Ein rigoroser Beweis dieser Behauptung steht noch aus� Simulationen des
oben bereits angesprochenen chaotischen Systems in Referenz 
�� mit stochastischen Schwellen�
neuronen weisen jedoch asymptotisch dieselbe komplexe Bifurkationsstruktur auf� wie die entspre�
chenden graduellen Systeme bzw� deren reduzierte Gleichungen� Hierdurch wird die Behauptung
zumindest sehr unterst�utzt� F�ur deterministische Schwellenneurone in diskreter Zeit �McCulloch�
Pitts�Neurone� mit stochastischen Kopplungen hat Amari verwandte Resultate gezeigt�
�� Ob und
wann auch kompliziertere Neuronenmodelle� mit gegebenenfalls sogar oszillatorischem oder chao�
tischen Zeitverhalten bereits in der isolierten Einzelzelle� Mittelungsprozeduren erlauben� und von
welcher mathematischen Form deren mittlere Dynamik ist� ist im allgemeinen unbekannt� Hierunter
fallen Integrate�and�Fire�Neurone und nat�urlich die Hodgkin�Huxley�Gleichungen� sowie alle davon
abgeleiteten Modelle�

Eine weitere Grundannahme sind stochastische Kopplungen zwischen Zellen� Es gibt experi�
mentelle Hinweise� die nahelegen� da� die Verbindungstopologie kortikaler Kopplungen tats�achlich
in einem hohen Ma� stochastisch ist�
�� ��� Trotzdem handelt es sich bei dieser Annahme um eine
starke Vereinfachung� mindestens insofern funktionelle Korrelationen zwischen Synapsen� wie sie
beispielsweise durch Hebb#sches Lernen entstehen k�onnen� im wesentlichen au�er Betracht gelas�
sen werden� Strukturelle Korrelationen� die etwa auf unterschiedliche Zellklassen oder auf grobe
anatomische Verschaltungsstrukturen zur�uckzuf�uhren sein k�onnen� lassen sich dagegen mittels ge�
eigneter De�nitionen von Pools erfassen� Da weiterhin nicht alle Zelltypen lernf�ahig sind� mag die
�mikroskopische	 Unordnung f�ur Kopplungen zwischen solchen Zellklassen funktionell erhalten blei�
ben� so da� dann Massenwirkungsargumente anwendbar sein sollten� Dies mag zum Beispiel auf die
h�au�g anzutre�ende Vorstellung zutre�en� nach der hemmenden Zellen weitgehend Aufgaben der
Aktivit�atskontrolle zukommt und weniger detaillierte Informationsverarbeitungsprozesse�

Die grobe Verschaltungsstruktur der betrachteten Zellpools kann in konkreten Anwendungen
nahezu beliebig komplex sein und insoweit an ganz unterschiedliche biologische Fragestellungen an�
gepa�t werden� So k�onnen Pools etwa verschiedene Zellklassen repr�asentieren� oder die Schichten�
struktur des Kortex oder die kolumn�are Struktur� die man in vielen Arealen �ndet� Ebenso kann ein
einzelner Pool aufgefa�t werden als ein ganzes� nicht weiter strukturiertes Areal oder ein Kern� so da�
Modelle auf einem gr�oberen anatomischen Niveau ebenfalls eingeschlossen sind� Zusammen mit den
weiteren Freiheiten bei der Wahl der Einzelzelldynamik und den synaptischen Kopplungsfunktionen
bieten sich kaum zu �uberschauende Anwendungsm�oglichkeiten�

Auch in Bezug auf k�unstliche neuronale Netze hat die hier vorgestellte Theorie Relevanz� wenn
auch eher indirekte� Klassische Modelle und Anwendungen der Neuroinformatik �Assoziativspeicher�
Backpropagation� etc�� bestehen meist nur aus weniger als einigen tausend k�unstlichen Neuronen�
Angesichts der gro�en Zahl von Zellen bereits in einer einzigen Kolumne eines prim�aren visuellen
Areals �� ���� und der relativ einfachen Aufgabe� die sie gemeinsam ausf�uhren und die anscheinend
kaum �uber eine Kantendetektion hinausgeht� erscheint es naheliegend� die Neuronen eines k�unstlichen
neuronalen Netzes bereits als Repr�asentanten gro�er Gruppen von Zellen im Sinne dieser Arbeit zu
interpretieren�

��



Ein Beispiel in dem Theorem �� � oder eine geeignete Variante direkt anwendbar ist� stellt gem�a�
Bemerkung � nach Theorem � der Assoziativspeicher dar� Allerdings m�ussen bei M gespeichertenMu�
stern bereits �M Pools in Erw�agung gezogen werden� was in der Praxis eine starke Einschschr�ankung
ist� Das Beispiel zeigt aber� da� man Mittelungsprozeduren o�ensichtlich auch benutzen kann� wenn
Aspekte kortikaler Informationsverarbeitung qualitativ untersucht werden sollen� Interessante Fragen
in dieser Richtung betre�en zum Beispiel Interaktionen �weniger� gleichzeitig aktivierter neuronaler
Assemblies� wie wir sie mit Hilfe von Simulationen gro�er Netzwerke bereits in einem einzelnen 
���
oder verteilt �uber mehrere Areale 
�� untersucht haben�
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