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Ubungen zur Vorlesung Analysis I1 Blatt 03

1. Wir betrachten die Potenzreihe f(z) = > ka*, v € R.
k=1

(i) Berechnen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe.

T

(ii) Zeigen Sie, dass im Konvergenzradius gilt: f(z) = =

2. Schreiben Sie h(x) = ﬁ fir z € (—1,1) in Form einer Potenzreihe.

3. Sei X ein Vektorraum iiber dem Korper K = R, C.

(i) Sei||-||: X — R eine Norm auf X und d(z,y) = ||z — y||, die von der Norm
induzierte Metrik. Zeigen Sie:

(a) d(x+ z,y+2) =d(z,y) Vr,y,z € X
(b) d(ax,ay) = |a|d(z,y) fur alle « € K und Vz,y € X

(i) Sei d: X x X — R eine Metrik, die zusétzlich auch die Eigenschaften (a)
und (b) aus (i) erfiillt. Zeigen Sie, dass dann ||z|| := d(z,0) eine Norm auf

X definiert. Charakterisieren Sie, wann eine Metrik auf X durch eine Norm
induziert ist.

(iii) Wir betrachten den Vektorraum der reellen Folgen RN. Zeige, dass die Abbil-
dung
d: RN x RN = R, d(z,y) == ZT"M
7 ’ 1 1+ |zn — Yl

eine wohldefinierte Metrik auf RN definiert, die nicht von einer Norm induziert
ist. Hier ist x = (2,)neny und ¥y = (Yn)nen-

4. Wir betrachten in dieser Aufgabe M = Z und p > 0 sei eine beliebige Primzahl.
Zur Erinnerung, fiir a,b € Z sagen wir, a teilt b, in Zeichen a|b, genau dann wenn
es ein ¢ € Z gibt, sodass ac = b. Wir definieren die Abbildung d,: Z x Z — R,
wobei

—sup{m€eNN | p™ teilt (z—y)}

dp(xa y) = p
fir x,y € Z. Zeigen Sie, dass d,, eine Metrik auf 7Z ist.

(1)

()

(3)



5. Zeigen oder Widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

Sei ) # M und dy: M x M — R, sowie dy: M x M — R zwei Metriken auf M.
Dann sind auch die folgenden Abbildungen Metriken:

(i> d<$a y) = min{dl (mv y)? dy (m, y)} (1)
(ii) d(z,y) = sup{di(z,y), dz(z,y)} (1)

In der Vorlesung wurde bereits erwéhnt, dass alle Normen auf dem R"™ dquivalent
sind. Zwei Metriken d;, dy auf einer nicht leeren Menge M heiflen dquivalent, falls
Konstanten m, M > 0 existieren, sodass

mdy(z,y) < day(2,y) < Mdy(2,y)
fiir alle x,y € M gilt.

(iii) Alle Metriken auf dem R"™ sind dquivalent. (1.5)

6. Seien a < b, wir betrachten den Vektorraum C°([a,b]) der stetigen reellwertigen
Funktionen. Ferner betrachten wir die Norm

[fllec = max |f(x)],
z€la,b]

sowie )
11 = [ 17@ld.

In den Tutorien werden Sie sehen, dass es sich bei || - || wirklich um eine Norm

handelt.

(i) Beweisen Sie, dass || - ||; eine Norm auf C%([a, b]) definiert. (2)

(ii) Zeigen Sie die folgende Ungleichung. Fiir alle f € C°[a, ] gilt (1)

£l < (b= a)[[f]loc-

(iii) Sind die Normen ||f||; und || f]|o dquivalent? (1.5)

7. Sei (X, - |lx) ein normierter reeller Vektorraum, dann ist die Norm || - || genau (4*)

dann von einem Skalarprodukt induziert, wenn fiir alle z,y € X
2+ ylI” + llz = ylI* = 2()|=[I* + y]1*) (6.1)

gilt. Beweisen Sie diese Aussage. Zeigen Sie dann, unter Verwendung dieser Cha-
rakterisierung, dass es einen normierten Vektorraum (V| - ||) gibt, dessen Norm
nicht von einem Skalarprodukt induziert ist. Hinweis: Fiir die Rickrichtung bendti-
gen Sie einen Kandidaten fiir das Skalarprodukt. Es ist von Vorteil, wenn dieser
aus Termen besteht, die in der Gleichung (6.1) vorkommen.

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiigbar:
http://www.uni-ulm.de/790134




