Evolutionsgleichungen

Musterlosung zu Blatt 2

1. Falls (T'(t))ter eine stark stetige Gruppe ist, gilt T'(¢t)T'(—t) = Id und jedes T'(t) ist invertierbar.
Sei jetzt (T'(t)):>0 eine stark stetige Halbgrupppe und T'(to) sei invertierbar fiir ein ¢y > 0. Dann
gilt fiir 0 < s <ty

T(s)T(to — s)T*(to) = Id,

woraus die Invertierbarkeit von T'(s) fiir alle 0 < s < t¢ und daher aus T'(t) = T(t9)"T(s) mit
t =nty+ s (n € IN) die von T'(t) fiir alle ¢t > 0 folgt. Definiert man jetzt T(¢) = T'(—t) " fiir ¢ <0,
so erhélt man eine stark stetige Gruppe: denn T'(—s — t)T(s +t) = Id = T(—s)T(—t)T(t + s) und
Tt —s)T(s—t)=1Id=T({t—s)T(s)T(—t), t,s > 0, zeigt, dass (T'(t)):er eine Gruppe ist; diese
ist stark stetig, da auf Grund der Beschrianktheit der Operatoren T'(t), t € R, starke Stetigkeit zu
einem Zeitpunkt starke Stetigkeit zu allen Zeitpunkten ergibt.

2. Wie in der Vorlesung gezeigt, existieren M > 1 und ¢ > 0 derart, dass || T(s)|| < M fiir alle s < 4.
Ist jetzt t > 0 beliebig, schreibe t = nd + s mit n € IN und 0 < s < §, und man erhélt

n n In M
IT@)| = |T(s)T™(8)]| < MM™ = Me™ 3 < MeMH+) ™8 — Mt mit w = ——.
3. a) Falls ety = Z EAkx fiir alle t € R konvergiert, konvergiert der Ausdruck natiirlich auch
k=0 """
absolut und T'(s)e!4z = e!AT (s)z fiir alle s > 0, da T'(s) und A auf D(A) kommutieren und T'(s)

ein beschrinkter Operator ist. Ferner gilt die Funktionalgleichung, und die Ableitung von e*4x

beziiglich ¢ existiert und ist gleich Ae4z. Aus
d

a(e_tAT(t)x) = —Ae T () + A" AT (t)z =0

folgt e AT (t)x = e*AT(0)2 = 2 und daher T(t)z = 'z fiir alle t > 0.

b) Mit Aufgabe 2) ergibt sich

/ le (bt < / e
R

und damit die beziiglich z lokal gleichméflige Konvergenz der Integrale gegen eine stetige Funktion

N
Betrachte z (z) := \/n/27r/ e_”(t_z)z/QT(t)m dt. Diese Funktionenfolge konvergiert mit N —
N

e it = D] [ e e

oo gleichméfig auf jeder kom;akten Teilmenge von C gegen die stetige Funktion z,(z), so dass

es geniigt, die Holomorphie der Funktionen z(2) zu zeigen. Dazu schreibe e_"(t_z)z/QT(t)x als
oo oo

Doppelreihe Z Z alktlsz(t):r. Da diese Reihe auf [— N, N| gleichméfig beziiglich ¢ konvergiert,

\/;/ e tadt = \/72:(2“”6 a:dt)

Mit /n/2m / e ™2t = 1 folgt
R

n 2 n o 2 2
: _ — o —n5 _ < o —n 5 twt —n5 <
711;12O |2n (0)—z|| = 4/ o /]Re 2T (t)r—x| dt < e/242M||x||y/ 5 /5 (e7T" T W qe T ) dt <,

fiir alle n > N, wobei § so klein gewahlt wurde, dass ||T'(t)x — z|| < €/2, und N so grofs, dass

n > —nﬁ—i-wt —nt- L =t ¢2
205 [ e 2V dt = 2M || T o) dE < /2.

ergibt sich
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Zu guter Letzt hat man noch

T(8)2n(0) = 1/%T(s) /R e T () dt = ,/% /}R e S T(t+s)zdt = ,/% /}R e ST () dt.

¢) Da T(t)x,(0) = z,(¢) und die z,(t) ganze Funktionen sind, ist T'(¢)x,(0) gegeben durch seine

Taylor-Entwicklung im Punkt ¢ = 0, woraus folgt, dass die z,,(0) vollstiandige Vektoren sind, weshalb

wegen lim ||z, (0)— x| = 0 die Menge der vollstédndigen Vektoren dicht in X liegt. Die Behauptung
n—o0

T(t)x = ez wird wie in a) gezeigt.



