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Blatt 1 zu Funktionalanalysis bis 31.10.

1. Zeige, dass die Folgenrdume ? := {(an)nen : an € R und Z lan|P < 00}, 1 < p < 00, versehen

neN
mit der Norm |[|(ap)nenllp = (Z |a,|P)Y/P, Banachrdume sind, d.h. zeige, dass die Menge [P
nelN
ein Vektorraum ist, dass | - ||, eine Norm auf {? definiert und dass der normierte Vektorraum [”

vollstandig ist.

Um die Giltigkeit der Dreiecksungleichung, in diesem Kontext auch Minkowski-Ungleichung
genannt, fiir p > 1 zu beweisen, zeige zuerst Youngs Ungleichung

1 1 1 1
lab] < —|alP + —|b|? firallea,beR, 1<pg<oo, —+-=1.
p q p q

Zeige dann mittels der Young-Ungleichung die Holder-Ungleichung fiir (a, )nen € P und (by)new €
1 1

fTmit 1 <p,g<oo, —+-=1,
p q

| D anbal < l(@n)nenllpll(bn)nenllos

nelN
und schlieflich mit Hilfe der Holder-Ungleichung die Minkowski-Ungleichung.

Zeige, dass der Folgenraum [*° := { (an)nen : an € R und sup |a,| < oo}, versehen mit der
nelN
Norm ||(an)nenN|/co := sup |a,|, ein Banachraum ist.
ne

2. Zeige, dass die normierten Rédume (C*[—1,1], - |lx), & = 0,1,..., der auf [~1,1] k-mal stetig
k
differenzierbaren Funktionen Banach-Réume sind, wobei || f|| := Z sup |f@(x)].
i—0 ze[—1,1
Zeige, dass der Unterrraum (C*+1[—1,1], || - ||x) nicht abgeschlossen in (C*[—1,1],]| - ||) ist.

2
3. Zeige, dass C0,2] beziiglich der Norm || f||, := (/ |f(x)[P dz)'/?, 1 < p < oo nicht vollstindig

0
ist. (Man iiberlege sich zuerst, dass || - ||, wirklich eine Norm auf C[0, 2] ist, wobei die Dreiecks-
ungleichung dhnlich wie in Aufgabe 1 gezeigt wird.)

4. a) Folgere aus dem Satz von Baire, dass fiir jede Folge (O, )nen offener und dichter Teilmengen
eines vollstandigen metrischen Raums X auch deren Durchschnitt ﬂ O,, dicht in X liegt.
nelN
b) Zeige mit dem Satz von Baire, dass die Menge der Funktionen f € C[0,1], die nirgendwo
differenzierbar sind, dicht in (C[0,1], || - [|co) liegt.
Betrachte dazu die Mengen

B) —
O, :=1geC[0,1]: sup gl +h) = g(x) >n Vz € [0,1]
o<|n|<i h
und zeige, dass diese offen und dicht in (C[0, 1],]| - |loo) sind.

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiigbar:
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