Funktionalanalysis

Loésung zu Blatt 3

1. Seiz € [°°und 0 < x < 1 (komponentenweise). Dann gilt 1 = LIM (1) = LIM (1—x)+LIM (z), und
aus LIM(1—x) >0, LIM(x) > 0 folgt LIM (z) < 1. Sei nun ||z|o=1. Dannist 1 > (1+z)/2 >0
(komponentenweise), also 0 < LIM (1) + LIM (z) < 2 und somit LIM (z) <1 und LIM(x) > —1.
Sei © = (n)nen € I°°. Setze T := limsup x,, und z := liminf z,,. Dann existiert fiir alle € > 0 ein
N € NN, so dass inf(TN:r) =infa¥ >z —eund supz™ <T+e Bsgilt 0 < LIM(Z’N —xz+e€) =
LIM(x) — x4+ € oder z — e < LIM(x), und genauso T + ¢ > LIM (x).

Sei z = (0,1,0,1,...) und y = (1,0,1,0,...). Dann ist LIM (z-y) = 0, aber 2LIM (z) = LIM (x +
y) =1, also LIM(x)LIM (y) = 1/4.

Existenz: Betrachte das Funktional I((z;)) = lim — Z x; = lim x; auf dem in [*° abgeschlossenen
n—oo n n—o0

Unterraum ¢ und erweitere mit Hahn-Banach auf ganz [°°. Dann gilt {(z) < limsup — ZIZ und
n—oo N

I(—z) < limsu —x; oder [ = —(—x — lim su —x; = liminf — x;. Es folgt
(~o) nwp; (@) = ~l(-2) 2 nﬁmp; HMZ g

unmittelbar [(1) = 1 und I(z) > 0 fiir > 0 (komponentenweise). {(Tx) = I(z) bzw l(a: —Txz)=0

. . .1
erhilt man aus nh_)rrgo - z;(xl —Tiy1) = nh_)ngo E(xl —Zpy1) =0.
1=

2. Fiir 2 = (v,) € I' und y = (y,) := (sign x,,) € 1> ist (Tx)(y) = ||z|]1, also || Tz|| > ||z||1. Sei jetzt

y = (yn) € 1°° mit ||y|]|cc = 1 beliebig, dann ist |(Tz)(y)| = | Z Tnln| < Z |Zn | |yn] < Z |xn| =
neN nelN nelN

]|y, also | T[] <[]y
Ein Banachlimes liegt nicht im Bild von T, weil LIM(xz) = 0 fijr alle x € ¢y und daher gelten
wiirde, falls LIM = Ty fiir ein y = (y,) € I' C o, dass 0 = (Ty)(y Z y;, und somit LIM =0

nelN
im Widerspruch zu LIM (1) = 1 wére.



