Funktionalanalysis
Loésung zu Blatt 9

1. a) o(T) = o(T") folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass (A —T') genau dann invertierbar ist, wenn
(A — T") invertierbar ist.
b) |[Id+T| <1+ |T|| ist klar.
Wegen ||T|| € 0o(T) existiert zu jedem € > 0 ein € X mit ||z|| = 1 und € > ||(||T||Id — T)z| =
[ATIId + Id)z + (=1d = T)z| = (T[] + 1) = [|(Id + T)z|, also [|(Id +T)[| = |T] +1 —e.

2. Wegen [|Si], = 1 und wegen A(z1, Azy, AN2z1,...) — Si(21, \z1, A2y, .. )
soll, und (z1, A\z1, \%z1,...) € IP fiir A < 1, falls p < oo, und fiir A < 1, falls p = oo, und da
jeder Eigenvektor notwendigerweise von obiger Gestalt ist, gilt op(S;)) = {A € C : [N\ < 1},
0a(S1) =0a(S) ={AeC: N <1} fir p<oound op(S;) =0(S;) ={A € C: |\ <1} fir p = 0.
Aus (Md—S,)(z1,22,...) = (Ar1—0, \x3—21,...) = (0,0,...) folgt z1,x2,... =0, also op(S,) = 0.
Aus (Az1 — 0, Az — x1,...) < (y1,Ya,...) folgt 1 = y1/X\, 22 = 1A% + 42/, o 2 = Y1 /A" +
Yo /AL 4 4y, /\,... , weshalb (1,0,0,...) nicht im Bild von (A — S,.) fiir A < 1 ist, und daraus
zusammen mit ||S,.|| =1, dass 0(S,) ={A € C: |\ <1}, 1 <p < 0.
Aus [|(A = Sp)a| = [[|Sra|| = [Alllz][ | = (1 = [AD]lz]| und obigem folgt o, = {A € C: [A] = 1}.

0, wobei x; # 0 sein

=l

3. 0(Tp) ={Ae€C|3x € M : A = h(z)} (s. Vorlesung).
A € C ist genau dann ein Eigenwert, wenn ein € M und ein € > 0 existieren mit hA(B(x)) = .

4. Wihle eine Folge (Y )nen mit y, € K derart, dass die Menge {y,, : n € N} dicht in K liegt. Definiere
den Operator T € £(¢%) durch T(z,)nen = (YnZn)nen. Dann sind wegen (y,Id — T)e, = 0 alle y,
in o(T) und deshalb K C o(T). Fiir A ¢ K gilt (A — T)T\ = T\(A — T) = Id, wobei Ty € L(¢?)
durch T\ (2 )nen = (n/(A — Yn))nen gegeben ist, also K = o(T).



