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12. (Der Spuroperator)

In der Vorlesung reden wir derzeit von F' € W?(B1(0)) so, dass Flop, o) € C°(0B1(0)). Eine
Sobolevfunktion auf den Rand einzuschrinken macht aber a priori keinen Sinn, denn W2(Q)-
Funktionen sind nicht zwingend stetig auf dem Abschluss von §2. Was wir mit dieser Einschrénkung
meinen, wollen wir hier diskutieren. Sei fiir den Rest der Aufgabe B = B;(0) C R™.

(a) Zeige: Fiir u € WH2(B) N C1(B) gilt
l[ull2aB) < Cllullw12(B) (1)

(b) Zeige, dass es einen beschréinkten linearen Operator tr : W'?(B) — L*(0B) gibt so, dass
tr(u) = uy,, firaleu e Wh?(B)nC(B).

(c) Zeige, dass tr(u) = u,, sogar gilt fiir u € Wh2(B) N CO(B).
(d) Zeige, dass tr(u) = 0 fiir alle u € Wol’Z(B)

BONUS (aber eigentlich nicht iiberméfig schwer): Wir wollen noch zeigen, dass aus ¢r(u) = 0 auch
folgt, dass u € W, *(B).

(e) BONUS: Zeige zunéchst ¢r(|u]) = [tr(u)|.

(f) BONUS: Es sei ¢ € C'(B;R™) und u € W2(B). Zeige: Dann gilt

/ V- ddz = / tr(u)(2)(6(x) - 2)dS(x) — / div(¢)udz @)
B OB B
(g) BONUS: Es sei nun u € W, ?(B)* d.h. fiir alle ¢ € Wy *(B) gilt
/ updx +/ VuVedr = 0. (3)
B B

Sei nun u € Wy?(B)* sodass tr(ug = 0. Zeige , dass fiir k € N stets gilt, dass n;(z) =
(1 — |z|?) max(—k, min(u, k)) € W, *(B) und folgere damit, dass u = 0 fast iiberall auf B.

(h) BONUS: Verwende, dass W12(B) ein Hilbertraum ist um zu zeigen, dass ker(tr) = W, *(B)

13. (Invarianzen des Dirichletfunktionals)
(a) Esseia € C mit |a] <1 und ¢ € R. Definiere

i zZ—a

Qsa,w 1 By (0) — By (0) ¢a,¢(z) =€ (4>

Zeige, dass ¢, auf By (0) bijektiv und holomorph ist und eine holomorphe Umkehrabbildung
hat.

(b) Essei U C C offen und f : U — C holomorph. Definiere g(z,y) := (Re(f(x + iy)), Im(f(x +
iy))) fiir (z,y) € U := {(z,y) € R?|z + iy € U}. Zeige:

1—az

2

d .
det Dg(x,y) = ‘d‘i(x +iy)

()

Wir haben bereits in der Vorlesung dariiber gesprochen, dass es bei Funktionalen, die invariant
unter Reparametrisierung sind, schwierig ist, Kompaktheit von Niveaumengen zu bekommen. Aber
auch ander Invarianzen koénnen ein Problem sein: Im Folgenden sei fiir B := B;(0) C R? und
F € WH2(B;R™). Wir definieren das Dirichlet-Funktional durch

D(F) = /B (10,1 FI2 + 8,2 FP2) d(u, u?) (6)



(c) Setze F(v!,v2) = F(¢(v',v?)), wobei

¢(v',v?) = (Re(da,p) (v + v?), Im(¢a,y (v" +iv?))) (7)

Beweise, dass _
D(F) = D(F) ®)

(d) Wir wollen zeigen, dass jede Abbildung ¢ : B;(0) — B;(0), die bijektiv ist holomorph ist und
eine holomorphe Umkehrabbildung hat, gegeben ist durch ein ¢, . Eine solche Abbildung
nennen wir iibrigens Automorphismus der Einheitskreisscheibe.

(i) Zeige: Falls f : B1(0) — B1(0) holomorph mit f(0) = 0. Dann ist |f(z)| < |2| . Falls
irgendwo in By (0)\ {0} Gleichheit gilt, so gibt es ein 1) € R sodass f(z) = €'Yz . Wende

(2) = f (Z)

hierzu das Maximumsprinzip auf g(z
(ii) Zeige: Fiir a € C mit |a] < 1 gilt |1 — qw| Z |w - a| fiir alle w € B1(0).
(iii) Essei f: B1(0) — B1(0) holomorph und bijektiv mit holomorpher Umkehrabbildung.
Sei f(0) = a. Definiere h(z) := L£E-%  7Zeige, dass h : By(0) — By (0) holomorph und

1-af(2)
bijektiv ist und eine holomorphe Umkehrabbildung hat. Aufserdem erfiillt gilt, dass

h(0) = 0 und damit h=1(0) = 0. Verwende (i) um zu zeigen, dass |h(z)| = |z| und
folgere, dass es a, gibt so, dass f = ¢~ 7

Das folgende Resultat wird wahrscheinlich spéter in der Vorlesung bendtigt:

(e) Esseien 0 < ¢ < ¢po < 3 < 2m und 0 < 1 < 92 < 93 < 2. Zeige, dass genau
ein Automorphismus der Einheitskreisscheibe h existiert, sodass h(e'®t) = %1 h(ei?2) =
eiwz, h(eid):i) — W3

BONUS (auch nicht schwer): Das Resultat von oben ldsst sich besser verstehen, wenn man die oben
konstruierten Automorphismen als Mébiustransformationen auffasst

(f) BONUS: Eine Abbildung M : CU {oo} — C U {0} heifit Mdbiustransformation falls es
a,b,c,d € C gibt mit ad — bc # 0 und so, dass entweder ¢ # 0 und

aztb ¢ {4 00}

M(z) =< oo z= %d 9)
e zZ =00
gilt, oder ¢ = 0 und
az+b
M@{d T (10)
00 z =00

gilt. Zeige, dass man mit ¢ € {0, 1} bereits alle Mobiustransformationen erhalten kann, d.h fiir
alle (a,b,c,d) € C* existiert (@,b,d) € C3 und ¢ € {0,1} so, dass die zu (a, b, ¢, d) assoziierte
Mobiustransformation mit der zu (a, b c d) assoziierten Mdbiustransformation iibereinstimmt.

(g) BONUS: Zeige, dass es zu jedem Tripel von Punkten z1, 25, z3 € C genau eine Mobiustrans-
formation M gibt mit der Eigenschaft, dass M (0) = 2z, M (1) = z2 ,M(c0) = 23 .

(h) BONUS: SchlieRe aus der vorigen Teilaufgabe, dass es fiir je (w1, we, w3) € C3 und (21, 29, 23) €
C? genau eine Mdbiustransformation M gibt so, dass M (wy) = 21, M (ws) = 22, M (w3) = 23.

14. (Die Mittlere Kriimmung und die Euler-Lagrange-Gleichung fiir das Flachenfunktional)

In dieser Aufgabe wollen wir den Begriff der mittleren Kriitmmung verstehen und die Euler-Lagrange-
Gleichung fiir das Oberflachenfunktional, welches die mittlere Kriimmung involviert, herleiten.
Aufgaben (a) bis (f) sollen eine Hilfe beim Nacharbeiten der Definitionen der Vorlesung sein.
Aufgaben (g) bis (i) sollen dabei helfen, einen Beweis von Satz 5.19 zu geben.

(a) Vergewissere dich zunéichst, dass du folgendes iiber Matrizenkalkiil weifst (alle lassen sich mit
nur wenig linearer Algebra zeigen): Es seien A € R™*™ B ¢ R™2*"2 Matrizen. Dann gilt:
1. Ist ny = mg und my = ny so gilt Spur(AB) = Spur(BA)
2. Ist my = my so ist die Spur von A die Summe aller Eigenwerte von A mit algebraischer
Vielfachheit summiert.

3. Gilt ny = my = ny = my und sind A und B symmetrisch und positiv semidefinit, so ist
Spur(AB) >0



Lies dir noch einmal die Bemerkung nach Definition 5.17 durch, insbesondere die Definition
der h; ;. Verwende diese um Lemma 5.14 zu beweisen.

Es sei f € C°(B,R). Es sei S = {(u,v, f(u,v))|u,v € B}. Zeige, dass es sich bei S um
eine reguliire orientierbare Fliche handelt und (B, F,R?) mit F(u,v) = (u,v, f(u,v))T eine
Parametrisierung ist. Berechne beziiglich dieser Parametrisierung die Koordinaten der ersten
und zweiten Fundamentalform und gebe fiir jeden Punkt p € S die mittlere Kriimmung H
an.

Zeige H = j:%div <\/1+V|fo|2> . Vergleiche mit der Minimalflichengleichung aus Satz 4.5.

Bemerkung: Zu +: Die Kriimmung ist nur bis auf ein Vorzeichen eindeutig bestimmt, da
man zwei Einheitsnormalenfelder wéhlen kann, die sich um ein Vorzeichen unterscheiden.

Zeige: Ist die Hesse-Matrix von f positiv semidefinit, so gilt H > 0, ist die negativ definit,
so gilt H < 0.

Bemerkung: Natiirlich hangt auch das wieder von der Wahl des Vorzeichens ab.

Berechne die mittlere Kriimmung der Sphire S2.

Es sei S C R3 eine regulire Fliche mit endlichem Flicheninhalt und es sei ® : S — R3? ein
glattes Normalenfeld so, dass es seine lokale Parametrisierung (U, F, V') gibt derart, dass es
K C V kompakt gibt mit ¢(z) = 0 fiir alle x € S\ K. Zeige, dass es ein § > 0 gibt, sodass
fiir |¢t| < 6 die Menge S; := {p + t®(p)|p € S} eine regulire Fliche ist und

d

GAG), = [ @waa (1)

Es sei S C R3 eine reguliire Fliche und es sei ® : S — R3 ein glattes Normalenfeld, sodass es
K C S kompakt gibt mit ¢(x) = 0 fiir alle z € S\ K. Zeige, dass es ein § > 0 gibt, sodass
fiir [t| < ¢ die Menge Sy := {p + t®(p)|p € S} eine reguldre Fliche ist und

%A(st)h:o :/S<<I>,H> dA (12)

Man kénnte meinen, dass wir wertvolle Informationen verlieren dadurch, dass wir nur Va-
riationen entlang der Normalen betrachten. Hier wollen Wir zeigen, dass dem nicht so ist.
Angenommen S wird durch eine Parametrisierung (U, F, V) bereits iiberdeckt. Nehmen wir
weiterhin an, dass diese Parametrisierung konform ist. Sei ¢ € C§°(U). Man verwende
ohne rigorosen Beweis, dass es 6 > 0 gibt so, dass fiir |t < § und j = 1,2 die Menge
S = {p + tep(F~(p))0,s F(F~1(p))|p € S} eine regulire Fliche mit Parametrisierung
Fy : U — S; gegeben durch Fy(u,v) = F(u,v) + t¢(u,v)0y, F(u,v). Man zeige:

d

el J

im0 = 0 (13)
fiir beliebige ¢ € C3°(U). Anmerkung: Das ist kein Zufall, sondern Teil eines niitzlichen
Prinzips. (Genaueres zum Beispiel in Lemma 12.1, The Calculus of Variations in the Large,

Band 18, M. Morse)

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter

https://wuw.uni-ulm.de/mawi/analysis/lehre/veranstaltungen/ws-201718/variationsrechnung/
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