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15. (Der Raum D!(R"), Sobolev-Einbettung und Rellich-Kondrachow-Resultate fiir unbeschrinkte
Gebiete)

(a)

Definiere wie in der Vorlesung
D'R™) :={f € L, (R")| Vf e L*R") ,Va>0: \{z €R": f(x) >a}) <o} (1)

Zeige W12(R™) c D'(R") und finde eine Funktion in D*(R™)\ W12(R").

BONUS: Es sei f € DY(R") sodass A({x € R"||f(x)| > t}) < e~t. Zeige, dass f € LP(R") fiir
alle p € (1, 00)

Der Satz von Rellich Kondrachow (Satz 2.10) besagt, dass fiir @ C R™ beschréankt und
Cl-glatt berandet und p € [1,00) die Einbettung ¢« : WP(Q) — LP() kompakt ist. Zeige,
dass die Einbettung ¢ : W1P(R") — LP(R") nicht kompakt ist, d.h. finde eine beschriinkte
Folge in WP?(R") die keine konvergente Teilfolge in LP(R™) hat.

Es sei n > 3 und ¢ € [1,0) so dass 35 > 0 derart, dass fiir alle f € C5°(R"™)
I[fllza@rny < SV fllL2@n) (2)

Zeige, dass dann g = % gilt. Zeige ferner, dass die Abschétzung auch fiir f € WH2(R") gilt.

Verwende hierfiir W1H2(R™) = Wy*(R™) und beweise diese Behauptung, falls du sie noch

nicht kennst.

2n

Bemerkung: Das beweist dann Satz 6.1 zwar noch nicht, aber es erklirt, warum ¢ = =

das einzige ¢ € [1,00) ist, fiir das wir die Aussage in Satz 6.1 erwarten konnen

Lies dir das folgende Resultat durch, wir werden es in Aufgabe 16 (d) benutzen, aber der
Beweis wird hier nur eine Bonusaufgabe sein. Es sei n > 3 und (fi)reny C W12(R") derart
dass f — f in WH2(R™). Es sei A C R™ eine messbare Menge mit endlichem Lebesgue-Mag.
Dann gilt fr — f in LP(A) fir jedes 1 < p < %

BONUS: Zeige zunichst (oder vergewissere dich, dass du es weifit): Fiir f € L?(R") sei
F(f) € L*(R™) die Fourier-Transformierte von f. Zeige

1. Falls g zusitzlich ncoh in LY(R™) ist gilt F(f x g) = F(f)F(g)

2. Esgilt [[F(H)llz2@®n) = [|fll2@n)-

3. Falls f € WH(R") so gilt R™ > k > |k|F(f)(k) € L*(R") und fiir j = 1,..,n gilt
F(0;f) = 2mik; F(f).

BONUS: Definiere fiir g € WH?(R") und ¢ > 0 zunéichst

ge(x) == (477115)’2‘ /n exp (—|x2;y|2> 9(y)dy (3)

! IR
< 2n r _—— 4
@) < Nl 22, T (/nexp( I, "

(i) Zeige, dass F(g:)(k) = 6’4“2"“|2t]-'(g)(k) und folgere, dass

Zeige, dass

_ 7‘_2 2
o= 0lBeqeny = [ IFUERA - =142 o)
(ii) Lies dir folgende Abaschéitzung durch und begriinde jeden Schritt.

1 — exp(—472|k|?t) < min(1,472|k|*t) < min(1, 27|k[Vt) < 27|k|VE (6)



(iii) Schliefse, dass
19 = gellz2@n) < [IVgllz2@m) V. (7)
(h) BONUS: Sei nun f, — f in WH2?(R"). Sei A C R" mit endlichem MaR. Zeige mit (3)), dass
fiir jedes ¢t > 0 gilt (f,): — f: punktweise f.ii. Konstruiere mit eine L?(A) Majorante von
(fn)¢ und folgere mit dem Satze von Lebesgue, dass (f,,); — f; in L?(A). Schliefe dann mit

(@), dass f, — f in L2(A).

16. (Der Beweis von Lemma 6.3, Schwach-Stetigkeit der potenziellen Energie)
(a) Es sei (¢p) C WH2(R") so dass ¢, — ¢ in WH2(R"). Zeige dass auch (¢x), — 1, in
W12(A) fiir jede offene Teilmenge A C R™.

(b) Esseive L2 (R") und (¢;) € WH2(R") derart, dass ¢; — ¢ in WL2(R"). Zeige

[ v@ls@Pds > [ v@lvtPis ®
Rn R

(c) Es sei (¢;) wie in Aufgabe(b) und w € L*(R") derart, dass fiir alle & > 0 die Menge
{z € R"||w(z)| > a} beschrinkt ist. Zeige, dass

| w@lis@Pdn — [ )P o)

R™

(d) Seinun w € L*(R™) derart, dass fiir alle & > 0 die Menge {x € R"||w(x)| > «a} endliches
Maf hat. Zeige unter Verwendung von Aufgabe 15 e, dass

| @l @l [ w@i@Pkd (10)

(e) Fasse deine Beobachtungen zusammen zu einem Beweis von Lemma 6.3.

17. (Nichtexistenz von Grundzustinden, Existenz angeregter Zusténde )
Es sei V € L3 (R") + L°(R"). Definiere wie in der Vorlesung

ew) = [ VP + V@) 1)

In Satz 6.4 haben wir gezeigt, dass

Ey = inf £ <0 12
O pewra®n),[[4]] 2 ggn, =1 ®) (12)

impliziert, dass es sein 19 € W'2(R™) mit ||¢)]|z2@n) = 1 gibt derart, dass (1) = Eo und v ist
eine schwache Losung der Schrédingergleichung, d.h

| voovor [ Viewno=Eo [ wo voecrEn) (13)
n n R’Vl
Wie man sich mit den iiblichen Techniken iiberlegen kann ist W12(R™) = W,"?(R™) und deswegen
gilt auch
Vo [ Voo =B [ doo voewiAEn) (14)
R’VL R’Vl ]Rn

(a) Nur fir diese Teilaufgabe sei V' = 0. Zeige, dass dann

inf W) =0 (15)

YEWL2(R™),[|¢]| L2=1
Zeige auch: Es gibt kein ¢ € WH2(R") mit £(¢)) = 0.

(b) Es seien die Vorraussetzungen von Satz 6.4 erfiillt und o wie in Satz 6.4. Definiere

Mg = {w €W RN Il = 1, (4 Yo)rsn) = | wode = 0} (16)

Zeige: Ist
Ey:= inf E) <0 (17)
pEM
so existiert i € MOL so, dass
E(Wr) = inf E(Y)=FE, (18)

peMg



(c)

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass der Minimierer auch die Schrédinger-Gleichung
— Aty + Vipy = By (19)

erfiillt. Sei zunéichst ¢ € W2(R™) derart, dass (to, ) L2r») = 0. Dann gibt es ¢y > 0 derart
dass fiir |e] < €

P1 +€d 1
ci=——————— € M, 20
Y r o+ ealliagn 0 (20)
Zeige, dass dann gilt
/wlw [ Vio=p /w. (21)
]Rn

Sei nun ¢ € W12(R") allgemein. Verwende orthogonale Projektionen in L?(R™) um zu zeigen,
dass

/ ViVo+ [ Vi =E / g (22)

R
Im Sinne der Vorlesung miisste man jetzt definieren, dass 1, ein erster angeregter Zustand
ist. Den Zusatnd angeregt zu nennen macht aber physikalisch nur Sinn, wenn er ein héheres
Energieniveau besitzt, d.h. wenn F; > FEj ist. Hierfiir braucht man Eindeutigkeit des
Minimierers (bis auf Vorzeichen). Diese werden wir nicht komplett zeigen, ein wichtiger
Schritt ist aber die folgende Teilaufgabe:

Es sei 1y wie in Satz 6.4. Dann gilt entweder 1 oder 1, sind ungleich Null. O.b.d.A sei fiir
diese Teilaufgabe 1" # 0. Verwende die Schrodinger-Gleichung um zu zeigen, dass

v

E(—F
146 1|2 m)

) = Eo (23)

und finde damit einen nichtnegativen Minimierer. Zeige, dann dass es kein weiteres Energie-
niveau E geben kann sodass die Schrodingergleichung —At 4+ V1) = E1) eine nichtnegative
schwache Losung besitzt.

Wir wollen die Schréodingergleichung fiir das Wasserstoffatom explizit 16sen. Dazu sei V' (z) =

_|71\' Wir probieren, eine Losung von

ap ¥

7] = Egy (24)

zu finden in einem Funktionenraum, den wir zunéchst nicht spezifizieren. Nehme zunéchst an,
dass die Losung dieser Gleichung radial ist, d.h ¢ (z) = 9(|z|). Verwende Polarkoordinaten,
um die Gleichung auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zuriickzufithren. Du erhéltst
eine nichtnegative Losung. Verwende Aufgabe (f) um zu zeigen, dass es sich bei dieser Losung
um einen Grundzustand handeln muss.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter

https://wuw.uni-ulm.de/mawi/analysis/lehre/veranstaltungen/ws-201718/variationsrechnung/



https://www.uni-ulm.de/mawi/analysis/lehre/veranstaltungen/ws-201718/variationsrechnung/

