3.3 Sobolev Raume
Sei 2 C R", n > 1, offen.

Definition 3.3.1. Sei u € L%OC(Q) und i € {1,...,n}. Wir sagen dass u
schwach differenzierbar in der i-ten Richtung ist, falls es ein v; €

L%OC(Q) gibt, so dass

0
/Qu(:p)axlgo(x) dx = — /Q vi(z)p(x) dx fir alle ¢ € C5°(82) gilt.

Oft wird v; mit a%iu = O;u bezeichnet.

Allgemeiner: Sei o € Nj ein Multiindex. Wir sagen, dass v die schwache
Ableitung Du besitzt, falls es ein v, € Llo (Q) gibt so dass

/u(a:)Do‘ (x) dx = |a‘/ ) dx fiir alle ¢ € C§°(2) gilt.
0

Hier || = X0 ;.

Bemerkung 3.3.2. 1. Fulls die (klassische) Ableitung existiert, dann stimmt
site mit der schwachen tberein.

2. Die schwache Ableitung ist fast tuberall eindeutig. Diese Bemerkung
folgt aus dem Hauptlemma der Variationsrechnung fiir L*-Funktionen.

Beispiel 1: Sei n =1 und Q = (0,2). Betrachte die Funktionen

(z) = r fir0<z <1, nd v(z) = 1 firo<a <1,
U= 1 firl<ae<2, "MCUYTY 0 firl<a <2

Beh. v ist die schwache Ableitung von wu.
Begr. Sei p € C§°(0,2). Dann:

/02 uw(z)¢' (x) de = / ) dx + /

= ap(@)l} - /0 <>dx+eo<>|?—o
= o(1) - [ pla) do—o(1) =~ [ v(e)p(a) du.
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Beispiel 2: Sei n =1 und Q = (0,2). Betrachte die Funktionen

u(z) = -1 furo <z <1,
)1 firl <z <2.

Beh. u besitzt keine schwache Ableitung.
Begr. Angenommen es existiert v € Llloc(o’ 2) mit

/ * () (2) do = — i S o(2)p(x) da fir alle o € C2(0,2).
Dann gilt fiir alle ¢ € C52(0, 2)
_ / e = [ S u(2) e (z) da
- / dx+/
——((U-@@D+ﬂm—¢ﬂﬁbﬂﬂn- (3.2)
Sei nun ¢ € C°(1,2) und betrachte

(z) = 0 fir0 <x <1,
AT Ba) firl<az<2.

Dann ¢ € C§°(0,2) und aus (3.2) folgt
2
/ v(x)p(x) de = 0 fir alle ¢ € C3°(1,2).
1

Aus dem Hauptlemma der Variationsrechnung fiir Funktionen in Lioc folgt,
dass v = 0 f.i. in [1,2]. Analog kann man zeigen, dass v = 0 f.u. in [0, 1].
Somit folgt aus (3.2)

2
20(1) = /o v(x)p(x) de = 0 fur alle p € C5°(0,2).

Widerspruch!

Definition 3.3.3. Sei 1 < p < oo und m € N. Der Raum

WmP(Q) :={u:Q—=R; ue LP(Q), so dass D*u existiert im schwachen Sinne
fir alle « € Ny mit |a| < m und D% € LP(Q)},
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ist der Sobolev- Raum der m-mal schwach differenzierbaren Funktionen die
zur Potenz p integrierbar sind. Die Norm in W™P is definiert durch

lellws ::( > uDaunz) .

0<|a|<m
Satz 3.3.4. Sei 1 < p < oo und m € N. Dann gilt
1. W™P(Q) ist ein Banachraum;

2. C(Q)NW™P(Q) ist dicht in W™P(Q) bzgl. der W™P-Norm. D.h. fir
alle w € W™P(Q) existiert eine Folge (ug)ren C C(2) N W™P(Q2), so
dass

luk — u|lwme —> 0 fiir k — oo.

Beispiele (1) Die Funktion

(z) = r fuiro<z <1,
U= firl<az <2,

ist Element von W'?(0,2) fiir alle p € [1, 00).

(2) Die Funktion u(z) = |z| ist Element von W'P(—1,1) fiir alle p €
[1,00).

Satz 3.3.5 (Einbettungssatz in Dimension 1, siche [BGH], Thm.2.2). Sei I =
(a,b) mit |I| < oo undm € (1,00). Dann gilt Wt™(I) C C°(I). D.h. fiir jedes
u € WH™(I) gibt es einen stetigen Reprdisentanten in der Aquivalenklasse
von u.

Zusdtzlich gilt fir alle xo,x; € |a, b]

1

u(zy) — u(zg) = /xo u'(y) dy  und

1 /
sup fu()] < |]|/I|u(t)| dt+/l|u(t)| dt .

Satz 3.3.6 (Poincaré Ungleichung). Sei p € (1,00), I = (a,b), xy € [a,b]
und uw € WHP(I). Dann gilt

/ab lu(z) — u(zo)|P dz < (b—a)P /ab W/ (2) [P dx .
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Insbesondere,

b b
[ (@) = wl de < (0= ay [ @) do,
wobei Uy = ﬁ J;u(z) de.

Beweis. Nach Satz 3.3.5 gilt

uw(z) — u(zg) = /

o

x

v (y) dy und somit |u(x) — u(zo)P < (/1 [/ ()] dy)p :

Somit ergibt sich

[ 10t0) = utap o < ol ({00 )

1
+o=1)

<=l ([ WGP i) (- a)?

b
= lb—al [ ()" dy.

(Holder-Ungleichung mit

SR

Die zweite Aussage folgt aus der ersten mit dem Mittelwertsatz. O]

Satz 3.3.7. Sei I = (a,b), 1 < p < o0, und {ugtren C W'P(I) mit
|ukllwir < C. Dann existiert eine Teilfolge uy; und eine Funktion u €

WhHP(I) mit

up, — u in W (I)

d.h. ug, = w in LP(I) und wy, — u' in LP(I).

Beweis. Aus ||ug||wir < C folgt |Jug|lr» < C. Satz 3.1.6(2) impliziert, dass
eine Teilfolge (ug,)jen und u € LP(Q) existieren mit

ug, — win LP(TI).

Ebenso, aus ||ug||lwir < C folgt ||uy, || < C. Satz 3.1.6(2) impliziert, dass
eine Teilfolge (uj, )men und v € LP(S2) existieren mit

uy, —vin LP(I).

m
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Zu zeigen: u' = v im schwachen Sinne.
Wir haben fir alle ¢ € C§°(1)

/Iu(a:)go’(a:) de = lim [ w, (2)¢'(z)dx

= — lim Iu;jm (x)p(x) de = —/Iv(as)go(x) dx .

m—ro0

Die Behauptung folgt.
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