§ 10 Zerlegung der Eins

10.1. SATZ [Zerlegung der Eins]. Sei Q C R? offen. Seien ferner
K;CcQ;cQ; cqQ, i €N,

mit Q; kompakt und

Uai=q,

€N
so, dass fiir alle x € § existiert eine Umgebung U(x), die nur endlich viele §; trifft (die Uberdeckung dann
heift lokal finit). Nehmen wir ferner an, dass K; N K; = (), falls ¢ # j. Es existiert ¢; € C°(2), ¢ € N mit

i) @i =20
i) > enwi(z) =1, falls z € Q
i) 0< e < 1.
Auferdem gilt ¢;(z) =1 fiir € Kj.

Bemerkung: Das System (p;);en heift der Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins zu K.

Beweis. 1. Schritt: Nehmen wir an dass wir die folgende Situation haben
K, CV;CV;CU; CQ;

wobei V; kompakt, U; N K; = () falls i # j und Vj, U; sind lokal finite Uberdeckungen von 2. Wihle ¢ nach
Lemma §9 zu U; und V;. Dann gilt ¢(z) := >, ¢5(z) > 0, wobei lokal in  nur endlich viele Summanden
von 0 verschieden sind. Setze Setze ¢;(z) := ¢’ (x)/¢(x). Nach Konstruktion haben die ¢; die gewiinschte
Eigenschaften.

2. Schritt, Disjunktisierung von Q; und K;: U; := Qj\Ui# K. Natiirlich gilt K; C U; C Q;. Wir behaupten,
dass Uj offen ist. Sei 2 € U; und U(x) C € eine Umgebung von x so, dass J := {i : Q;NU(x)} endlich ist. Fiir
j # k € N existiert eine Umgebung Wy (z) C U(z) von x mit Wy (z) N Ky = (. Setze W(z) := Npe Wi (),
die ist eine Umgebung von = mit W(z) C U; und W(z) N K; = 0 fiir alle i € N, ¢ # j, also U; is offen.
Sei jetzt x € (1, liegt dann x € Q; fiir ein j, dann entweder liegt es in U; oder in Kj; fiir ein ¢ # j. Die
Uberdeckung Uj is lokal finit da (2; ist so.

3. Schritt, Konstruktion von Vj: Sei V; := U;. Angenommen Vj, j < n konstruiert ist mit der Eigenschaft

n—1 o0
Uvulu =«
j=1 j=n

sei I, eine abgeschlossene Umgebung von 0U,, die erfillt

n—1 ]
o, cF.CcJvu | U
j=1 j=n+1

Falls U,, # 0, konnen wir eine kleinere Umgebung dU,, C F,, C F!, finden damit U, \ F}, nichtleer wird. Setze
Vp := Uy \ F),. Dann

n o
U, CVaUuF, | Jv;u | U
j=1 j=n+1

Also Vj ist eine offene Uberdeckung, die natiirlich lokal finit bleibt. [
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Satz [Zerlegung der Eins — Version II]: Sei K C R? kompakt und K C Ui, Q4, mit ©; C R? offen.
Dann existiert ¢; € Cg°(£2;) mit

i) ¢i 20
i) Yor pi(z)=1,fallsx e K
i) 0 <> 0 < 1.

Beweis. Konstruiere V; C Vj C Q; mit Vj offene Uberdeckung von K und Vj kompakt. Dann wiederhole
Schritt 1, von dem obigen Beweis. (Oder verwende Satz 10.1) ]
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