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1.

2.

3.

Finde die Lagrange-Funktion (a) zur konvektiven Poisson-Gleichung und (b) zur modifizierten
Warmeleitungsgleichung

(a) Au(z)+Vo(x)Vu(z)=flz) zecQcR? ¢,f:Q—R,
ou 0%u B 0%u

ou O'u_ o"u 2
(b) % S92 = 9.2 (t,x) € (0,00) x Q CR*, €>0.

(a) Uberpriife, dass die mit der Lagrange-Funktion

L(xayvz’jlu) =u (I Y,z )+u§(xvyvz) —ug(z,y,z) +F(u(z,y,z)), F() = /Of(Z) dz

assoziierte Euler-Lagrange-Gleichung eine nichtlineare Wellengleichung ist.

(b) Zeige, dass die Losung u : (0,00) x (0,1) =:  — R der eindimensionalen Wellenglei-
chung (uz, — ugr = 0) mit Neumann-Randbedingungen (u(t,0) = uy(¢,1) = 0) und An-
fangswerten u(0,-) = wug(-), u(0,-) = u1(-) nicht notwendiger Weise ein Minimum des

entsprechenden Lagrange-Funktionals I(u) = /(ui(t,x) — uZ(t,x))d(t,x) ist, d.h. finde

Q
Anfangswerte ug, u; und eine Funktion w, die Rand- und Anfangsbedingungen erfiillt und
fiir die I'(w) < I(u) gilt.

Sei p € (1,00) und betrachte das Lagrange-Funktional
I(u) = /Q |Vu(z)? de, u € Hi ().
Zeige, dass die assoziierte Euler-Lagrange-Gleichung die p-Laplace-Gleichung
V(|[VulP~2Vu) =0

ist und dass die Abbildungen

T.: z—ex, u(z) —e

eine variationelle Symmetrie erzeugen.
Leite ferner die zu 7T, gehorige Noethersche Divergenzgleichung
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her und tiberpriife auch direkt, dass diese aus der p-Laplace-Gleichung folgt.
Betrachte die zweidimensionale Wellengleichung u; — tze — uyy = 0. Die Vektorfelder ry, :=

—y0, + 20, (Rotation) und d := z0, + y0, + t0; (Dilatation) erzeugen einparametrische Sym-
metriegruppen der Wellengleichung.

Untersuche, ob sie auch variationelle Symmetrien erzeugen.

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiigbar:
www.uni-ulm.de/mawi/analysis/veranstaltungen /ws1011/
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