Partielle Differenzialgleichungen WS 2010/11
Musterlosung zu Blatt 2

1. Gleichung fiir die Charakteristiken: ~'(s)

=(s), also ’y( ) = ae’.
Charakteristik durch den Punkt (¢, x): v(s) = xe’

Losung des AWP: u(t, z) = u(0,7(0)) = ug(xe™").
. Nach Definition einer (klassischen) Losung, muss ug zumindest stetig differenzierbar sein.

a) Setze ug 1-periodisch auf ganz R zu g fort. @(t, z) = tg(z — ct) ist die Losung der Transport-
gleichung auf ganz R zum Anfangswert . Setze fir 0 <z <1

u(t,x) = a(t,z) = ap(x — ct) = up(x — ct — |z — ct]).

u(t, x) ist dann die Losung des Anfangs-Randwertproblems mit periodischen Randbedingun-
gen, vorausgesetzt @ ist stetig differenzierbar, d.h. uo(0) = ug(1) und ug(0) = ug(1).

b) Unter der Bedingung, dass ug(0) = ug(0) = 0, ist die Lésung gegeben durch

| uo(x —ct), fallsx—ct>0,
(t,2) = { 0, falls x — et < 0.

c¢) Sei 0.B.d.A ¢> 0. Aus 0 = u(t,1) = ug(1 — ct) folgt ug = 0.

. Die Losungen sind gegeben durch
! 2 Ly, 2 3,1 909
u(t,x) =ug(z +2t) + | s(x—2(s—1t)) ds =wuo(x +2t) + gt + gzt + 2% t
0

wobei ug eine stetig differenzierbare Funktion ist.

. Angenommen u(t, z) 16st us(t, ) = —b-Vu(t, Z). Man sucht die Kurven (Charakteristiken) {(s,5(s)) :
s e (a,b)} € R x RY, entlang derer u konstant ist, also

0= 21T s 5(5)) 4 7/(5) - Tuls,7(6)),

und erhilt die Bedingung 7'(s) = b. Die Charakteristik durch den Punkt (t,) ist somit ¥(s) =
T+ (s —t)b und die Lésung zum Anfangswert ug = u(0,Z) gegeben durch uo(Z — tb). Sei u eine
Losung der inhomogenen Gleichung u:(t,Z) = —b - Vu(t, Z) + f(¢, Z), dann ist

w = Ut(S,’V(s)) + b- Vu(s,'?/(s)) — f(t,f)

und u(t, z) = ug(T — tb) + /0 f(s,Z 4 (s — t)b) ds.



