Partielle Differenzialgleichungen WS 2010/11
Musterlosung zu Blatt 4

1. Sei u eine Losung des Anfangswertproblems, dann gilt
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Setze v = (3 - xa) u. Bs folgt v(t, ) = v(0,ze") =: ¢p(xe™") fiir eine Funktion ¢ € C'(R)
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und (825 - x8> u = ¢(ze”"). Die Charakterisik fiir letztere Gleichung ist (s) = xe'~* und damit
x

u(t,z) = up(ze) /d) ™)

Aus up(x) = u (0, 2) = zuy(z) + ¢(x) baw. ¢(x) = uy(z) — zug(z) folgt
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und man rechnet leicht nach, dass die so definierte Funktion tatséchlich eine Losung ist.
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2. Seit > R. Es ist u(t,z) = §(u0(x —t) +uo(x + 1)) + 5/ u1(y) dy und
x—t
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u(t, z) = —iug(x —t) + iug(x +1) + gul(m +1) + iul(x — 1),

1 1 1 1
ug(t, ) = iug(x —t) + §u6(w +1)+ zur(z+t) — zuy(z —t),
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wobei
up(x —t) =0 und w(x—t)=0 fir z—t<—-R und z—t>R,
up(x+t)=0 und w(x+t)=0 fir z+t<-R und z+t>R,
also
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Eyin = 5 ug(r +1t) + Ul( +1))"dx + (—5uo(@ —t) + Sur(z — )" dx
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=- up(z + 1) + zuy (x +t)* do + (zug(x —t) — zui(xz —t))*dz | = Epot.
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3. Definiere
_ ] ougp(x—|x]) falls || = 2k,
toy1 = { —ugp(1— (2 — |z]) falls [z] =2k +1, "€

Dann ist ﬂ(]/l(n) =0 fiir alle n € Z und ’l]o/l(—l‘) = —’110/1(.7}) sowie ft(]/l(l — .TJ) = —11(]/1(1 + x)
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u(t,x) := %(ﬂo(x—t)—i-ﬂo(x—i-t))—i- %/ a1 (y) dy
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16st also das Anfangswertproblem mit Dirichletrandbedingungen.
Da lim ug(n+h)=— lim u”(n — h) muss ugj(0) = ug(1) = 0 gelten.
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4. Definiere
__f ouep(x—[x]) falls |z] = 2k,
Yo/1 = { ug/1 (1 — (z— |z])) falls |z] =2k +1, kel
Dann ist g1 (—x) = tgy1(z) und g/ (1 — ) = g1 (1 + x), woraus folgt ag(—z) = —ig(x) und

A1 —2) = —ab(1 + 2).

x4+t
u(t,z) = %(ﬂo(x—t)—kﬂo(x—kt))—k%/ a1 (y) dy

—t

16st also das Anfangswertproblem mit Neumannrandbedingungen.
Aus der Losungsformel fir u folgt unmittelbar, dass u(t,z) > 0, falls @p(z) > 0 und @;(x) > 0 fir
alle x € R, was dquivalent zu ug(z) > 0 und u;(z) > 0 fiir alle z € [0, 1] ist.



