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Musterlosung zu Blatt 5

1. Seien u und v Losungen des gegebenen Anfangswertproblems, die die genannten Eigenschaften
bzw. Randbedingungen besitzen, dann hat w := uw — v ebenfalls die gewiinschten Eigenschaften
bzw. Randbedingungen und

wy(t, ) = Aw(t,z), (t,z) e Ry xQ und w(0,z) =0, w(0,z)=0.

Die Energiefunktion von w 1aft sich in diesem Fall auch bei nicht beschrinktem € ableiten, und
man erhéalt

%E(t) = % (/Q %\wt(t,xﬂz + ;Vw(t,x)|2dx>
= / (we(t, x)wy + Vw(t,x) - Vw(t, z)) dz + / (wi(t, 2)wy + Vw(t,x) - Vw(t,z)) dx

QNBr anES
= [ wtoon - s+ [ w) et o)
QNBr A(QNBR)
+ / (wt(tvx)wtt + VU}(t, .T) : th(t,:v)) dx
QNB§
= / we(t, y)g (t,y) do(y) + / (w(t, T)wy (t, 2) + Vw(t, z) - Vw(t, z)) de,
d(QNBR) QnBS

wobei Br den Ball mir Radius R um den Nullpunkt und Bg dessen Komplement bedeutet. Der
letzte Ausdruck geht mit R — oo gegen 0, da wy, (t, ), wq,+(t, -), wi (¢, -), wee (¢, -) quadrat integrierbar

sind bzw. w; und gw auf 0Q verschwinden. D.h. die Energie von w ist wegen E(0) = 0 konstant

n
Null und damit auch wy (¢, z), weshalb w die Nullfunktion ist, woraus u = v folgt.

2. Induktionsanfang:

s ol = 28(0) +16"0) = (145 ) (#4000
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3. Anfangsbedingungen:
1 1
Sei x fest. Schreibe ¢o(t) = == uo(z) do(z) und ¢1(t) == —=—— u1(z) do(z). Dann
|0Bt| Jos, () |0Bt| Jos, ()
gilt
27
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¢6/1(t):( ! Aug/i(y)dy und @%/1(15)

2k +1)|Bt| J g, ()

mit f e CF2-0UFD =1 . k+1, fir ¢o und f e CFHIUD 5 =1k, fiir ¢.
Lemma 4.6 aus dem Skript liefert
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Es folgt }gr(l) u(t,z) = }% ¢o(t) = uo(z) und }gr(l) ﬁu(t,x) = }gr(l) P1(t) = up(x).
Dass u(t, z) tatsichlich eine Losung ist, wurde schon in der Vorlesung gezeigt.

4. Sei M das Maximum von |ug(z)|, |Aug(x)| und |ui(z)| iiber alle 2 € R® und sei ¢ > 1. Dann gilt

|u<t,x>:§t(|8;t| / w(z)do(2)) + 55 [ w st

OB (z) OBy (z)

= | / wo(2) dor(2) + — / Ao () dz + — / wr (2) do(2)|
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Ferner sei u(t,z) < Cy fir 0 < ¢ < 1 und |lz|| < R+ 1. Mit C := max{Cy,C>} folgt dann
u(t,z) < C/t fiir alle t > 0 und x € R3.



