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ca) lz+yllP=(@+y, a+y)=(z,a)+{z,9)+u, =)+, ) = =I*+ Iyl
D) [z 4yl + - yl? =2z, z) + 2{y, y) = 2||=]* + 2||y|*.

o) e 4yl =z =yl =20, y) + 20y, 2) =4z, y) + (y,2)  falls K=R.
2 +yl* = llz = yl* +illz +ay||* — ille —iy||* = 2z, y) + 2{y, z) + 2i(z, i) + 2i(iy, 2)
=2x,y)+ 2y, )+ 2(x, y) — 2y, z) = 4z, y) falls K = C.

d) ANt ={yeH:(z,y)=0Vz e A} DA
.E))SL'EIJL = <;U7x>:() = r=0.

Einfaches Berechnen der jeweiligen Stammfunktion liefert:

1 1
/ 1 cos(2mnz) dx = 0; / cos(2mnx)sin(2rmz)dx =0, n,m > 1,
0 0
1 1
/ cos(2mnx) cos(2mmz) de =0 = / sin(2mnx) sin(2rmz) dz, n,m >1, n #m;
0, . 0
/ sin(27na) sin(27mnx) de = 3= / cos(2mnx) cos(2mnx) dx, n >1;
0 0

1 1
/ 2T o= IMTE 1y — / e2(n=m)TE g0 was 0 fiir n # m und 1 fiir n = m ergibt, n,m € Z.
0 0

1
Sei nun f orthogonal zu jedem e,, € {€?"™" :n € Z}, dann ist wegen 0 = (/ f(z)e2nme da:) =
0

1
_ _ 1
/ f(x)e*™ dz auch die Konjugierte f orthogonal zu jedem e,,, also insbesondere auch 5( f+5
0

Re(f) =: g € L*(0,1;R) und %(f — f)=Im(f) =: h € L*(0,1;R). Es folgt
1 1 1
0= /0 g(x)e "™ dy = /0 g(x) cos(—2nmz) dx Jri/o g(x)sin(—2nnz)dx, neZ

1 1
und insbesondere / g(x) cos(2nmz) dx = 0 und / g(x)sin(2nrz)dx = 0 fiir alle n > 0 . Da
0 0
(

)
{1,v2cos(2mn-), V2sin(2rm-) : n,m = 1,2,3,...} eine Basis von L%(0,1;R) ist, muss g = 0 sein
und ebenso h = 0, also f = 0, woraus sich die Behauptung ergibt.

Es existiert genau dann eine Losung der Form v(t)w(x), wenn v (t)w(z) — v (¢)Aw? () = 0. D.h.
es muss gelten
ve(t) Aw?(z)
BION

(@) fiir alle ¢,z mit v(t), w(x) # 0.

Fiir v erhélt man die gewdhnliche Differentialgleichung v;(t) = pv”(t) mit Losung v(t) = ((1 —

Y)pt+A) T
Fiir w erhélt man die Gleichung pw(x) = Aw”(z) und mit dem Ansatz w(z) = |z|* (|| euklidische
Norm)

pla|® = Alz|*7 = ya(d +yo = 2) ]2,

2
woraus folgt a = o] > 0 und g = ay(d+ ya — 2) > 0. Man wihle also A > 0. Als Losung der
v —

Pordsen-Medien-Gleichung ergibt sich u(t, z) = ((1 — v)ut + X) = |x|%7 d.h. fiir  # 0 strebt die

Losung gegen oo wenn ¢ gegen geht.

A
(v=1p
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Alle Eigenwerte sind echt grofer Null wegen

l B l B B
A / f(@)f(x) do = — / (@) (@) de = / (@) F (@) de— FOFQ) + F/(0)F(0)
/ F/(@) () dz + b f () F(1) + bof(0)F(0) > 0 fiir f #0,

und zwei Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogonal aufeinander wegen

A / f(@)g(x) do = / — "(@)3(x) da = / F(0)g (@) dx + b f(D3() + bof (0)g(0)

_ / @) () de = p / f(2)g(x) da

Es folgt (A — u/f dx—Ounddamltauch/f x)g(x) dz = 0.

N
Wenn Z x,, konvergiert, gilt || Z%HQ < M fur alle N > 1 und M > 0 konstant.

nelN i=1
N

Also (Z zi, Z x;) = Z |zi||* < M fiir alle N > 1. Umgekehrt erkennt man aus voranstehender

i=1
N N

Gleichung, dass (Z x;)Nen eine Cauchyfolge in H ist, falls (Z l|lz:]|?) ven eine Cauchyfolge in K

i=1 i=1
1st.

Man zeigt zuerst jx[v,w] = [jrV,jkw]: Fiir & = 1 148t sich die Aussage (auch im Falle mehrerer
abhéngiger Variablen) direkt nachrechnen (sehr langwierig) und fiir £ > 1 kann man per Induktion
schliefen, in dem man die Komponenten der Form wy, |J| > 1, von J k=1 als neue, abhingige
Variablen aufféfit, dann die Behauptung fiir ¥ = 1 anwendet und schliefllich die auf J 1(Jk*1)
lebenden Vektorfelder j; (jr_1(v)) usw. auf den Unterraum J* c J'(J*~1) einschrinkt.

Damit erhdlt man (ji[v,w])H(-) = (j&v)(GeWH(")) — (jsw)(GxvH(-)). Nun sind (jpw)H =: H,,
und (jyv)H =: H, konstant Null auf der Menge H := {y € J* : H(y) = 0} . Da v und w
Symmetriegruppen von H erzeugen, verlauft der durch jpv bzw. jpw gegebene Fluf ganz in H,
falls der Startwert in H liegt, weshalb (jiv)H,(y) = 0 und (jipw)H,(y) = 0, wann immer y € H.
Also (jx[v,w])H (y) = 0 fiir alle y mit H(y) = 0.

A,“A] =0 und [AZ,A] = —[Aj7AZ‘].
1417 AQ] = 28t = 2A1, [Al, Ag] = 8t6t + 4338;8 — 2u5‘u = 4A2 — 2A6, [Al, A4] = O,
Ay, As) =20, =244, [A1,As] =0,

[
[
[
[A27A3] = 8t28t + Sxtf) — 2(2f +x )u8 = 2A3, [Ag, A4] = —696 = —1447
[As, A5] = 2t — 2ud, = A5, [As, Ag] =0,

[ ]

[ ] =

A37A4 — 4t8 + 2zud, = 72A57 [A37A5] = O7 [Ag,Aﬁ] =0

A47 A5 _uau = _A67 [A47 AG] = 07 [A57 AG] = O

Falls H(x,jiru) =: H(y) # 0, existiert eine Umgebung U, von y mit H(-) # 0 auf U, und

(kA H () = Qy(-)H () auf Uy mit Qy(-) = (jxA)H(-)/H(").

Falls H(y) = 0, existiert eine Umgebung U,, und ein lokaler Koordinatenwechsel z, so dass z(y) = 0

und H(z) = H(z_l(z)) = z fiir alle z € z(U,). In diesen Koordinaten geht (j,A)H (y') iiber in
- H H

(iRA)H(Z') = q1(2 )g + qa(z )g + - =q (7)), 2/ = z(y’), was nach Voraussetzung gleich Null
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ist fiir alle 2’ € z(U,) mit z; = 0, weshalb die Funktion ¢1(z")/2] = (jk )ﬂ'( )/I:I(z’) auf z(U,)
(q ist stetig differenzierbar) wohldefiniert ist. Setze Q, = (jxA)H(2')/H(z'), d.h.(jrA)H(y')
Qy(y)H(y') fir alle y' € U, mit Q,(y") = Qy(z(y))-

Wihle nun eine der offenen Uberdeckung (Qy)ye Jk von J* untergeordnete Zerlegung der Eins

(fy)yess- Dann ist (R AVH(Y') = > [, ) GrAHY) = Y fyy H(y') = Qy)H(Y)
yEJ’“ yeJk
fiir alle y € J* mit Q(y') :== > fy(y
yeJk



