Partielle Differenzialgleichungen WS 2010/11
Musterlosung zu Blatt 11
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191) = 1),14i): Sel y € Ay. Dann ist Pyy = Py Pyy = P,Pry € As. ii) folgt auf gleiche Weise.
i) = i) Sel x € Ay, also © = Pyz. Es gilt:

0 < ||PyPyx — Pox||* = (P, Pox — Pyx, P Pox — Pox)
:<P1P2.’I,‘—P2P1.’IJ,P1$—P2P1$>+<P1P2$—P2.’I,‘,P1P2$—P1.’E> SO

Also Pox = Py Pyx € A;. Und ebenso i) = i).

i),4) = i44) ist falsch. Gegenbeispiel: Sei A; := {(x,y) € R*: 0 < x,y < 1} und Ay := A;U{(z,y) €
R?*:0<2<1,1<y<2—|z|}, z:= (1,2). Dann sind 7) und #) erfiillt, aber P,P;z = (1,1) und
P1P22 = (1/2, 1)

(a) Jede Konvexkombination von Elementen f und g aus A; bzw. As ist mindestens an den Stellen
gerade bzw. positv, an denen sowohl f als auch g gerade bzw. positiv sind, also fast {iberall.
Eine Cauchyfolge (fy)nen in L*(R) konvergiert fast iiberall punktweise gegen eine Funktion
f € L*(R). Sei nun f,, € Ay bzw. f, € A fiir alle n € IN. Sei Ny die Ausnahmemenge, auf der
fn nicht punktweise konvergiert, und seien N,, n € IN, die Mengen, auf denen f, nicht gerade
bzw. nicht positiv ist, dann hat N := Ny U (UpenN,) Maf Null und die Grenzfunktion f ist
zumindest auflerhalb von n gerade bzw. positiv.

(b) Sei f € L*(R) und g € Ay, 0.B.d.A. sei g iiberall gerade. Dann ist /(g(m) — f(x))*dx =
R

Am(g(x) — f(2))* + (9(z) = f(~))? dz und der Ausdruck (g(z) — f(2))* + (9(z) — f(~))?
wird punktweise durch g = Py, f(x) minimiert.

Sei f € L*(R) und g € Ay, 0.B.d.A. sei g iiberall positiv. (g(z) — f(x))? wird punktweise durch
g(z) = Pa, f(x) minimiert.

(b) Definiere y = Pyz und z = x — y. Sel u € Y beliebig. Dann gilt Re(z,u) = Re(x —y, (y +
u) —y) < 0 und Re(z,u) = Re(x — y,y — (y —w)) > 0, also ist Re(z,u) = 0 und ebenso
Im{z,u) = Re(z,iu) = 0, weshalb z € Y. Weiter gilt fiir alle w € Y*: Re(z — z,w — 2) =
Re({y,w) + (y — 0,y — x)) <0, also z = Py.z.

Ausz=y +2 mity €Y und 2/ € Y+ folgt 0= |ly+2—v — 2> = ly =¥/ + |z = 2||%
also Eindeutigkeit.

IPval _ Pval

[l | Pya + Py.x|

(a) Sei 0 # x € H beliebig und 0 # a € Y. Dann ist

P,
| Pyall =1, also ||Py|| = 1. Ferner folgt aus (b) sofort: Pyz =0 < z €Y+,

[lall

Wir suchen eine Losung der Gestalt v(t)w(x). Nach Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung erhalt

t
man die Bedingung 1:((75)) = —p = w;;éf), was zu den gewohnlichen Dfgl. vy (t) = —pwv(t) mit
allgemeiner Lésung v(t) = aye " und wy, = —pw(x) mit Randbedingungen w(0) = 0 und —w(l) =

w'(1) fithrt. Nach Aufgabe 4 von Blatt 10 muss g > 0 sein (p = 0 liefert die triviale Lésung). D.h.
die allgemeine reelle Losung ist w(z) = Asin(y/ux) + B cos(y/ux). Aus w(0) = 0 folgt B = 0 und
aus —w(l) = w'(l) folgt —sin(\/ul) = /wcos(y/ul), also —/u = tan(y/ul). Letztere Gleichung hat
genau eine Losung /px in jedem Intervall [k(%), (k+ 2)(%)] mit & > 1 ungerade. D.h. man erhélt
die Reihendarstellung Z e M sin(\ /).
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