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1. Sei X ein reeller Banachraum, ¥ C X ein Unterraum und xy € X. Ein Element § € Y heifit

Bestapproximation von Y an xq falls gilt:
llzo — gl < [|zo —yl| VyeY.

(i) Zeige die Existenz einer Bestapproximation in den folgenden Féllen:
(a) dimY < oo,
(b) X ist ein Hilbertraum und Y C X abgeschlossen.
Zum Unterraum Y definieren wir den Annihilator Y+ := {f € X' | f(y) =0Vy € Y}.

(ii) Zeige: Fiir alle f € Y+ mit ||f|| < 1 ist f(zo) < dist(xo,Y).
(iii) Zeige: Es gibt ein f € Y- mit ||f|| < 1 und f(z0) = dist(zo, V).

(i) Sei feY™ |[f]|<1undyeY. Zeige: ) )
y ist die Bestapproximation von Y an xo und f erfiillt f(xo) > f(xo) fiir alle f € Y+ mit
[If]] <1 genau dann, wenn gilt: f(zo) = ||zo — 7||-

Es sei 1 < p < oo. Zeige, dass (P (K) reflexiv ist.
(i) Sei X ein normierter Raum, M C X konvex und abgeschlossen. Dann ist M schwach folgen-

abgeschlossen, d.h. fiir Folgen x; € M mit x; — z folgt x € M.
Folgere z € conv ({zy, | k € IN}) fiir Folgen (z), welche schwach gegen x konvergieren.

(ii) Sei X ein Hilbertraum. Zeige: 2 — = in X <= 1z — z in X und ||zg|| — ||2]].
(iii) Sei X ein normierter Raum. Zeige: x), — = in X <= ux(zx) — tx () in X"

Es seien X, Y normierte Rdume und 7' : X — Y linear. Zeige:
T ist stetig genau dann, wenn fiir alle Folgen (zy) aus X mit z; — x in X folgt: Tz, =~ Tz in Y.

Es sei X ein normierter Raum, z, € X und f, € X' fiir n € IN. Zeige:

(i) Ist X zusitzlich ein Banachraum, so folgt: Aus x, — = in X und f, — f in X’ folgt
fulzn) — f(z) in K.
(ii) Aus z, =« in X und f, — f in X’ folgt f,(x,) — f(z) in K.
(iii) Im Allgemeinen gilt nicht: ,, — 2 in X und f, X fin X7, so folgt fu(zn) — f(z) in K.
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