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Ubungen zur Funktionalanalysis Blatt 10

1. Essei I C R ein beschriinktes Intervall und 1 < p < oco. Sei weiter g € L*°(R) periodisch mit (3)
Periode 7 > 0, d.h. g(z + 7) = g(x) fiir fast alle z € R.
Definiere f,, € LP(I) durch f,(x) = g(nx). Zeige, dass gilt:

Jn— /OTg(x)dx in LP(I).

-
Hinweis: Zeige zuniichst f: fn(z)dz — b_Ta Jo g(=) da fiir alle [a,b] C I.
2. Essei (Q, A, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum (also x(€2) = 1) und F C A eine weitere o-Algebra.
Es sei pr die Restriktion von p auf F.
(i) Zeige fiir alle f € LY(Q, F, ur) und alle A € F, dass gilt: (1%)

/Afdufz/Afdu.

(ii) Essei 1 < p < oco. Zeige, dass LP(Q2, F, pr) ein abgeschlossener Unterraum von LP(Q, A, )  (1%)
ist.

(iii) Zeige, dass es fiir alle g € L*(Q, A, u1) ein eindeutiges f € L'(£2, F, u) gibt mit 2

/gdu=/fdu
A A
fir alle A € F.

Die Funktion f heifit der bedingte Erwartungswert von g gegeben F und wird auch mit E(g ‘ F)
bezeichnet.

(iv) Zeige, dass der bedingte Erwartungswert auf L?(f, A, ) die orthogonale Projektion auf (2)
L2(Q, F, ur) ist.

3. Esseil <p<oo, fe LY (R") und g € LP(R™). Wir definieren (fast iiberall) die Faltung f * g von
f mit g durch

(frg)@)= [ [flyglz—y)dy.
Rn,
(i) Zeige, dass gilt: f* g € LP(R™) und es ist (2)
1F = gllpe < N f o gl -
(ii) Essei h € LP(Q2), Q C R™ offen. Definiere h. wie in der Vorlesung fast iiberall durch (1)
he@)i= [ oo = () dy. v € R

wobei ¢, der Standard-Mollifier im R™ ist.
Zeige: h. € LP(Q2) mit ||hs”Lp(]Rn) < HhHLP(Q)'

Achtung: Am Di., den 23. 12. findet keine Ubung statt. Das Blatt wird in der Ubung am 13.01.2015 zusammen mit dem
zehnten Blatt abgegeben und besprochen.

Erholsame Feiertage und einen guten Rutsch!

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiigbar:
http://www.uni-ulm.de/index.php?id=55049
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