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20 Punkte

Übungen zur Vorlesung Geometrie Blatt 07

1. Zeige den SSS-Kongruenzsatz in der Euklidischen Geometrie, also dass zwei Dreiecke (6)

bereits kongruent sind, falls ihre Seitenlängen gleich sind.

2. Es sei die Abbildung

d: H×H→ R; (x1 + iy1, x2 + iy2) 7→ Arcosh

(
1 +

(x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2

2y1y2

)
gegeben. Zeige:

(i) d ist positiv definit und symmetrisch. (2)

(ii) Es gilt d(x + i, x + mi) = d(x + i, x + 1
m i) = |logm| für alle x ∈ R,m > 0. (2)

Für komplexe Zahlen z1, z2, z3, z4 ∈ C mit {z1, z2} ∩ {z3, z4} = ∅ bezeichne

DV(z1, z2, z3, z4) =
z1 − z3
z2 − z3

:
z1 − z4
z2 − z4

das Doppelverhältnis von z1, z2, z3, z4.

Es gilt folgender Satz (Satz 2.3.5 aus dem Geometrie-Skript von Prof. Lütkebohmert, 2007):
Es seien z1, z2, z3, z4 ∈ C mit z1 /∈ {z3, z4} und z2, z3 und z4 seien paarweise verschieden. Dann
ist DV(z1, z2, z3, z4) reell genau dann, wenn die Punkte zi auf einem Kreis oder einer Geraden
in C liegen. Weiter ist im ersten Fall DV(z1, z2, z3, z4) > 0 genau dann, falls z3 und z4 zur
selben Zusammenhangskomponente der Kreislinie ohne {z1, z2} gehören. Im zweiten Fall ist das
Doppelverhältnis positiv genau dann, wenn z1 und z2 entweder beide zwischen oder beide nicht
zwischen z3 und z4 liegen.

Für zwei Punkte z1, z2 ∈ H definieren wir d̃(z1, z2) wie folgt:

• Ist z1, z2 ∈ gx,r und Re z1 < Re z2, so ist d̃(z1, z2) = |log DV(z1, z2, x− r, x + r)|.

• Ist dagegen z1, z2 ∈ gα, so ist d̃(z1, z2) =
∣∣∣log z1−α

z2−α

∣∣∣.
3. (i) Zeige: DV(z1, z2, z3, z4) = DV(z2, z1, z3, z4)

−1 = DV(z1, z2, z4, z3)
−1. (1)

(ii) Zeige, dass d̃ : H×H→ [0,∞) wohldefiniert und symmetrisch ist. (2)

(iii) Es sei iy1, iy2 ∈ H mit y1 < y2. Zeige, dass gilt: (3)

d̃(iy1, iy2) = lim
t↘0

d̃(iy1, iy2 + t).

Bemerkung: Es lässt sich auch allgemeiner für Re z1 = Re z2 und Im z1 < Im z2 die Gleichung

d̃(z1, z2) = limt→0,t∈R d̃(z1, z2 + t) zeigen.

— bitte wenden —



4. Es sei die Riemannsche Zahlenkugel definiert als C mit einem zusätzlichen Punkt (4)

∞ /∈ C, also P1C := C ∪ {∞}. Weiter definieren wir für A =

(
a b
c d

)
∈ GL(2,C) die

Abbildung

ϕA : P1C→ P1C, z 7→


az+b
cz+d , z /∈ {−dc ,∞},
∞, z = −d

c oder z =∞, c = 0,
a
c , z =∞, c 6= 0.

Zeige, dass gilt: ϕA : P1C → P1C ist bijektiv und es ist ϕAB = ϕA ◦ ϕB, ϕId = Id und
(ϕA)−1 = ϕA−1 .
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