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Übungen zur Vorlesung Analysis III Blatt 05

19. Es sei G ⊂ Rn ein nichtleeres beschränktes Gebiet mit C1-Rand.

(i) Die Poincaré-Ungleichung
Es bezeichne diam(G) := sup{|x− y|

∣∣x, y ∈ G}. Zeige, dass eine Konstante (7)

C = C(n, diam(G)) > 0 existert, so dass für alle stetig differenzierbaren
Funktionen u : Ḡ→ R, welche auf dem Rand von G verschwinden, gilt:

||u||L2(G) :=

(∫
G

|u|2 dx

) 1
2

≤ C

(∫
G

|∇u|22 dx

) 1
2

= C || |∇u|2||L2(G) .

Anleitung: Setze zunächst zusätzlich voraus, dass G ⊂ Bdiam(G)(0) gilt. Schreibe das

Quadrat des linken Integrals als
∫
G
u2 dx = 1

n

∫
G
u2divϕdx, wobei ϕ die Identität auf

Ḡ bezeichnet, und wende Aufg. 17.(i) in der komponentenweisen Fassung an. Schätze das

verbleibende Integral zwei mal mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ab; zunächst den

Integranden punktweise und anschließend für das Skalarprodukt 〈f, g〉L2(G) :=
∫
G
fg dx auf

dem Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf G.

(ii) Es sei (2)

σP (−∆) := {λ ∈ R
∣∣ ∃ u 6≡ 0 ∈ C2(Ḡ,R) mit −∆u = λu in G, u = 0 auf ∂G}

Zeige
inf σP (−∆) > 0

mit Hilfe der Lösung der Aufgabe 18.(i) vom letzten Blatt.

20. Zeige Lemma 3.14, also: Ist U ⊂ R2 offen, X ∈ C2(U ;R2), O ⊂ R3 offen mit (5)

X(U) ⊂ O und f ∈ C1(O;R3), so gilt auf U :

〈rot f(X),
∂X

∂u
× ∂X

∂v
〉 = div h

mit h ∈ C1(U ;R2) definiert als h = (〈f ◦X, ∂X
∂v
〉,−〈f ◦X, ∂X

∂u
〉).

21. Das Möbiusband
Gegeben sei die immersierte Fläche M ⊂ R3, ein Möbiusband, durch

X(u, v) =

(1 + u
2

cos v
2
) cos v

(1 + u
2

cos v
2
) sin v

u
2

sin v
2

 für u ∈ (−1, 1) und v ∈ R.

Wenn wir X im zweiten Argument auf ein halboffenes Intervall der Länge 2π ein-
schränken ergibt sich eine Bijektion.

— bitte wenden —



Der Rand ∂M = γ1([0, 2π))∪γ2([0, 2π)) ist zusammenhängend und lässt sich durch
die beiden Kurven

γ1 : [0, 2π]→ R3, t 7→

(1− 1
2

cos t
2
) cos t

(1− 1
2

cos t
2
) sin t

−1
2

sin t
2


und

γ2 : [0, 2π]→ R3, t 7→

(1 + 1
2

cos t
2
) cos t

(1 + 1
2

cos t
2
) sin t

1
2

sin t
2


parametrisieren, also ∂M = γ([0, 2π)) für die Kurve

γ = γ1 ⊕ γ2 : [0, 2π]→ R3, t 7→

{
γ1(2t), t ∈ [0, π]

γ2(2t− 2π), t ∈ (π, 2π].

Weiter seien O := R3 \ {(0, 0, z)T |z ∈ R} und

P = (P 1, P 2, P 3) : O → R3, (x, y, z)T 7→
(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
, 0

)
.

(i) Bestimme rotP : O → R3. (2)

(ii) Berechne das Kurvenintegral (3)∫ 2π

0

〈P (γ1(t)), γ̇1(t)〉 dt+

∫ 2π

0

〈P (γ2(t)), γ̇2(t)〉 dt

über das Vektorfeld P .

(iii) Zeige, dass M nicht orientierbar ist. (1)

Abbildung 1: Das Möbiusband

22. Es sei in der Situation des klassischen Integralsatzes von Stokes das Gebiet G (5∗)

kompakt in U enthalten. Zeige mit der Friedrichschen Glättung den klassischen
Integralsatz von Stokes, wenn für die Parametrisierung X lediglich X ∈ C1(U,R3)
gilt.
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