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17 Punkte

Elemente der Variationsrechnung Blatt 01

1. Es sei A ⊂ Rd beliebig. Zeige:

(i) Die Menge der stetigen, reellwertigen und beschränkten Funktionen auf A, (1)

Cb(A;R), ist ein Vektorraum bezüglich punktweiser Addition und punktweiser
skalarer Multiplikation.
Bemerkung: Für Cb(A;R) schreiben wir auch verkürzend Cb(A).

(ii) Die Abbildung || · ||∞ : Cb(A)→ R, u 7→ ||u||∞ := sup
x∈A
|u(x)| ist eine Norm. (1)

(iii) Eine Folge (un) ∈ Cb(A) konvergiert bezüglich der Supremumsnorm || · ||∞ (1)

gegen ein u : A → R genau dann, wenn (un) gleichmäßig auf A gegen u kon-
vergiert.

(iv) Der Raum (Cb(A), || · ||∞) ist ein Banachraum. (2)

2. Es sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet. Wir definieren nun die Menge C1(Ω) als (4)

die Menge von Funktionen u : Ω → R, für welche Dαu existiert und stetig ist für
alle Multiindices α ∈ Nd

0 mit |α| ≤ 1.
Außerdem setzen wir C1(Ω̄) := {u ∈ C(Ω̄)

∣∣ u|Ω ∈ C1(Ω) und für alle |α| ≤ 1 lässt
sich Dαu : Ω→ R stetig auf Ω̄ fortsetzen}. Zeige:

Die Abbildung || · ||C1 : C1(Ω̄) → R, u 7→ ||u||∞ +
d∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

ist eine Norm auf

dem Vektorraum C1(Ω̄), welche diesen zu einem Banachraum macht.

3. Wir betrachten das Funktional

J : X → R, u 7→
∫ 1

−1

(
1− (u′(x))2

)2
dx

auf der Menge X := {u ∈ C1([−1, 1])
∣∣u(−1) = u(1) = 0}.

(i) Zeige: inf
u∈X

J(u) = 0. (4)

Hinweis: Setze für jedes n ∈ N das Polynom Pn(x) = 1− 1
4n−nx

2, definiert auf
[
− 1

2n ,
1
2n

]
,

zu einer Funktion aus X fort.

(ii) Zeige: min
u∈X

J(u) existiert nicht. (2)

(iii) Bestimme für u, ϕ ∈ X die erste Variation von J an u in Richtung ϕ, also (2)

δJ(u)ϕ.

Vorleistung: Zum Bestehen der Vorleistung genügen 50% der Summe der Punkte auf den Übungs-

blättern. Meldet euch dafür im Moodle für diese Veranstaltung an. Bitte nicht zu zweit abgeben.



Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:

http://www.uni-ulm.de/?74871
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