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Elemente der Variationsrechnung Blatt 04

10. In dieser Aufgabe möchten wir charakterisieren, welche Funktionen u ∈ C1[−1, 1]

mit fester Länge π ≥ L > 2 und u(−1) = u(1) = 0 die Fläche
∫ 1

−1 u(x) dx maxi-
mieren.

(i) Formuliere das zugehörige Variationsproblem. (1)

(ii) Setze voraus, dass eine Lösung u ∈ C2[−1, 1] existiert. Zeige, dass reelle Kon- (2)

stanten α, λ existieren, so dass u auf (−1, 1) die Gleichung

λu′(x)√
1 + (u′(x))2

= x+ α

erfüllt.

(iii) Zeige, dass ein β ∈ R existiert mit (2)

(x+ α)2 + (u(x) + β)2 = λ2.

(iv) Zeige, dass α = 0 ist und λ die Gleichung (2)

sin
L

2λ
=

1

λ

erfüllt. Rate für L = π eine Lösung dieser Gleichung. Was ist dann β?

11. Es sei ũ ∈ C2([0, 1];R) ein Minimierer des Funktionals D(u) =
∫ 1

0
(u′(x))2 dx unter (3)

den Nebenbedingungen u(0) = u(1) = 0 und ||u||2 =
(∫ 1

0
(u(x))2 dx

) 1
2

= 1. Zeige,

dass die Zahl −λ = −D(ũ) ein Eigenwert des Dirichletproblems ist, das heißt zu λ
gibt es eine Funktion v ∈ C2([0, 1];R) mit{

v′′ − λv = 0 in (0, 1),

v(0) = v(1) = 0.

— bitte wenden —



12. Wir möchten Satz 2.6.5 im Fall n = m = 1 zeigen. Es sei dazu I = (a, b) ein
Intervall und λ ∈ C∞0 (I;R) mit zulässiger Parametertransformation {ξ(·, ε)}. Sei
ferner F = F (x, z, p) ∈ C1([a, b]×R×R;R) und

J(u) =

∫
I

F (x, u, u′(x)) dx

für u ∈ C1(I;R). Zeige:

(i) Für die Umkehrfunktion y 7→ η(y, ε) von ξ gilt: (3)

(a) η(y, ε) = y − ελ(y) + o(ε).

(b) ∂
∂ε
η(y, ε)|ε=0 = −λ(y).

(c) ∂
∂ε

∂
∂x
ξ(η(y, ε), ε)|ε=0 = λ′(y).

(d) ∂
∂x
ξ(η(y, 0) = 1.

(e) ∂
∂ε

∂
∂y
η(y, ε)|ε=0 = −λ′(y).

(ii) Für u ∈ C1(I;R) ist (3)

∂J(u)(λ) =

∫
I

∂

∂p
F (y, u(y), u′(y))u′(y)λ′(y)− λ(y)

∂

∂x
F (y, u(y), u′(y))

− F (y, u(y), u′(y))λ′(y) dy

Hinweis: Substituiere die Umkehrfunktion.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
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