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9. (i) Zeige: Ist f : R? — R differenzierbar mit Ableitung D f, dann sind die folgende
Aussagen dquivalent:

(a) f ist konvex,
(b) fiir alle x,y € R ist f(y) > f(x) + Df(z)(y — ),
(c) fiir alle z,y € RYist (Df(x) — Df(y),z —y) > 0.
(i) Zeige: Ist f € C*(R?), so ist dquivalent:
(a) f ist konvex,
(b) die Hessematrix H(x) ist positiv semidefinit fiir alle z € R®.

10. (i) Es sei V ein normierter Raum und M C V konvex und abgeschlossen. Dann
ist M schwach abgeschlossen.

Hinweis: Trennungssatz von Hahn-Banach.

(ii) Es sei V ein normierter Raum und x,, € V' eine Folge mit x, — z € V. Dann
gibt es eine Folge y,, von (endlichen) Konvexkombinationen von {z1,zs,...}
so dass 1, in Norm gegen x konvergiert.

(iii) Es sei V' ein normierter Raum und £: V' — R U {oo} konvex und Norm-
unterhalbstetig. Zeige, dass £ dann auch schwach unterhalbstetig ist.

11. Es sei Q C R? offen und beschriinkt. Sei weiter g = tr(v) € L?(99) fiir ein v €
H'(Q). Zeige, dass hochstens ein Minimierer von

E(w) :/Q\/l—i- | Dw|? dz,

in {w € H'(Q) |wlpn = g} existiert. Was lésst sich mit den Methoden aus der
Vorlesung iiber die Existenz sagen?

12. Zeige oder widerlege: Ist V ein reflexiver Banachraum und J € C*(V,R), dann ist
N :={zeV]|J(z)=0}

schwach abgeschlossen.

— bitte wenden —
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13. Das duale Variationsprinzip: Es sei  C R? offen und beschréinkt und f € L*(Q).
Zeige

14.

1 1
min /—|Du|2—fwdx:max——/|§|2dx,
weH(Q) Jo 2 teA 2 Jq

wobei A := {¢ € L*(Q,R?)) | div¢ = f distributionell}.

Es sei  C R? offen und beschréinkt mit C'-Rand und 2 < p < d%. Wir betrachten
fiir A € R das Problem

(i)

(iii)

—Au+ M= |[uP?u  in Q,
{ [ "

u=0 on 0.

Es sei zunichst A > 0. Zeige, dass ein p € R und ein u € H} () existiert, so
dass gilt:

/Du~Dgo+)\u<,0dx:u/ ulP~?up da
Q Q

fiir alle ¢ € H}(Q).
Hinweis: Lagrange-Multiplikator.

Zeige, dass dies sogar fiir A > —\; moglich ist, wobei A\; > 0 der kleinste
Eigenwert von

—Au=\u inQ,
u=20 on 0f).
ist.

Zeige, dass fiir A > —\; eine nichttriviale, nichtnegative schwache Losung
u € Hy(Q) von (1)) existiert.
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