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Funktionalanalysis

Metrische Raume

Delio Mugnolo
Immer: K=R oder K =C Banach-,
normierte und
X,Y,... Vektorraume iiber K metrische Réume

Definition.
Ein Abstand d auf X ist

d: X xX— Ry

s.d.

(1) d(x,y) =0 x =y,

(2) d(x,y) =d(y,x), und

(3) d(x,z) <d(x,y) + d(y, 2),
Vx,y,z € X.

(X, d) heiBt dann metrischer Raum.
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Funktionalanalysis

Diskreter Abstand

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume
Analytische
Versionen von H-B
chl_nr:tri:.(lm

Beispiel. Versionan von H-B

1 fallsx #y,

d(x,y) ;:{ a4

(x,y € X)
definiert einen Abstand auf X (“diskreter Abstand”).

= Jede nichtleere Menge ist metrisierbar.
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Funktionalanalysis

Cl[0, 1] als metrischer Raum

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Beispiel.

d(f,g) = f(x) —
(f,g) ng[gﬁll (x) — g(x)|

(f.g € C[0,1])
definiert einen Abstand auf C|0,1].
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Funktionalanalysis

C>[0, 1] als metrischer Raum

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Beispiel.

d(f _ i 1 maXeepo,1] ’f(k)(x) — g(k)(x)|
8) 1= 2 K a0 () — g0 + 1

(f,g € C[0,1])
definiert einen Abstand auf C*°[0,1].
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Definition.
(X, d) Vektorraum, x € X, AC X.

(1) x heiBt innerer Punkt von A, oder A heiBt Umgebung
von x, falls 3r > 0 s.d.

B/(x) ={yeX:d(x,y) <r}CA

(2) A heiBt offen, falls jedes x € A ein innerer Punkt ist.
(3) A heiBt abgeschlossen, falls X \ A offen ist.
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Funktionalanalysis

Definition. =R
(X, d1), (Y, dr) metrische Riume, f : (X, d1) — (Y, d2), Bansch-,
X E X nmogt"rl:c"h: lFl?r;ume

(1) (xn)neny C X konvergiert gegen x bzw. x ist Grenzwert
von (xp)nen bzw. lim x, = x bzw. x, — x, falls

lim d(xp, x) = 0.
(2) f heiBt stetig in x, falls
limx, =x = limf(x,) = f(x).
(3) f heiBt stetig, falls f iiberall stetig ist.

(Wie im Fall X = Y =K kann Stetigkeit durch das € — §-Kriterium

charakterisiert werden).
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Funktionalanalysis

Erste Eigenschaften

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

» Vereinigung beliebig vieler offenen Mengen ist offen

» Durchschnitt endlich vieler offenen Mengen ist offen

Weil
U = (NAa)° wd (A9 = (UA)

gilt auch:

» Durschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist
abgeschlossen

» Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist
abgeschlossen
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Funktionalanalysis

Stetigkeit
Delio Mugnolo
Banach-,
(X, d1), (Y, d2) metrische Raume e e
Lemma.

(1) f: X — Y ist genau dann stetig in x € X, wenn
B Umgebung von f(x) = f~1(B) Umgebung von x.
(2) f: X — Y ist genau dann stetig, wenn

B offeninY = f }(B) offen in X.

(3) f: X — Y ist genau dann stetig, wenn

C abgeschlossen in Y =  f~'(C) abgeschlossen in X.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und

(X, d) metrischer Raum metrische Réume

Definition.
(xn)nen C X heiBt Cauchy-Folge falls

Ve > 03N € N s.d. d(xn, xm) < €Vn,m > N.

Lemma.
Eine Cauchy-Folge konvergiert genau dann, wenn sie eine
konvergente Teilfolge enthilt.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Beispiel.
Nur schlieBlich konstante Folgen sind Cauchy bzgl. des
diskreten Abstands.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Definition.
(X, d) heiBt vollstindig, falls jede Cauchy-Folge konvergiert.
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D |Chte Tel | men ge n Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und

Deﬂ n ition - metrische Raume
(X, d) metrischer Raum, A C X

(1) Die Menge A aller Grenzwerte von (xp)neny C A heilt
Abschluss von A. (iquiv.: A ist die kleinste abgeschlossene
Menge, die A enthilt).

(2) Die Menge DA := AN AC heiBt Rand von A.

(3) A heiBt dicht in X, falls A= X. (dquiv.: A ist dicht in X,

falls
Vx € X 3(xn)nen C A s.d. x = lim x,

d.h., falls

Vx € X Ve >03y € Asd. d(x,y) <e).
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Funktionalanalysis

Normierte Raume

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Definition. R
Eine Norm || - || auf X ist || - || : X — Ry s.d.

(1) Ixll =0 x=0,

2) lloxll = lallixl,

(3) Ix+yll < Il + v
Vx,y € X, a €K

(X, || - |I) heiBt dann normierter Raum.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und

» Jede Norm definiert einen Abstand durch e R

d(x,y) = lIx = yll,

also ist jeder normierte Raum ein metrischer Raum.

» Nicht jeder metrische Raum ist normiert.
Z.B. kommt die diskrete Metrik nicht aus einer Norm (auBer,
wenn X = {0}), denn sonst

2||x[[ = [[2x|l = d(2x,0) = 1 = d(x,0) = [Ix|]| Vx # 0,

also1=0. 4
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Funktionalanalysis

Beschranktheit

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Analytische
‘ersionen von B

Geometrische
Versionen von H-B

(X, || - |I) normierter Raum

Definition.
Eine Folge (xn)neny C X heiBt beschrankt, falls 3IM > 0 s.d.

Ixal| < M Vn e N.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Definition.
Zwei Normen || - || und |- | auf X heiBen dquivalent, falls

dc >0 s.d.

1
il b < Zlixll - Wxe X,

(Konvergenz und Cauchy-Eigenschaft sind invariant unter

Normenaquivalenz.)
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B anac h ra ume Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Funktionale
Reflexive Raume

und schwache
Topologien

Definition.
Ein vollstandiger normierter Raum
heiBt Banachraum.

Intermezzo:
Hilbertraume

Kompaktheit

Allgemeine
spektrale Theorie

LP-R&dume

Stefan Banach

Unbeschrénkte

(1892—1945) Operatoren und

Sobolev-Raume

DEE

u]
o)
I
"
it
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Euklidische Norm

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume
Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Beispiel.

Versionen von H-B

Iz := /b2 + -+ xal?

definiert eine Norm (und somit einen Abstand) auf C"
( “Euklidische Norm” ).

19/ 439



Funktionalanalysis

Allgemeiner: /P-Norme

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und

| abzidhlbare Menge metrische Riume

Analytische
Versionen von

Beispiel.

Ixllp = (Z |xk|f’>'1’

kel

definiert fiir alle p € [1,00) eine Norm auf
(1) = {x = (x)ker € C: [|x[|p < o0}

(“P-Norm” ).
(Ublich: ¢7 := ¢P(N))
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Beispiel. Banach-,

normierte und
metrische Raume

Die Vektorraume
a0 = {(Xn)neny C C: limx, = 0},

¢ = {(xn)nen C C : (xn)nenkonvergiert }

und
2= {(Xn)neN C C:sup ’Xn| < Oo}

sind normierte Rdume bzgl.

[[xlloo := sup |xal.
neN
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Abgeschlossene vollstandige Unterraume Funktionsanalys

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

X Banachraum

Lemma.
Ein Unterraum von X ist genau dann selber ein Banachraum
(fiir die induzierte Norm), wenn er in X abgeschlossen ist.
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Vollstandige normierte Raume

Lemma.
Ein normierter Raum (X, || - ||) ist genau dann vollstandig,
wenn jede absolut konvergente X-wertige Reihe konvergiert,

d.h., wenn 3lim, > "7 [|xk|| = Flima o0 x«.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume
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Vol Ista nd |ge norm |erte Ra ume Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
Lem ma. metrische Raume
Ein normierter Raum (X, || - ||) ist genau dann vollstandig,
wenn jede absolut konvergente X-wertige Reihe konvergiert,

d.h., wenn 3lim, > "7 [|xk|| = Flima o0 x«.

Beweis.

=" |ZT:n+1 x|l < ZZ]:nH [I]-
“n

> Es sei (yn)nen C X Cauchy-Folge und betrachte eine Teilfolge
(ynk)kGN s.d. Hynk+1 _y"k” < 27K Vk.

> > (Y — o) = limm(Vipyy — ymy ) existiert (da
Zk:1 Hy”k+1 - y”k” < OO) , etwa Zk:l(ynk+1 - ynk) = X.

> Somit X + Yo, = limpy Y,y = lim, ya.
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Funktionalanalysis

A # @ Delio Mugnolo
0 . Banach-,
BeISpIe| . normierte und

metrische Rdume
B(A) ={f: A= K: ||f]e < o0}
ist ein Banachraum bzgl. || - || -

» B(A) normierter Raum: klar.

> B(A) vollstindig: Es sei (f,)nen C B(A) absolut konvergent, so ist

(%) 1D A < DR <D Il

k=n

Vn < m, Vx € A. Also konvergiert 2 fi(x) in K Vx € A (da K
vollstindig) und wegen der GleichmaBigkeit von (x) konvergiert
auch -2, fi in B(A).
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C([a, b]) ist ein Banachraum

Satz.
C([a, b]) ist ein Banachraum bzgl. || -

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
H 00 - metrische Raume

Analytische
Versionen von H-B
Geometrische
Versionen von H-B
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Funktionalanalysis

C([a, b]) ist ein Banachraum

Delio Mugnolo
SatZ. Banach-,
. = normierte und
C([a, b]) ist ein Banachraum bzgl. || - |- metrische Raume

Beweis.
z.z.: C([a, b]) ist abgeschlossener Unterraum von B(][a, b]), d.h. fiir alle

Vf € C([a, b]) Vxo € [a, b] f ist stetig in xo.
Ve > 0 gilt:
> dg € C([a, b]) mit [|f — gl < 5
> da g stetig, 36 > 0 mit [g(x) — g(x0)| < § Vx € Bs(x0);

> also gilt fiir dieses 6 > 0: Vx € Bs(xo)

IF(x) = flx)l < [f(x) —g(x)| + |g(x) — g(x0)| + |g(x0) — (o)
g 4 5
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Funktionalanalysis

Der Satz von Baire

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

(X, d) vollstandiger metrischer Raum

Theorem. (R.L. Baire, 1899)
Ist (Fn)nen C X eine Folge abgeschlossener Teilmengen s.d.

U FR=x,

neN

so hat mindestens ein Fp, einen inneren Punkt.
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Beweis — 1

» Mindestens ein Fj, hat einen inneren Punkt, denn sonst: hitte
jedes F, keinen inneren Punkt, so wire X \ F, # 0 Vn.

> Fiir alle k € N und alle offene Mengen O # () wiirde es dann
x € X und € > 0 geben mit

B.(x) C O\ Fi,
da O §Z F.

» So kdnnte man
X1€)<7 616(0,1)

wahlen, s.d.
Bq(Xl) c X \ Fi.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume
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B - Funktionalanalysis
eweis — 2
Delio Mugnolo
Banach-,

normierte und
metrische Raume

» So kénnte man D
x2 € X, e € (0,1/2) SEED o
wahlen, s.d.

Be,(x2) C By () \ Fa.
>

» So konnte man

1
Xn€)<7 €n€<O,F)

Be,,(Xn) C B‘nT—l (Xn—l) \ Fn.

wiahlen, s.d.
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Funktionalanalysis

Beweis — 3
Delio Mugnolo
Banach-,
normierte und
metrische Raume
> Da 1
€n—1
d(xn, xm) < 5= < 53

wiare (xn)nen eine Cauchy-Folge mit limp— o0 Xn =: x.

» Dann wire

lim  d(xn, Xm) = d(%n, x) < % VneN,

m— o0
also x & F, Vn wegen Be,(x,) C X \ Fn.
> Somit wire x ¢ UneN F, = X. 4
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Alternative Formulierung Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

(X, d) vollstandiger metrischer Raum

Korollar.
Ist (On)neny C X Folge offener und dichter Mengen, so ist
auch
no.
dicht in X.

Sei F, := X \ O,. Wende den Satz von Baire auf (Fn)ncn an.
[ Details: UA! ]
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Funktionalanalysis

Alternative Formulierung

Delio Mugnolo
. Banach-,
X metrischer Raum normierte und
- metrische Rdume
» U C X heiBt nirgends dicht, falls U keinen inneren
Punkt hat.

» Jedes A C X, s.d.
A= U,

fiir eine Folge (Up)nen, Un C X nirgends dicht Vn,
heiBt von 1. Baire-Kategorie.
» Jedes A C X, das nicht von 1. Baire-Kategorie ist, heift
von 2. Baire-Kategorie.
Also besagt der Satz von Baire:
Jeder nichttriviale, vollstindige metrische Raum ist von 2.
Baire-Kategorie.
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Beispie|e [UA ] Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und

Q ist von 1. Baire-Kategorie in R. metrische Raume

R, R\ Q und sogar die Menge der transzendenten
Zahlen sind von 2. Baire-Kategorie in R.

v

v

v

R ist von 1. Baire-Kategorie in C.

v

Die Cantor-Menge ist von 1. Baire-Kategorie in R.

Allgemeiner:

» Jeder vollstindige metrische Raum ohne isolierte
Punkte ist iiberabzahlbar.

(Denn eine Teilmenge {x} kann erst dann einen inneren Punkt

haben, wenn x € X isoliert ist).
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Folgerung des Satzes von Baire — #1

Satz.

Jede Basis eines unendlichdimensionalen Banachraumes ist
liberabzahlbar.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B
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Folgerung des Satzes von Balre — #1 Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,

SatZ. normierte und

. . . . . B ische Ra
Jede Basis eines unendlichdimensionalen Banachraumes ist metrische Raume
tiberabzahlbar.

Beweis.

> Gibe es eine Basis (xn)nen eines unendlichdimensionalen
Banachraumes X, so kénnte man X, := (x1,...,x,) betrachten.

» X, abgeschlossen weil dim X, < oo, Vn.

> X =UX..

> Also wiirde ein X, einen inneren Punkt enthilten.

» Enthalt ein Unterraum einen inneren Punkt, so ist er bereits der
ganzer Raum.

» Also wiirde X = X, und somit dim X = dim X,, < oo. 4
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Funktionalanalysis

Folgerung des Satzes von Baire — #2

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Satz.
Es gibt f € C[0,1], s.d. f nirgendwo differenzierbar ist.

Sei

O, = (ge C[0,1] :  sup gl h) —g(x)

1 h
0<|h[<

>an€[0,1]>.

Dann ist jedes O, offen und dicht in (C[0, 1], || - ||c) und somit ist auch
N O, dicht.

[ Details: UA! ]
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Funktionalanalysis

Operatoren

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

X, Y Vektorraume
Definition.

> Eine Abbildung T : X — Y heiBt Operator.

» Sein Definitionsbereich D(T) braucht nicht ganz X zu
sein.
» Ein Operator heiBt linear, falls

T(x+y)=Tx+ Ty und T(Ax) = ATx

Vx,y € D(T), A€ K.
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Besch ra n kte Operatoren Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X, Y normierte Raume

Banach-,
normierte und

Def|n|t|0n 5 metrische Raume

> Ein linearer Operator T : X — Y heiBt beschrinkt, falls

ITllzex,vy == sup [[Tx]ly < oo.
llx|lx<1
(Es gilt ITllzex,y) = sup 1Ty < oo und insb. D(T) = X).

xeX\{0} lIxI1x

» Der Raum der beschrinkten linearen Operatoren
T: X = Yist L(X,Y).

» Ist Y =K, so heiBt T € L(X,K) beschrinktes lineares
Funktional.

» L(X):=L(X,X) und X" := L(X,K)
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Submultiplikativitat der Operatornorm Funitionatanalyss

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und

. .. e
X, Y, Z normierte Raume metrische Raume

Analytische
ersionen von H-B

I_em ma. Geometrische .

Sind T € L(X,Y),S € L(Y,Z), soist ST € L(X,Z) und
ISTI < IS

Beweis.
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Submultiplikativitat der Operatornorm Funktionsanalys

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
. . trische Ra
X,Y,Z normierte Riume e
Versionen von H-B
Geometrische
Lemma. fon

ersionen von

Sind T € L(X,Y),S € L(Y,Z), soist ST € L(X,Z) und
ISTI < IS

Beweis.

> [ITxlly <IITllixllx vx € X
> ISTx[lz < [ISIIITx]ly < [ISIITIHIx]lx vx € X
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Funktionalanalysis

X, Y normierte Raume

Delio Mugnolo
Lemma' Banach-,
Ist T : X = Y linear, so sind folgende Aussagen aquivalent. normierte und

metrische Raume

(a) T e L(X,Y).
(b) T ist Lipschitz-stetig.
(c) T ist stetigin 0 € X.

Beweis.

42/439



X, Y normierte Raume

Lemma.

Ist T : X — Y linear, so sind folgende Aussagen dquivalent.

(a) T e L(X,Y).
(b) T ist Lipschitz-stetig.
(c) T ist stetigin 0 € X.

Beweis.

> “(a) = (b)" Ist T € L(X,Y), so || Tx = Ty[| < [[T]llx =l
Vx,y € X.

> “(c) = (a)" Ist T stetigin 0, so

30 >0sd. [y <o= Tyl <1,

> = 17l = B 7 (52%)|| < 2wl

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume
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. - Funktionalanalysi:
X, Y normierte Raume AHTOTERIEEE

Delio Mugnolo
Satz.
Banach-,
» L(X,Y) ist ein normierter Raum bzgl. der normierte und
metrische Raume
Operatornorm || - || z(x,v)-
» Ist Y ein Banachraum, so ist auch L(X,Y) ein
Banachraum.

» Insbesondere ist X' immer ein Banachraum.

Beweis.
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Funktionalanalysis

X, Y normierte Raume

Delio Mugnolo
Satz.
Banach-,
» L(X,Y) ist ein normierter Raum bzgl. der pormierte wnd
Operatornorm || - || z(x,v)-

» Ist Y ein Banachraum, so ist auch L(X,Y) ein
Banachraum.

» Insbesondere ist X' immer ein Banachraum.

Beweis.

> Ist (Ta)nen eine Cauchy-Folge, so ist auch (Tpx)nen C Y eine
Cauchy-Folge Vx € X.

» Ist Y Banachraum, so dy = lim T,x =: Tx.
Dadurch definiert man T : X — Y.

> T ist glm. Grenzwert von stetigen linearen Operatoren, also ist T
linear und stetig.

O
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Funktionalanalysis

Isomorphismen

Delio Mugnolo

Banach-,

X, Y normierte Raume normierte und

metrische Raume

Definition.

» T € L(X,Y) heiBt Isomorphismus, falls er bijektiv ist
mit T~ beschrankt
d.h., wenn 3S € L(Y,X) mit SoT =ToS =Id.

» T € L(X,Y) heiBt Isometrie falls

| Tx[ly = [Ix]|x Vx € X.

> X.Y heiBen isomorph, falls AT : X — Y
Isomorphismus.
> X, Y heiBen isometrisch, falls AT : X — Y isometrisch.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und

X,Y normierte Raume, T : X — Y linear. metrische Réume
» Der Kern und das Bild von T sind

ker T:={x € X: Tx =0}

bzw.

RgT ={TxeY:xeX}

» T ist injektiv < ker T = {0}.
> Ist T beschrankt, so ist ker T abgeschlossen.
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Funktionalanalysis

X, Y normierte Raume Delio Mugnolo

Beispiele. Banach-,
normierte und
metrische Raume

» 0: X > x+— 0¢€Y istein beschrankter linearer
Operator mit ||0|| = 0.

» Id : X > x — x € X ist ein beschrankter linearer
Operator, die Identitat.
kerld = {0} und Rgld = X. X # {0} = ||Id| = 1.

» Ist T € L(X,Y) ein Isomorphismus, so ist
L= d| =TT < |TIIT,
also gilt immer

ITI= < 1772
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Funktionalanalysis

Multiplikationsoperatoren

Delio Mugnolo

Banach-,

Beispiel . normierte und
K C Rn kompakt, q c C(K) metrische Raume
(oder allgemeiner, K C R" und q € Cp(K))

T:C(K)>f—gq-feCC(K)
(oder allgemeiner, T : Co(K) > f — q - f € Cy(K))

definiert einen beschrankten linearen Operator mit
1T = llallo-

> [ Tflloo = llq - flloo < llglloolflloo
> || Tf|loo = ||glloo, falls f =1
> T Isomorphismus < q(x) > 0 fiir alle x € K

> Allgemeiner, T Isomorphismus < q(x) > qo > 0 fiir alle x € K,
falls K nichtkompakt
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O I’tSOpera tor Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Insbesondere, falls K ¢ K
Beispiel.
R:C(K)>fw—id-f e C(K)

definiert einen beschrankten linearen Operator mit
IR|l = sup{|x| : x € K}.
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Ableitungsoperator (Impulsoperator) runionsianabss

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und

Beispie| 5 metrische Raume

S:CR)>f— f € C(R)

definiert einen linearen Operator (mit D(S) = CY(R)), der
unbeschrankt ist.

> Seif, € CI(R) mit
nx falls |x| < 3=,
fo(x) := { | I ; i"

und |f(x)] <1Vx €R.

> ||Sfyllec = n — 00, obwoh! ||fy|lec = 1.
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Funktionalanalysis

Shiftoperatoren

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und

Beispie|e. metrische Raume
» Der rechte Shiftoperator
J: EP(N) > (Xl,Xg, 3G ) — (0,X1,X2, 56 ) € EP(N)

ist eine Isometrie (und ist somit injektiv), aber kein
Isomorphismus.

» Der linke Shiftoperator
K : ¢P(N) 3 (x1,x2,...) — (x2,...) € £P(N)

ist weder eine Isometrie noch ein Isomorphismus — er ist
aber surjektiv.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Beispiele.

> (c,|| - |leo) und (co, || - ||oo) sind isomorph. [ UA |

» Seien || - || und|-| zwei Normen auf einem Vektorraum
X. Die Identitat ist genau dann ein Isomorphismus von
(X, I - ||) nach (X,]-]), wenn die Normen adquivalent
sind. Sie ist genau dann eine Isometrie, wenn die
Normen gleich sind.
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Stetige Erweiterung von Operatoren runktionaiansbss

Delio Mugnolo

Banach-,

X, Y normierte Raume, Y vollstindig, E C X dichter e e e

Unterraum e
Geometrische

Satz Versionen von H-B

Jedes T € L(E,Y) hat eine eindeutige Fortsetzung

T e L(X,Y).

Beweis.
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Stetige Erweiterung von Operatoren runionsianabss

Delio Mugnolo
Bana_ch-,
X, Y normierte Raume, Y vollsténdig, E C X dichter e A
Unterraum
Satz.
Jedes T € L(E,Y) hat eine eindeutige Fortsetzung
T e L(X,Y).
Beweis.

> Sei x € X und (xn)nen C E mit limx, = x

> (Txn)nen ist Cauchy wegen der Beschranktheit von T auf E
> (Txn)nen konvergiert, etwa gegen Tx = lim Tx,

» TeL(X,Y)
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Funktionalanalysis

Neumann-Reihe

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

X Banachraum

Lemma.
Ist T € L(X) mit |T|| <1, soistld—T ein Isomorphismus
und

1

— -1 —
(Id—T) =T

und ||(ld—T)Y)| <

I
X
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B ewe | S Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

> T TN < S ITI = by
> L(X) ist Banachraum =
ST =:5n = >02, T"=:S € L(X)

L Sm(ld_T) = Sm - Sm—l— = Sm - Tan:O T" = Sm - ZT;I T" =
S — (Sme1 — Id) = Id — T

> S(Id—T) = limmooo Sm(ld = T) = Id = limp—oe T = 1d, da
liMm—yoo | T < liMmooo || T[™™ = 0 wegen || T|| < 1

> Ahnlich: (Id—T)S = Id
> (|d _T)fl =5= Zoo0 T"

n=
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Prinzip der gleichmaBigen Beschranktheit

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
J Menge, X Banachraum, Y normierter Raum

metrische Raume

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische

Theorem. (S. Banach 1920, T.H. Hildebrandt 1923)
Es sei (Tj)jes C L(X,Y) mit

sup || Tjx|ly < oo Vx € X.
Jjed

Dann

sup || Tj[| < oo
Jjed
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- Funktionalanalysis
Beweis e
Delio Mugnolo
Banach-,
normierte und
metrische Raume
> X,:={x€ X :supjc, || Tix|ly <n}, neN
> X = UneN X,
> Baire = 3X,,, Iy € X, 36 > 0s.d. Bs(y) C Xp,
> Seize Xsd. |zlx=(z+y)—yllx <¢
> y+z € Bs(y) C Xp, deshalb

ITizlly < I Ti(y + 2)lly + | Tiylly <2n0  VjecJ

> T <% vied
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Funktionalanalysis

X Banachraum, Y normierter Raum

Delio Mugnolo
K0r0||ar. Bana_chf,
) . normierte urld
Essei (Tp)nen C L(X,Y) s.d. 3Tx :=lim Tpx Vx € X. metrische Réume

Dann T € L(X,Y) und

| T| <liminf||T,| <supl| Tyl < oo.

Beweis.

60 /439



X Banachraum, Y normierter Raum

Korollar.

Es sei (Tp)nen C L(X,Y) s.d. ITx :=lim Tpx Vx € X.

Dann T € L(X,Y) und

| T| <liminf||T,| <supl| Tyl < oo.

Beweis.
» Linearitdt von T klar
> Es gilt sup || Tox|| < co (jede konvergente Folge ist beschrankt)
> Prinzip glm. beschr. = liminf || T,|| < sup || Tyl < oo
> = || Tx|| = lim|| Tax|| = liminf || Tox|| < liminf || T, ||||x]|

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume
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Satz von Banach—Steinhaus

X Banachraum, Y normierter Raum

Theorem. (S. Banach & H. Steinhaus 1929)

Es sei (Ty)nen C L(X,Y'). Folgende Aussagen sind
aquivalent.

(a) (Th)nen konvergiert stark, d.h., 3T € L(X,Y) mit
lim T,x = Tx Vx € X.

(b) IM >0 s.d. | To| <MVneNund3D C X, D = X,
s.d. 3lim Tpx ¥x € D.

“(a) = (b)" folgt aus dem letzten Korollar.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

62 /439



Beweis von “(b) = (a)” Funktionalanalysis
Delio Mugnolo
Banach-,

normierte und
metrische Raume

. . Analytische
Es seien x € X, € > 0. Wahle Versionen von H-B
Geometrische
q € Versionen von H-B
> z€ D mit||x —z|| < 5y

> no € Nmit || Thz — Tzl < § Vn,m > no.

Somit gilt
[Tox = Tmx|| < || Tox = Tozl| + | Toz — Tz + | Tmz — Tonx||
< ||Tn||\|X—Z||+§+|\Tm|\|lx—z|l
< M+ iimS

3M '3 3M°
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Satz iiber die offene Abbildung Funktionslanalysi

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

X, Y Banachriaume

Theorem. (S. Banach 1929)
Ist T € L(X,Y) surjektiv, dann ist T ist offen

d.h., T(G) ist offen VG C X offen.
Beweisskizze:
> V6 >03e>0s.d. Bx(0) C T(Bs(0))

> V6> 03e>0sd. B.(0) C T(B5(0))
> VG C X offen Vy € T(G) Je > 0 s.d. B(y) C T(G).
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a Funktionalanalysis
Beweis - 1
Delio Mugnolo
Banach-,
. normierte und
Esseid >0 metrische Riume

> Y,:=nT(Bs5(0)) :={ny € Y:ye T(B5(0))}
> T surjektiv =Y =] Y.

> Baire = 3Y,, mit einem inneren Punkt = T(B5(0)) hat einen
inneren Punkt y

> Jy € Y de > 0 s.d. Ba(y) C T(B5(0)).
> y,—y € T(Bs(0))

> Bic(0) C T(Bs5(0)) + T(Bs(0)) :={n+yecY:ynyec

T(B5(0))}
> T(B5(0)) konvex (da T linear) =
T(Bs(0)) + T(Bs(0)) =2T(B5(0))

Fazit: V6 > 0 3e > 0 s.d. B>.(0) C T(B5(0))

—~|— Av
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Bewe | S - 2 Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

V6 > 0 3e > 0 s.d. Bo(0) C T(B5(0)) sanachs
Es seien z € B.(0) und ¢ > 0, dann:

metrische Raume
> fiir das obige € > 0 Vn € N 3x, € X s.d. [|x,]| < 2 und
RS
> > cn Xk ist Cauchy, also konvergiert
> fiir x == >, o X gilt [|x|[x < und z = Tx (da T stetig)
Fazit: V6 > 0 3e > 0 s.d. B.(0) C T(Bs(0))
SchlieBlich: es seien G C X offen und y € T(G), dann
> wiahle x € X s.d. y = Tx
> 30 > 0s.d. Bs(x) C G
> Je> 05s.d. B.(0) C TB5(0)
>

B.(y) =y + B:(0) C y + TBs(0) = Tx + TB;s(0) = TBs(x) C
T(G).

66 /439



Satz der beschrankten Inverse

X,Y Banachraume

Korollar. (S. Banach 1929)
Ist T € L(X,Y) bijektiv, dann ist T ein Isomorphismus.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B
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Satz der beschrankten Inverse Funktionalanalyss

Delio Mugnolo

X,Y Banachraume Banach-,
normierte und
metrische Raume

Korollar. (S. Banach 1929) e
Geometrische

Ist T € L(X,Y) bijektiv, dann ist T ein Isomorphismus. e e

Beweis.

Linearitat von T~ !: klar

esseiy € Ysd y=Tx

bekannt: Je > 0 s.d. B(0) C T(B1(0))
also: || Tx|ly <e=||x||x <1

= llylly <e= T yllx <1

YV VvV vV VY

Linearitit = T ! ist beschrinkt
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Funktionalanalysis

Aquivalenz aller Normen auf K"

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

X Banachrraum

Theorem.
Ist dim X < oo, so sind je zwei Normen || - || und |- | auf X
aquivalent.

Anmerkung.

Gilt auch wenn X nicht als vollstindig angenommen wird: Also ist X
bzgl. jeder Norm ein Banachraum.
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Beweis

> Sei ®: K" 3 x> 7 xf € X, wobei {e1,..., e} C X eine
Basis.

> © ist bijektiv.

> Ist || - || eine Norm auf X und || - ||2 die euklidische Norm auf K",
so gilt

1 1
n c—s n 2 n 2
G < D Ixlllexll < (ZXkI2> (Z IIekIIZ) =: M|x]|2.
k=1 k=1 k=1

Somit ist ¢ € L(K", X).
> Satz der beschr. Inv. = &1 beschrinkt.
> |yl = 10x] < M'|[x||2 < 2o|ly || < 27y

= = mm’

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume
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X, Y normierte Raume

Korollar.
Ist dim X < o0, so ist jedes lineare T : X — Y beschrankt.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,

normierte und

metrische Raume
Analytische

Versionen von H-B
Geometrische
Versionen von H-B
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X, Y normierte Raume

Korollar.

Ist dim X < o0, so ist jedes lineare T : X — Y beschrankt.

Beweis.
> Bzgl. dem Isomorphismus
¢:K"3Xr—>ZXjej€X
j=1
gilt

Cc-S
< ixll2l Tell2-

i x; Tej

k=1

[ Te()I =

> = T o® ist stetig und somit auch T= Tod o 1.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume
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Banachscher F|Xpunktsatz Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

(X, d) vollstandiger metrischer Raum Banach-,

normierte und
metrische Raume

Definition.
T : X — X heiBt Kontraktion, falls 3o € (0,1) s.d.

d(Tx, Ty) < ad(x,y) Vx,y € X.

(T ist dann auch stetig).

Theorem. (S. Banach 1922)

Jede Kontraktion hat genau einen Fixpunkt.

Korollar.
Essei T : X — X stetig. Ist TX Kontraktion fiir k € N, so
hat T genau einen Fixpunkt.

[UA]
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a Funktionalanalysis
Beweis
Delio Mugnolo
> Sei xo € X (beliebig) und x := T*xo. Banach-,
normierte und
| 4 d(Xme) = d( TnXo, meo) < ad( T"ilxo’ Tmflxo) metrische Raume

<...<ad(xo, T "x0)

> d(x0, T™ "x0) < d(x0, Tx0) + d(Tx0, T?x0) + ...
+d(T™ " 'x0, T™ "xq )
€Y Lo Kd(x0, Txo) <73 d(XOa Txo)

> d(Xn, Xm) < a—nd(xo, Txo) 280

= l-a
> (xn)nen ist eine Cauchy-Folge.

» Fiir x = lim x, gilt

Tx = lim Tx, = lim x,4+1 = x.
n n

» Gilt Ty = y fiir einen y € X, so ist
d(x,y) = d(Tx, Ty) < ad(x, y)

also d(x,y) = 0.
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Eine Folgerung des Banachschen Fixpunktsatzes

X,Y Banachrdaume, T,S € L(X,Y)

Korollar.
Ist T Isomorphismus und ||S|| =1 > || T~}
S+ T Isomorphismus.

, So ist auch

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Banach-,
normierte und
metrische Raume

Analytische
‘ersionen von B

Geometrische
Versionen von H-B
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Funktionalanalysis

Eine Folgerung des Banachschen Fixpunktsatzes

Delio Mugnolo
X,Y Banachrdaume, T,S € L(X,Y) Banach.
normierte und
K0r0| Ia r. metrische Raume

Ist T Isomorphismus und ||S|| =1 > || T~}
S+ T Isomorphismus.

, So ist auch

Beweis.
> SeiycYund C:=T 'y —T7!S.
> C ist eine (nichtlineare) Kontraktion, da

ICx—Czl| = IT 7" Sx =T Szl| < ITHIISIllIx—zll  Vx,z € X.

v

dx € X sd. Cx =x, d.h. x = Ty — T15x.
Tx + Sx = y hat eine genau eine Losung, also ist T + S bijektiv.

v

v

Satz beschr. Inv. = T + S Isomorphismus.
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Funktionalanalysis

Zur Erinnerung

Delio Mugnolo
X normierter Raum, dann ist X' := £(X,K) sein Dual
Notation: (f,x) := f(x) Vx € X, Vf € X’
X' Banachraum bzgl. der Norm Funktionale

Hf”X': sup |<f,X>|: sup <faX>
lIxllx <1 lIxllx<1

Beispiel.
» C[0,1] 2 u— fol u(s)ds € K
> ¢ 3 (Xn)nen = limp x, € K

Was sind ihre Normen? [ UA |
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DaS I_em ma von Zorn Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Eine halbgeordnete Menge heiBt induktiv, falls jede Kette
(d.h. jede total geordnete Teilmenge) eine obere Schranke
hat.

Lemma. (K. Kuratowski 1922, M. Zorn 1935)

Jede nichtleere halbgeordnete induktive Menge enthalt
mindestens ein maximales Element.

Funktionale
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Der Satz von Hahn-Banach

X Vektorraum auf R

Theorem. (E. Helly 1912, H. Hahn 1927, S. Banach

1932)

Sei p : X — R homogen und konvex, d.h.

p(Ax) = Ap(x) bzw.

Vx,y € X, VA > 0.

p(x+y) < p(x) + p(y)

Sei Y Unterraum von X und g : Y — R linear s.d.

g(x) < p(x)

Vx eY.

Dann 3f : X — R lineare Fortsetzung von g s.d.

f(x) < p(x)

Vx € X.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Beweis — 1

>

Sei P die Menge aller linearen Abbildungen h: X — R, dessen
Definitionsbereich D(h) Y enthélt und in X enthalten ist und
welche g fortsetzen und h(x) < p(x) Vx € D(h) erfiillen.

P ist halbgeordnet durch
hi < h, & D(h) C D(h2) & hy ist Fortsetzung von h;.
P +(, dageP.

> Sei Q C P eine Kette, etwa Q = (hi)ies und sei h: X — R

definiert durch

D(h) = |JD(h)
iel
h(x) = hi(x) falls 3i € I s.d. x € D(h;).

h ist wohl definiert: falls x € D(h1) N D(h2), entweder
D(h;1) C D(h2) oder D(h2) C D(h1) und in beiden Fille
hl(X) = hQ(X).

h ist ein maximales Element fiir Q.

> = P ist induktiv.

Zorn = 3(f, D(f)) maximales Element fiir P.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Beweis — 2

>

Es bleibt zu zeigen, dass D(f) = X. Denn sonst: Gibe es
xo € X \ D(f), dann sei j, : X = R, a € R, definiert durch

D(j.) := D(f)+ Rx,
Ja(x+txo) = f(x)+ ta.

Va € R: D(jo) ist ein Unterraum von X, der Y enthilt und j ist
linear.

Va € R: j, ist Fortsetzung von g, da
Ja(X) = ja(x + 0x0) = f(x) = g(x) Vx e Y.
Suche o € R s.d. j, € P, d.h,, s.d.
Ja(x + txo) = f(x) + ta < p(x + txo) Vx € D(f), t € R,
d.h. (Homogenitit von p!), s.d.
f(x)+a < p(x+x) und
f(x)—a < p(x—x)
Vx € D(f), d.h., s.d.

b (F) = ply =x)) s a< inf (pbx+x0) = £(x))

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Beweis - 3

» Tatsichlich Ja € R s.d.

sup (f(y) — ply —x0)) <a <

inf X+ x0) — f(x
s nf (plx+x0) = F(x)

denn (da p konvex)
f(x) +f(y) = fx +y) < px +y) < p(x + x0) + py — x0)
und somit
f(y) = Py = x0) < p(x +x0) = f(x)
Vx,y € D(f).

> Somit ware f < j, mit j, € P aber f # j,, obwohl f maximales
Element von P ist.

> Also tatsichlich D(f) = X.

4

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Der Satz von Hahn-Banach - allgemeine Version

X Vektorraum auf K

Theorem. (F. Bohnenblust & A. Sobczyk 1938)
Sei p: X — R |- |-homogen und konvex, d.h.

p(Ax) = [Alp(x)  bzw.  p(x+y) < p(x) + p(y)

Vx,y € X, VA € K.
Sei Y Unterraum von X und g : Y — K linear s.d.

g <plx)  Vxe V.
Dann 3f : X — K lineare Fortsetzung von g s.d.

IF(x)| < p(x)  VxeX.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Beweis - 1

v

v

Ist K =R, so gilt

g(x) <lg(x)| <p(x) VxeY.

Hahn—Banach = 3f : X — R s.d.
f(x) < p(x), x € X.
Weiter gilt wegen | - |-Homogenitit
—f(x) = f(=x) < p(=x) = | = 1|p(x) = p(x)

Also —p(x) < f(x) < p(x) Vx € X.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Vx € X.
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Beweis - 2

» Betrachte Y, X als Vektorraume auf R: Yg, Xg.

> Ist K =C, so gilt

g(x) =ai(x) +ig(x)  Vx€ Yg,

wobei g1,8> : Yr — R linear bzgl. Y sind.

> Es gilt

g(x) <lg(x)| < p(x)  VxE€E Yz
» Hahn—-Banach = 3f; : Xg — R Fortsetzung von g1 s.d.

fi(x) < p(x),

> ig=g(i)+ig(i) da

x € Xgr.

i(g1(x) + ig2(x)) = ig(x) = g(ix) = g1(ix) + ig2(ix)  Vx € Xr.

> Die Realteile stimmen iiberein = g1(i-) = —g»

> Sei

f(x) := f(x) — ifi(ix) Vx € X.

> f; Erweiterung von g1 und gi(i-)

—g» = f Erweiterung von g.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Beweis - 3

Noch z.z.: (1) f ist linear auf X und (2) |f(x)| < p(x) Vx € X.
(1) f((a+ ib)x) = (a+ ib)f(x): wegen R-Linearitit von f; [ UA ]
(2.a) Ist x s.d. f(x) =0, so gilt (2) da

2p(x) =
>

und somit p(x) > 0=

Konvexitdt von p.

x) + [ = 1p(x) = p(x) + p(=x)

p(
p(x = x) = p(0x) = 0p(x) =0

f(x) Vx wegen | - |-Homogenitit und

(2.b) Ist x s.d. f(x) # 0, also f(x) = |f(x)|e” und

|f(x)] = f(x)e™" = f(e~"®x) € R, so gilt

|F(x)| = f(e™"x) =

Vx € X.

file™"x) < plex) = e |p(x) = p(x)

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Folgerungen von Hahn—-Banach - 1
X normierter Raum

Korollar.
Sind Y ein normierter Unterraum von X (bzgl. der von X
induzierten Norm!) und g € Y’, so 3f € X' s.d.

> f ist Fortsetzung von g

> [fllx = llglly-

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Folgerungen von Hahn—-Banach - 1
X normierter Raum

Korollar.
Sind Y ein normierter Unterraum von X (bzgl. der von X
induzierten Norm!) und g € Y’, so 3f € X' s.d.

> f ist Fortsetzung von g

> [fllx = llglly-

Beweis.

> p(x) = ligllylIx[lx-

» p ist homogen und konvex und
g(x) < llglly/lIxllx = p(x)  VxeY.

» Wende Hahn—Banach an.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

88 /439



Anmerkung

Im vorigen Satz ist es wesentlich, dass man Y mit || - ||x
versieht.

Betrachte z.B. X := C[0,1] und Y := C[0,1]. Da

d" . f +— f’(0) kein stetiges lineares Funktional auf X ist,
kann auch nicht ¢’ € Y’ gelten.

Das ist tatsichlich der Fall, wenn man Y = C[0,1] als
normierter Raum mit || - ||oo versieht.

Dass Y selber ein normierter Raum ist (bzgl. der Norm
Iflly := [|flloc + ||f'|loc) spielt hier keine Rolle.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Folgerungen von Hahn—Banach - 2 Funktionsanalys

Delio Mugnolo

X normierter Raum

KO ro | I ar. Analytische
Versionen von H-B
Ist xo € X, so3f € X' s.d.

Geometrische
‘ersionen von

Ifllx = lxollx  und — (f,x0) = |Ixl*.

(Die Menge J(x) C X’ solcher f heiBt Dualititsmenge).

Beweis.
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Folgerungen von Hahn—Banach - 2

X normierter Raum
Korollar.
Ist xo € X, so3f € X' s.d.

Ifllx = lxollx  und — (f,x0) = |Ixl*.

(Die Menge J(x) C X’ solcher f heiBt Dualititsmenge).

Beweis.

> Sei Y :=Rxo, g(tx) := t||xo|/k-
> Dann gilt ||g||y' = ||xo]|x-

» Wende das vorige Korollar an.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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FOlgeI’Ungen von Hahn—Banach _ 3 Funktionalanalysis

| Delio Mugnolo
X normierter Raum

Korollar.
Ist x € X, so gilt

Analytische

Versionen von H-B

Geometrische
‘ersionen von

Ixllx = sup [{(f,x)] = max [{f,x)].
<t (VS

Beweis.
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Folgerungen von Hahn—-Banach - 3
X normierter Raum

Korollar.

Ist x € X, so gilt

Ixllx = sup [(f,x)[ = max |(f,x)|.

Beweis.

> x = 0: klar.

> x #£0: [(f,x)] < |Ifllx:lIxllx VF € X’ und somit

> J(x) #0, also 3f € X' s.d. ||f]lx = lIx]lx und (f,x) = [|x|-

» Sei h:=

_f
[Ixl x

[1F]lxr <1 lI£llx <1

sup_[(f, )| < [|x]|x-
Ifllx <1

€ X', dann gilt ||h||x =1 und (h,x) = ||x||x.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

93 /439



Folgerungen von Hahn—Banach - 4

lim ist ein stetiges lineares Funktional auf c.

Satz.
Es existiert LIM € (£°)', das lim € ¢’ fortsetzt und s.d.

zusdatzlich

> Ist J: (Xn)neN — (Xn+1)neN, so gilt
LIM(x,) = LIM(J(xa) pen ).

> Ist x, > 0 Vn €N, LIM(x,)pen > 0.
LIM heiBt Banach-Limes.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Folgerungen von Hahn—Banach - 4

lim ist ein stetiges lineares Funktional auf c.

Satz.
Es existiert LIM € (£°)', das lim € ¢’ fortsetzt und s.d.
zusatzlich

> Ist J: (Xn)neN — (Xn+1)neN, so gilt
LIM(x,) = LIM(J(xa) pen ).

> Ist x, > 0 Vn €N, LIM(x,)pen > 0.
LIM heiBt Banach-Limes.

Beweis.
[UA]

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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X reeller Vektorraum

Definition.
Ist f: X — R linear, f 20 und a € R, so heift

{xeX:f(x)=a}= f_l({oz})

eine Hyperebene zu f.
A, B C X werden durch die Hyperebene f~1({a}) getrennt,
falls

f(x) <a<f(y) Vx € A Vy € B.

A, B werden durch f getrennt, falls sie durch eine
Hyperebene zu f getrennt werden.

Eine Hyperebene ist immer # X, da f nichtkonstant.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
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Funktionalanalysis

Lemma.
Sei X normierter Vektorraum. Ist f : X — R linear, f #£0 Delio Mugrolo

und o € R, so ist die Hyperebene f~*({a}) genau dann
abgeschlossen, wenn f stetig ist.

Analytische

BeWGIS Versionen von H-B
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Lemma. Funktionalanalysis
Sei X normierter Vektorraum. Ist f : X — R linear, f #£0 Delio Mugnolo
und o € R, so ist die Hyperebene f~*({a}) genau dann

abgeschlossen, wenn f stetig ist.

Analytische

BGWGIS Versionen von H-B
"<" Klar
g

> HC ist offen und H # 0.

> Sei xo € HS, 0.B.d.A. f(x0) < @ und 3r > 0 mit B,(x) C HE.

> f(x) < a Vx € B/(x0), denn sonst fiir x; € B-(xo) mit f(x1) > «

gelte es [xo, x1] :== {Axo + (1 — A\)x1 : A € [0,1]} C Br(x0), also
f(Oxo + (1= XN)x1) # «a, VA € [0,1],

obwohl fiir X := 7255 € (0,1) und 1 — X = Gl
f(Ax + (1 =X)x) =« 4
> Also f(xo + rz) < a Vz € B1(0), d.h., f ist stetig mit
1]l < FHa = f(x0))-
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X reeller Vektorraum

Definition.
C C X heif3t konvex, falls

A+ (1=NyeC

Beispiel.

Offene sowie abgeschlossene Kugeln in metrischen Riumen

sind konvex.

Anmerkung.

> st C C X konvex, so ist auch die Menge ihrer inneren Punkte

konvex.

> st (Gi)ici eine Familie konvexer Mengen, so ist

Vx,y € C, YA€ (0,1).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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1. geometrische Version des Satzes von
Hahn—Banach

X reeller Vektorraum

Theorem.
Sei C C X konvex, offen und C # (. Ist xo € X \ C, so
df : X = R linear s.d.

f(x) < f(xo) Vx e C.

Ist X normiert, so ist f € X" und insbesondere trennt die
abgeschlossene Hyperebene f~1((f,xo)) die Mengen {xo}, C.

> Eigentlich kann die Annahme der Offenheit von C durch die
Annahme der Existenz eines inneren Punktes von C ersetzt
werden.

> In komplexen Raumen gilt der Satz auch, allerdings mit
Ref(x) < Ref(x) Vx € C.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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X reeller Vektorraum

Definition.
Sei C C X konvex. Das Minkowski-Funktional zu C ist

pc: X3 x—infla>0:atx e C} €0,

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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Lemma.

» Sei C C X offen und konvex, 0 € C. Dann gilt
C={xeX:pc(x) <1}
und p¢ ist > 0, homogen und konvex. Ist X normiert, so
pc(x) < M||x|| Vx € X.
» Seip: X — RU{oco} konvex und homogen. Dann ist
D:={xeX:pkx) <1}

konvex. Gilt zusatzlich 0 < p(x) < oo Vx € X, so ist
jedes Element von

{x e X:p(x) <1}

ein innerer Punkt von D.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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- Funktionalanalysis
Beweis - 1 e
Delio Mugnolo
> Sei x € X. Da C offen, 3r > 0 s.d. B,(0) C C, also
1
pC(X) S *”XH Vx € X. Geometrische
r Versionen von H-B

» Homogenitat: klar.

> “CC{xeX:pc(x)<1}':firxe CIe>0sd (1+¢€)xeC,
also

< 1.

<
pc(x) < Tre

> “CD{x€ X:pc(x)<1}':Ist pc(x) <1, so Ja € (0,1) s.d.
a~'x € C und somit

x=ala"'x)+(1-a)eC,

da C konvex mit 0 € C.
> Fazit: C = {x € X : pc(x) < 1}.
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Beweis - 2

Noch z.z.: Konvexitdt von pc

> Seienx,yeXunde>0,a|som,ﬁeCund

tx 1-1t)y
pc(x) +e€  pcly) +e

ecC vt € [0,1].

oo pcbte
» Firt:= W g||t

X+y
€ C,
pc(x) + pc(y) + 2¢

also

‘ <pc<x) ; :ny) +2e>

> Homogenitit von pc = pc(x + y) < pc(x) + pc(y) + 2¢ Ve > 0.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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Beweis - 3

v

v

v

v

Vx,y € D VA € [0,1] gilt
PAX+ (1 =A)y) <Ap(x) + (1 = A)p(y) <A+ (1-A) =1.
Sei jetzt 0 < p(x) < 0o Vx € X. Ist p(x) < 1, so gilt
p(x £ ty) < p(x) + tp(zxy), vVt >0, Vy € X.

Gilt p(—y) = p(y) =0, soist x £ty € D Vt > 0.
Gilt jedoch (p(—y), p(y)) # (0,0), so ist x £ ty € D fiir

1-p(x)
= max{ ), [P}

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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Beweis der 1. geom. Version von Hahn—Banach

»> Bis auf Translation nimm o0.B.d.A. an, dass 0 € C. Betrachte pc.

> Sei G .=Rxound g: G txp+—t ER.

> Es gilt g(x) < pc(x) Vx € G, denn fiir t < 0 nutzt man pc >0
und fiir t > 0 gilt g(txo) = t < tpc(xo) = pc(txo) (da xo & C).

» Hahn—Banach = 3f lineare Fortsetzung von g mit
f(x) < pc(x) < M||x|| Vx € X und somit f € X'.

> Insbesondere: f(xp) = g(x) =1 und f(x) <1Vxe C.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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2. geometrische Version des Satzes von
Hahn—Banach

X reeller normierter Raum

Korollar.
Seien A, B C X konvex und disjunkt und A offen. Dann
d¢ € X', das A, B trennt.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B
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Funktionalanalysis

Beweis

Delio Mugnolo
> Sei C:=A—B.
» (C ist konvex: denn sind x1 — y1,x2 — y» € C, so ist
>\(X1—y1)+(1_>\)(x2_y2) = ()\X1—|—(1—>\)X2)—()\y1—|—(1—>\)y2) € A—B Vi v-s
da A, B konvex.
> Cist offen, da C =, (A —y).
> 0¢ C, da A, B disjunkt.

» 1. geometrische Version von Hahn—Banach = 3¢ € X’ s.d.
d(x —y) <0VY(x—y) € C, dh

d(x) < é(y) Vx € A, Vy € B.

» Jda € R mit
o € [sup ¢(x), inf ¢(y)].
xEA yEB

> Die Hyperebene ¢~ !({a}) trennt A und B.
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3. geometrische Version des Satzes von

Hahn—Banach

X reeller normierter Raum

M C X heiBt kompakt, falls jedes (x,)nen eine (in M!)

konvergente Teilfolge hat.

Theorem.

Seien A, B C X konvex und disjunkt, A abgeschlossen, B
kompakt. Dann 3 eine abgeschlossene Hyperebene, die A, B
strikt trennt, d.h., 3¢ € X', $ # 0 und 3o, B € R s.d.

($,a) <a< B <(Db)

Vae A, Vb e B.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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B ewe | S Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Seien Ac := A+ B.(0), B. := B + B((0).
A, Be sind konvex und nichtleer Ve > 0.
Ac, Be sind offen Ve > 0, da B.(0) offen.

Je > 0 s.d. Ac N B. = 0: denn sonst seien (en)nen, (Xn)nen C A, Cieometrische g
(Vn)nen C B s.d. €, — 0 und ||xn — ya|| < 26, und betrachte eine

konvergente Teilfolge, also (Y, )ken C B mit limgyn, =y € A,

obwohl ANB = . 4

» 2. geom. Version von Hahn—-Banach = 3 ¢ € X', das A, B.
trennt und somit da € R s.d.

vV v VY

(Pyx +ew) < a< (P, y —e€z) Vx € A, y € B, w,z € Bi(0),
also
(@, x) +ellgl Sa<(g,y) —ellpll VxeA yeB
> Da¢g#0,
(¢, x) < a—el|]| < atelldll < (p,y) Vx€A yeB, ze Bi(0),

also trennt ¢ A, B strikt.
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Folgerungen von Hahn—-Banach - 5

X normierter Raum

Satz.

Ist Z abg. Unterraum und xop € X \ Z, so 3f € X’ s.d.

Beweis.

fiz =0 aber f(xo)#0.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B

111/439



Folgerungen von Hahn—-Banach - 5

X normierter Raum
Satz.
Ist Z abg. Unterraum und xop € X \ Z, so 3f € X’ s.d.

fiz =0 aber f(xo)#0.

Beweis.

> Z,{x0} sind konvex, disjunkt und abgeschlossen bzw. kompakt.

» 3Jf € X’, das sie strikt trennt, also 3o € R s.d.
(f,x) < a < (f,x0) Vx € Z.

> M\f,x) =(f,Ax) <aVAeR, also (f,x) =0, Vx € Z.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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Folgerungen von Hahn—-Banach - 6

Satz.

Sei K C X kompakt und konvex. Ist T : K — K stetig und
affin, d.h.

TOx+(1=XNy)=AT(x)+(1-XN)T(y)
Vx,y € K, VA € [0,1], so hat T einen Fixpunkt.

Man verwendet:

Theorem. (A.N. Tychonov 1935)

Das Produkt endlich vieler kompakten Mengen ist wieder
kompakt.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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Beweis - 1

>

vV VvV vV VY

T hat einen Fixpunkt, denn sonst waren A, C X x X disjunkt,

wobei

A= {(x,x) € XxX:x € K},

id, T stetig = A, abgeschlossen.

T stetig = T(K) kompakt.

K x K D A abgeschlossen, K x T(K) D I' abgeschlossen
Tychonov = K x K, K x T(K) kompakt = A, T kompakt.

A, T konvex da T affin.

3. geom. Version von Hahn—-Banach = A, werden von einer
abgeschlossenen Hyperebene in X x X strikt getrennt, also

3¢ € (X x X)' 3a,B8 €R s.d.
d(x,x) <a<f<
Dann sind 1, € X', wobei

f].(X) = d)(xv 0)’

M={(y, Ty) e XxX:y e K}

o(y, Ty), Vx,y € X.

fZ(X) = ¢(0v X)v

x € X.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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Funktionalanalysis

Beweis - 2

Delio Mugnolo

v

Es gilt

A(x) +2(x) Sa<B<Aly)+£(Ty),  YxyeX

Geometrische
Versionen von H-B

> Fiir x =y gilt A(x) < a— fi(x) < B — fi(x) < K(Tx), also
HL(Tx) — h(x) > B —a>0, Vx € X,
> Da f, stetig ist f(K) ist kompakt.

> (L(T"x — x))nen C H(K) hat eine konvergente Teilfolge.
» Dennoch gilt

H(T"'x —x) = Z(fz(Tkx) — H(T"x)) > n(8 — a) = o,

also hat ((T"x — x))nen keinen Hiufungspunkt. 4
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AnWendung der F|Xpunktsatz von Kakutanl Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B

X normierter Raum, / Menge

Korollar. (S. Kakutani 1941)

Sei K C X kompakt und konvex. Sei T; : K — K stetig und
affin Vi € I. Kommutieren alle T; paarweise, so haben sie
einen gemeinsamen Fixpunkt.
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- Funktionalanalysis
Beweis e
Delio Mugnolo
Sei Ki:={x€ K: Tix=x}.Zz.: ﬂiel Ki # 0.
> Obiger Fixpunktsatz = K; £ (0 Vi € .
> K; ist kompakt (da K; abgeschlossen in K) und konvex (da T
affin) Vi e /. S e e

> Vx € K; gilt
T, Tix = TiTyx = Tix,
also Tix € Kj, d.h. Ti(K;) C Kj, also ist T;
Abbildung auf Kj.

s eine stetige affine
J

v

Obiger Fixpunktsatz = 3 Fixpunkt x; von T;

Also KiNK; 0 Vi, jel.
Z.z.: Endliche Durchschnitte von K;'s sind # @) — Durch Induktion!

X,'jGK,'ﬂKj.

50
IKj

Induktionsanfang: schon bewiesen.

Indukstionsschritt: Ist (., Ki # @ mit |J| = n und betrachte Ky,
so sind beide [, Ki und Ki» kompakt, konvex und # §) und man
Ki N Ky # 0. [ Details: UA |

vV V. Vv Yy

zeigt wie oben, dass (1,
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Die Polare einer Menge

X normierter Raum, M C X, N c X’
Definition.

> Die Polare M° von M ist

{feX |(f,x)] <1Vx e M}.
> Die Polare °N von N ist

{x e X :|[(f,x)] <1Vfe N}

» Die Bipolare von M ist °(M°).

Ist My C My, so gilt M5 C M;.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B

118 /439



X normierter Raum, M C X, N c X’ Funktionalanalysis

Deﬁnition. Delio Mugnolo

> M heit ausgeglichen, falls

xeEM&|N<1=Axe M.

Geometrische
Versionen von H-B

> M heiBt absolutkonvex, falls M konvex und
ausgeglichen ist.

» Die konvexe Hiille co(M) von M ist die kleinste konvexe
Menge D M.

» Die absolutkonvexe Hiille absco(M) von M ist die
kleinste absolutkonvexe Menge D M.

[UA]
> Ist M absolutkonvex, so ist immer M sternformig bzgl. 0, aber
nicht umgekehrt.
» M° und °N sind immer abgeschlossen und absolutkonvex.
» M ist genau dann absolutkonvex, wenn Vx,y € M

< .
AMpeK& A +|p <1 = MX+pyeM 119 /430



Beispiel: Unterraume

Beispiel.

Seien X normierter Raum, Y Unterraum von X, Z

Unterraum von X'. Dann gilt:

v

v

v

v

Yo={feX :(f,x)=0Vxe Y}
Z={xeX:(f,x)=0Vf e Z}.
{0}° = X’ und °{0} = X.

Ein Unterraum ist immer absolutkonvex.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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Hahn—Banach fiir absolutkonvexe Mengen

X reeller normierter Raum

Korollar.
Seien

» A B C X disjunkt,
» A abgeschlossen und absolutkonvex,
» B kompakt und konvex.

Dann 3¢ € X', ¢ #0 und 3o, B € R s.d.

(¢, x)| <a<B<(dy) Vx€eA VyeB.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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Hahn—Banach fiir absolutkonvexe Mengen

X reeller normierter Raum

Korollar.

Seien
» A B C X disjunkt,
» A abgeschlossen und absolutkonvex,
» B kompakt und konvex.

Dann 3¢ € X', ¢ #0 und 3o, B € R s.d.

(¢, x)| <a<B<(dy) Vx€eA VyeB.

Beweis.

[(#, x)| = (¢, x)sgn((¢, x)) = (¢, sgn({$, x))x), mit sgn({(¢,x))x € A
da A ausgeglichen. O

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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Folgerungen von Hahn—Banach - 7

X normierter Raum

Theorem. (Bipolarensatz)
Ist M C X, M # (. Dann gilt °(M°) = absco(M).

Korollar.

Fiir einen Unterraum Y von X gilt genau dann Y = X,
wenn Y° = {0x/}.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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Folgerungen von Hahn—Banach - 7

X normierter Raum

Theorem. (Bipolarensatz)
Ist M C X, M # (. Dann gilt °(M°) = absco(M).

Korollar.

Fiir einen Unterraum Y von X gilt genau dann Y = X,
wenn Y° = {0x/}.

Beweis.

> "=" fiy =0Vf € Y° und deshalb auch (da Y dicht)
OEfIVZﬂvaE Y°.

> ‘<" Gilt Y° = {0}, soist Y = absco(Y) = (Y°) = °{0x } = X.

O

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B

124 /439



Beweis des Bipolarensatzes

Wir zeigen absco(M) C (M°) C ° (absco(M)O) C absco(M)
> Sei x € M. Dann gilt |[(f,x)| < 1Vf € M° und somit x € 9(M°).

> Somit ist M C 9(M°) und deshalb absco(M) C °(M°), da Polare
abgeschlossen und absolutkonvex sind.

> (M) C o(mo), da M C absco(M) und somit
absco(M)° C M°.

> Gilt absco(M) = X, so gibt es nichts zu zeigen.

> Ist xo € X \ absco(M), so 3¢ € X', ¢ Z0, Ja € R s.d.

(¢, x)| < @< (¢, x0)  Vx € absco(M),

dank Hahn—Banach, da {xo} kompakt und konvex und absco(M)

abgeschlossen und absolutkonvex sind.
> O.b.d.A. @ =1 und somit ¢ € absco(M)° aber
X0 & ° <absc0(M)°).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Geometrische
Versionen von H-B
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X normierter Vektorraum.

Definition.
Der Banachraum X" := (X') heiBt Bidual von X.

Satz.
X ist isometrisch zu X" .

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Funktionalanalysis

X normierter Vektorraum.

Delio Mugnolo

Definition.
Der Banachraum X" := (X')' heiBt Bidual von X.
Satz.
X ist isometrisch zu X" .

. Reflexive Raume
BeWe|S. und sxcll‘:wach:m

Topologien

> Betrachte j : X 3 x — jx € X”, wobei
i X' o f = (f,x) e K.
> Vx € X jx linear und

lixll = sup [ix(F)l = sup [(F,x)| = [Ix],

lIfll% <1 fll% <1

dank Hahn—-Banach.
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Identifiziere also jeden normierten Raum X mit j(X) C X”.

Lemma.
Ein normierter Raum X ist genau dann vollstandig, wenn
J(X) in X" abgeschlossen ist.

Korollar.
Zu jedem normierten Raum X
Vervollstandigung von X, s.d.

E Banachraum, die
X =X.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Identifiziere also jeden normierten Raum X mit j(X) C X”.

Lemma.
Ein normierter Raum X ist genau dann vollstandig, wenn
J(X) in X" abgeschlossen ist.

Korollar.
Zu jedem normierten Raum X
Vervollstandigung von X, s.d.

E Banachraum, die
X =X.
Beweis.

~

X = j7(X).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Reflexive Raume

Definition.
Ein normierter Vektorraum X heiBt reflexiv, falls j :
surjektiv (und somit ein Isomorphismus) ist.

Z.B., jeder endlichdimensionale Raum ist reflexiv.

Theorem.
Jeder reflexive normierte Raum ist vollstindig.

Beweis.

X — X"

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Reflexive Raume

Definition.
Ein normierter Vektorraum X heiBt reflexiv, falls j :
surjektiv (und somit ein Isomorphismus) ist.

Z.B., jeder endlichdimensionale Raum ist reflexiv.

Theorem.
Jeder reflexive normierte Raum ist vollstindig.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X — X"

Reflexive Raume
und schwache
Topologien

Jeder reflexive X ist isomorph zum Banachraum X”: somit ist X

Banachraum.
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Funktionalanalysis

Fundamentales Beispiel: die /P~-Raume

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
‘ersionen von

Zur Erinnerung:
0P = {(Xn)neN 1 D_pen |Xn|P < 00} Vp € [1,00)

Reflexive Raume
und schwache

S Topologien
atz.

(¢P) ist isometrisch isomorph zu £9, Vp, q € (1,00) s.d.
pl+qgt=1

(¢P)" und £9 werden herkdmmlich identifiziert.
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Beweis - 1
Beweis fiir K = R: dhnlich falls K = C.
> Ist y := (Vn)nen € €9, so ist
Yy i P 3 (Xn)nen — Zx,,y,, cR
neN
linear und ein (dank Holderscher Ungleichung) wohldefiniertes
stetiges Funktional, v, € (¢°)’, mit
Iwllery < llylla-

> v : 093y~ € (£P) ist linear.
> Sei ¢ € (£P) und y, := (en), es gilt
<7/’7X> = <7/}7 anen> E anyn Vx € cpo.
neN neN

» Fiir festes n € N definiere die abgeschnittene Folge
x(M — (X,(("))keN durch

o TP falls k <,
kK710 sonst.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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BeWelS 2 Funktionalanalysis
Delio Mugnolo
» Dann gilt
Z lye|® = me %, XP) < Il
> Dap !+ g !=1 gilt weiter
1) . "
1 =3 1P = Z Iyl = Z Il oot e
keN Topologien

‘U\»—\

> Somit Y5 Iyk]? < Il (3hoy lyxl?)”,
% 1

<k§_:1 ykl") <Z ykl") -’ < l%ll-

» Fiir n — oo erhalt man

Iyl = (Z w)q < Jl#] < oo.

keN
> Also y € ¢9 und ~, = 1 da ¢ = ¢°, also ”W”(l”)’ = |ly|lq-
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Zur Erinnerung:
£2° := {(Xn)neN : SUPpen |Xn| < 00}

Reflexive Raume
und schwache
Topologien

Satz.
(€)' ist isometrisch isomorph zu £>°.
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- Funktionalanalysis
Beweis - 1
Delio Mugnolo
> Jede x € £* hat eine eindeutige Darstellung x = ZkeN Xk €k,
(ex)ken kanonische Basis.
» Betrachte
. (LY -
a © (é ) > T/) — (yk)kGN 0= (<¢7 ek))kGN' Reflexive Raume
und schwache
Topologien

> ~ ist linear.

» Dann ist

W, x) =D yxk,  Ix=> xuex € L.

keN keN

> vl = (b, | < llelll¥llery = [¥llry Yk €N, dh. y € £
mit [lylleo < 192y

> Also ist v : (£*) — £°°, v beschrinkt.
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Funktionalanalysis

Beweis - 2
Delio Mugnolo
Noch z.z.: v ist surjektiv und isometrisch.
> Sei y € {°° und definiere v durch
WJ:X) = Zxkyk, X = (Xk)keN € o
keN
» Dann ist 1 linear und (wegen Holder) stetig, also v € (¢*)’ und Re;'exil\:e Riume
und schwache
Y = y nach Konstruktion. Teraibta

> -~ ist surjektiv
> Seien 9 € (£1) und x = (xx)ken € £*. Dann ist

D Xk

keN

(s, )| = < lyllse D Ixel = lIxll2llylloo,

keN

also [|9]l¢ery < llylleo-
> Da aber |ly[lco < [[#]/(e1) (schon bekannt),
[¥lloo = 7% lloo = llbllery -
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Beispiel.
Sei X = ¢g. Man kann zeigen, dass X’

nicht reflexiv.
[ Details: UA |

= /1. Somit ist ) Reflexive Raume

und schwache
Topologien
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Satz.
Ist ein normierter Raum X reflexiv, so ist jeder seiner
abgeschlossenen Unterrdume Y reflexiv.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Funktionalanalysis

Satz.
o o g 5 o E Delio M |

Ist ein normierter Raum X reflexiv, so ist jeder seiner el Tueno
abgeschlossenen Unterrdume Y reflexiv.
Beweis.

> Seipe Y' Zz.: ¢ =j, fireinxo €Y.

> Betrachte ¥ : X' 3 x’ — ¢(x’|v) € K: somit ist ¢ € X".

- 5 - o 0 Reflexive Ra
> X reflexiv = 1 = ji, fiir ein xo € X und somit und schwache

Topologien
d(xly) = (X', x0) vx' e X/,
da ¢(xjy) = P(x') = j(x") = (X', 0).

> xo € Y, denn sonst 3x’ € X’ s.d. x"y = 0 aber (x’, x0) # 0 dank
Hahn—Banach /4

> Ist y' € Y', so 3x’ € X' mit x|y = y’ dank Hahn—Banach.

> Somit
o(y) =", x) Yy eV,
d.h. ¢ = j,.
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Korollar.
Ein normierter Raum X ist genau dann reflexiv, wenn X’

reflexiv ist.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Korollar.
Ein normierter Raum X ist genau dann reflexiv, wenn X’
reflexiv ist.
Beweis.
ayn
> Sei ¢ € (X')" = (X"). Reflexive Raume
0 0 ) 0 re w i und schwache
> Sei xg:=¢oje X (j: X — X" kanon. Einbettung), also Topologien

(0, x) = (p,jx)y  YxEX.
> Sei x”" = j,, € X" (da X reflexiv). Es gilt

<¢7XN> = <¢7jX1> = <X63X1> = X”(X(;)v

dh. é=jy.
“<" Es folgt aus “=", dass X" reflexiv ist und somit X (abg.
Unterraum von X"') auch. O
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X normierter Raum

Definition.

X heiBt separabel, wenn es eine abzidhlbare Teilmenge
M C X gibt s.d. M = X.

Theorem.
Ist X' separabel, so ist X separabel.

Korollar.
Ist X reflexiv, so ist X genau dann separabel, wenn X’
separabel ist.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Beweis

> Sei {f,: ne N} C X' dicht in X'
> Wihle (xn)neny C X mit

Ixa| =1 aber |<fn,xn>\z%|\fn|| Vi e N.

> Sei M der von (x,)sen C X aufgespannte Unterraum von X.
> Sei f € M° C X', also 3{f,, : k € N} sd. limk fo, = f.
» Es gilt

fem® 1
0+« Hf_ f"k” > |<(f_ ﬂ’k)’X"k>| E: |< ”k’X”kH = §||f"k||v

also limy f,, = 0 und somit f = 0.

> Also M = X, da M° = {0}.

v

Sei nun K die Menge aller Q-Linearkombinationen von
{xn : n € N} C X, so ist diese Menge abzihlbar.

K>M[UA]und M D X, also K D X.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Satz. e,
ISt p e [17 OO)I SO ISt gp Separabel Versionen von H-B

Reflexive Raume
und schwache
Topologien

Korollar.
co Ist separabel.
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Satz.

Ist p € [1,00), so ist £P separabel.

Korollar.
co Ist separabel.

Beweis.

¢ ist Pradual vom separablen Raum ¢*.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Funktionalanalysis

Beweis des Satzes

Delio Mugnolo
> Sel M = {(X17 st 7XN)0 . ) C @ : N € N} = Coo N QN' Analytische

Versionen von H-B
» M ist abzihlbar. Geometrische
> Vx = (Xn)nen Ve >0 AN € N s.d.

Reflexive Raume

oo
p e? und schwache
E |Xk| < E Topologien
k=N+1

> Wihle y1,...,ynv € Q@ s.d. [xx — w|P < % Vk < N.

> Also
N [e%s)
HX_sz:Z|Xk_y1<|p+ Z |xic|P < €.
k=1 k=N-+1
> W — ¢P
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Funktionalanalysis
Delio Mugnolo

Satz.
£°° st nicht separabel.

Analytische

Beweis.
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Reflexive Raume
und schwache
Topologien

148 / 439



Funktionalanalysis

S atz Delio Mugnolo

£°° st nicht separabel.

Beweis.

> Betrachte die Menge M aller Folgen, die nur aus 0,1 bestehen.
Diese Menge ist zu 2V bijektiv vermége x, =1 < ne A € 2V,
> Somit ist M iiberabz&hlbar. Reflexive Rdume
. X und schwache
> Sind x,y € M, x # y, so 3n € N mit x, # ¥n, also ||x — y|lcc = 1. Topologien
(M ist also bzgl. || - || ein diskreter metrischer Raum.)

> Betrachte die Menge |, .\, B% (x).
> Gilt K C M mit K = M, d.h. gilt
Ve >0Vx € M3y € K sd. y € Be(x),

so muss es mindestens ein y € K in jedem B% (x) geben und somit
muss K auch iiberabzahlbar sein.

O
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X normierter Raum

Funktionalanalysis

KorO”ar. Delio Mugnolo

Ist X separabel mit X' nicht separabel, so ist X' nicht
reflexiv.

Beweis.

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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X normierter Raum

Korollar.

Ist X separabel mit X' nicht separabel, so ist X' nicht
reflexiv.

Beweis.

> Ist X reflexiv, so ist X genau dann separabel, wenn X"’ separabel
ist.

> Ist X" separabel, so ist X’ separabel.

Korollar.
(P ist genau dann reflexiv, wenn p € (1,00).

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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X normierter Raum

Funktionalanalysis
Korollar. Delio Mugnolo

Ist X separabel mit X' nicht separabel, so ist X' nicht
reflexiv.

Beweis.

> Ist X reflexiv, so ist X genau dann separabel, wenn X"’ separabel

ist. R
Reflexive Raume
> Ist X" separabel, so ist X’ separabel. ngechache
Topologien
O
Korollar.

(P ist genau dann reflexiv, wenn p € (1,00).
Beweis.

> (7Y =0 mit p~t 4+ gt =1, also (fP) = ¢ falls 1 < p < co.
> (' ist separabel, aber £>° = (£')’ ist es nicht = ¢* ist nicht reflexiv.

» Somit ist auch £°° nicht reflexiv.
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Funktionalanalysis

Schwache Konvergenz

Delio Mugnolo
Kann ein neuer Konvergenzbegriff helfen?
Definition.
Sei X ein normierter Raum. Die Folge (xp)nen C X
konvergiert schwach gegen x € X, x, — x, falls iifois us
e
(f,x) = lim (f, xp) vf e X'
n—o0
Anmerkung.

Ist X ein Banachraum, so impliziert der Satz von
Banach—Steinhaus, dass jede schwach-konvergente Folge
beschrankt ist.
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Starke Konvergenz von Operatoren

X, Y normierte Raume

Definition.

Die Folge (Tn)nen C L(X,Y) konvergiert stark gegen

T € L(X,Y), falls

Tx = lim T,x

neN

» Der Satz von Banach—-Steinhaus ist somit eine Aussage iiber

starke Konvergenz.

> |Ist insbesondere Y =K, so konvergiert (f;)sen C X' stark gegen

f, falls
(f,x) = lim (fn, x)

n—o0o

Vx € X.

Vx € X.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Schwache*-Konvergenz von Operatoren
X normierter Raum

X' ist ein normierter Raum, also kann eine Folge
(fa)nen C X’ schwach konvergieren, d.h.

(X" fy = lim (X" f,) vx" e X",

n—oo

Definition.

Die Folge (fy)nen C X' konvergiert schwach* gegen f € X,

f, > f, falls

(f,x) :nll_>ngo<f,,,x> Vx e X.

Die entsprechenden Topologien bezeichnet man

a(X', X" bzw. a(X’, X).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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» Die schwache* Konvergenz ist also eigentlich die starke
Konvergenz, wenn man X’ als normierter Raum ansieht.

» Der Satz von Banach—Steinhaus impliziert, dass
(fa)neny C X’ genau dann schwach* gegen f € X’
konvergiert, wenn IM > 0 s.d. ||f||xr < M ¥n € N und
dD c X, D = X, s.d. 3lim{f,, x) Vx € D.

> Insbesondere sind alle schwach*-konvergente Folgen in
X’ beschrankt.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Der Grenzwert bzgl. o(X’, X) ist eindeutig. [ UA ]

Aus o (X', X")-Konvergenz folgt o(X’, X)-Konvergenz,

da X C X”.

Insbesondere sind alle schwach-konvergente Folgen in Reflexive Riume

X' beschrankt. und schwache
opologien

Aus o(X’, X)-Konvergenz folgt i.A. nicht

a(X', X")-Konvergenz.

Denn fiir X = ¢ und X’ = ¢* gilt: die Basisvektoren (e,)nen

konvergieren schwach™ gegen 0, aber nicht schwach, denn
16> =) und (1,e,) = 1.
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Das Diagonalfolgen-Argumen

Lemma.

Sei (M,, dn)nen eine Folge kompakter metrischer Raume.
IstVh e N (x,(n”))meN C M,, so 3¢ : N — N streng monoton

wachsend s.d. Vn € N 3lim x(;'(’

Beweis.

t

)

m)’

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Das Diagonalfolgen-Argument

Lemma.
Sei (M,, dn)nen eine Folge kompakter metrischer Raume.
IstVh e N (x,(n”))meN C M,, so 3¢ : N — N streng monoton

wachsend s.d. Vn € N 3lim X<§>’(12n)'

Beweis.

> Finde (Induktion! [ Details UA ]) eine Folge unendlicher Mengen
JhCNsd. hDhLD....

> Sei ¢(n) := n-tes Element von J,, so dass ¢ : N — N streng
monoton wachsend ist.

> Sei J:={¢(n) e N: ne N}
> |J\J|<ooVneN

> 3 I|m,,HOQx fur alle n € N.

> (ngn))WEN = (x,(,,))mEJ konvergiert.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Der Satz von Banach—Alaoglu

X Banachraum

Satz. (S. Banach 1932)

Ist X separabel, so besitzt jede beschrinkte Folge in X' eine
schwach*-konvergente Teilfolge.

Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische

Versionen von H-B

Geometrische
‘ersionen von

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Funktionalanalysis

Der Satz von Banach—Alaoglu

Delio Mugnolo

X Banachraum

Satz. (S. Banach 1932)

Ist X separabel, so besitzt jede beschrinkte Folge in X' eine
schwach*-konvergente Teilfolge.
Reflexive Raume

und schwache
Topologien

Beweis.
> Sei (fn)men C X' mit ||fn]| < M.
> Betrachte eine dichte Teilmenge {x, € X : n € N}.
> X = (i, xa) € K mit [x3)] < M||x0]].

> Diagonalisierung fiir M, := By, (0) = 3(f, )ken s.d. Ym e N
Fimi— o0 (fay , Xm)-

> Satz von Banach-Steinhaus = Vx € X 3limu_s o0 (fy, , X).

161 /439



Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
X Banachraum .
Lemma
(1) Ist X separabel, etwa X = span{xy, : m € N}, so ergibt
sich aus
d(¢, %) ==Y 27" — ¥, xm)| e
meN Topologien

eine Metrik auf B1(0) C X', welche o(X’, X) definiert.

(2) Ist X reflexiv und separabel, so gibt es eine Metrik auf
B1(0) C X, welche die schwache Topologie definiert.

Beweis.
[ Details: UA ] O
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X Banachraum Funktionalanalysis

/—\nmerkung_ Delio Mugnolo
> L. Alaoglu bewies 1940, dieser Satz gilt auch, wenn X
ein (méglicherweise nichtseparabel) allgemeiner
normierter Raum ist.
» Der Satz von Banach-Alaoglu besagt: B1(0) C X’ ist
schwach*-kompakt. Reflexive Riume
Topologien

> Analog gilt auch, falls X reflexiv und separabel ist:
B1(0) C X ist schwach-kompakt.

» Ist X' separabel, so besitzt jede beschrinkte Folge in X
eine schwach-Cauchy-Teilfolge, da i.A. besitzt jede
beschrinkte Folge in X" eine o(X", X")-konvergente Teilfolge.

» Insbesondere hat jede Folge in B1(0) C ¢ eine
schwach-Cauchy(nicht notwendigerweise eine
schwach-konvergente, da ¢y nicht schwach-vollstindig ist!)

Teilfolge
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X Banachraum

Korollar.

Ist X reflexiv, so besitzt jede beschrankte Folge in X eine
schwach-konvergente Teilfolge.

(Die Umkehrung gilt auch: Satv von Eberlein-Smulian (1947).)
Beweis.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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Funktionalanalysis

X Banachraum
Delio Mugnolo
Korollar.

Ist X reflexiv, so besitzt jede beschrankte Folge in X eine
schwach-konvergente Teilfolge.

(Die Umkehrung gilt auch: Satv von Eberlein-Smulian (1947).)
Beweis.

Reflexive Raume
> Sei (Xn)nen C X mit ||x,|| < p VneN. und schwache
Topologien
> Sei M der von (xa)senv C X aufgespannte Unterraum von X.

> M ist separabel und reflexiv (da abg. Unterraum eines reflexiven
Raumes).

> Auch M’ ist separabel und reflexiv.

> Satz von Banach—Alaoglu fiir M = jede beschr. Folge in W”i
besitzt eine schwach*-konv. Teilfolge = jede beschr. Folge in M
besitzt eine schwach-konv. Teilfolge.

> Somit besitzt (x»)nen eine schwach-konv. Teilfolge.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Also: Ist X ein separabler oder reflexiver Banachraum, so
besitzt jede beschrinkte Folge in X’ eine
schwach*-konvergente Teilfolge.
Anmerkung.
ILA. ist das falsch:

> Sei X := 4% und ¢ : X 3 (Xm)men — xn € C. ?_::i?:;i::me

opologien

> Betrachte eine beliebige Teilfolge (¢n, )ken und

{ (=1 falls n = ny,
Xp =
0 sonst.

> Es gilt x := (Xm)men € £°° und ¢n, (x) = (—1)*, also konvergiert

keine Teilfolge von (én)nen schwach®™ (und somit auch nicht
schwach).
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Das Lemma von Schur

Satz.
Konvergiert eine Folge in ¢* schwach, so konvergiert sie
bereits in Norm.

Fiir einen Beweis: vgl. J. Conway, A Course in Functional Analysis,
8V.5.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Reflexive Raume
und schwache
Topologien
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H Vektorraum a uf K Funktionalanalysis

o 0.0 Delio Mugnolo
Definition.

Ein Skalarprodukt (-|-) auf H ist
('):HxH—=K

s.d.

(1) (x|x) >0 und (x|x) =0« x =0,

2) (axly) = alxl)
(3) (xly +2) = (xly) + (x]2). S
sowie (falls K =R)

(4) (xly) = (vIx)

bzw. (falls K = C)

(4)" (xly) = (y[x)
Vx,y € H,a € K.
(H, (:|")n) heiBt dann Prihilbertraum.
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Jedes Skalarprodukt definiert
eine Norm durch

x| = (x[x)2.

[UA]
Ist ein Prahilbertraum bzgl. der

assoziierten Norm vollstandig,
so heiBt er Hilbertraum.

Insbesondere ist jeder
Hilbertraum ein Banachraum.

David Hilbert
(1862-1943)

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Intermezzo:
Hilbertraume
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Funktionalanalysis

Charakterisierung eines Prahilbertraums

Delio Mugnolo
Lemma
> /st K= R und H Prihilbertraum, so gilt Vx,y € H
1
(xly)u = 2(x+ yI* = lIx = y[I?)-
» Ist K = C und H Préhilbertraum, so gilt Vx,y € H [ermezzo;
1 . . . .
(xly)u = Uty P ==yl +illxtiy [ =illx—iy[?)-
Bewesis.
[UA] O
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H Prahilbertraum

Definition.

x,y € H sind orthogonal bzw. x 1y, falls

(x]y) =0

A, B C H sind orthogonal bzw. A | B, falls

(xly) =0

Vx € A, y €B.

AL ist der Unterraum aller y € H, so dass

y 1l x

Vx € A.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Intermezzo:
Hilbertraume

171 /439



Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung

H Prahilbertraum

Lemma.

((xIn)I? < (xx)(vly)  Vx,y € H.

Beispiel.
Fiir H = (2 ist das die Hélder-Ungleichung.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Analytische
ersionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Intermezzo:
Hilbertraume
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Beweis

Beweis fiir K = C: 3hnlich falls K = R.

> Kilar, falls y = 0.
> Sei y # 0. Dann

0 < (x = Aylx = Ay)w = (xbx)u + AP (v]y)m — 2Re(X(x]y)n)

VA eC, VXG H.
> Fur/\—
|(x]y)u|? |(x]y)u|?
0 < (x|x)y + -2
S T P (T
|(xIy)ul?
> (xPm = -

= (xx)n =

|(x|y)ul?
Iy

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Intermezzo:
Hilbertraume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
H Hilbertraum
Theorem. (M. Riesz & M.R. Fréchet 1907)
V¢ € H 3lyy € H s.d.
(¢, x) = (x|yg)n  Vx € H.
v:H>yy— ¢ € H ist ein isometrischer o .
» [somorphismus, falls K = R; bzw. Hilbertriume

» anti-Isomorphismus (d.h., v(ays) = ayyy), falls K = C.

Korollar.
Ist Y Unterraum von H, so stimmen Y+ und Y?° iiberein.
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Beweis — 1

Zz:v:H>3ywr v, :=(y) € H ist ein isometrischer Isomorphismus.

» Cauchy-Schwarz = |(vy, x)| = |(x|y)H| < |lyll#lIx||# und somit
[l lF < llyll-

> Al xll = llyllw fiir x :=

e d2 (s x) =yl

Noch z.z.: v ist surjektiv.

> Sei ¢ € H' mit Ker¢ = H. Damit ist ¢ = 0 = ~0.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Intermezzo:
Hilbertraume
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Beweis — 2

vV vV VY

v

Sei nun ¢ € H' mit Kerg # H, 0.B.d.A. ||¢|| = 1. Dann ist

H = Ker¢ @ Kerg=.

Kerg™h ist ein abgeschlossener, 1-dimensionaler Unterraum, da

P|KerpL €in Isomorphismus ist.

3¢ € Kergt, 0.B.d.A. (¢,€) =1, s.d. Vz € Kerg™ z = X fiir ein

ek

x=X® N Vx € H.
(9, %) = (9, X+ A) = A(¢, &) = A

(xX1€)n = (% + Xe[E)n = Al€|[3, da x L &.
(p,x) =A = (G197

v ist surjektiv.

[E

D (xlys)H ¥x € H.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Intermezzo:
Hilbertraume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Korollar.
Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Anmerkung.

Nicht trivial, da es einen Raum gibt (den
James-Raum, R.C. James 1951), der
isomorph zu seinem Bidual ist, ohne reflexiv
zu sein.

Intermezzo:
Hilbertraume

Robert C. James
(1918-)
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B ewe | S Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Z.z.: die kanonische Einbettung j ist surjektiv.

> Riesz—Fréchet = der isometrischer (anti-)lsomorphismus -y
definiert ein Skalarprodukt [ UA | auf H' durch

@lo)wr = (Yol )

v

H'’ ist also ein Hilbertraum und fiir ihn gilt der Riesz—Fréchet.

Ist x" € H”, so d¢ € H' sd. Yy € H’ Intermezzo:
Hilbertraume
X" () = (Y1)

> Somit ist x"(¢) = (v 'y )n =1 (xIy " )m-

> Nach Definition gilt (z|y*)w = (1, z) Vz € H.

> Also Ix ==~ '¢ € Hs.d. x"(¥) = (3, x), d.h., x"" = jx.
| 2

J ist also surjektiv.

v
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X metrischer Raum, M C X Funktionalanalysis
Definition. Delio Mugnolo
» M heiBt kompakt, falls jedes (xn)nen eine (in M)
konvergente Teilfolge hat.
> M heiBt relativ kompakt, falls M kompakt ist.
» M heiBt prakompakt, falls Ve > 0 IM’' C M s.d.

» M’ endlich
> M C Uyemr Be(x)-

Anmerkung. Kompaktheit

» st M kompakt, so ist M abgeschlossen.
Ist M priakompakt, so ist M beschrinkt.

>

» [st M abgeschlossen und X kompakt, so ist auch M kompakt.

> M C R" ist genau dann relativ kompakt, wenn M beschrinkt ist.
>

Sei Y ein metrischer Raum. Sind f : M — Y stetig und M
kompakt, so ist f(M) C Y kompakt.
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Das Lemma von R|esz Funktionalanalysis
X normierter Raum Delio Mugnolo
Satz. (F. Riesz 1918)

Ist Y abg. Unterraum von X, Y # {0} und Y # X, so gilt
Vr<1 E|X(r) € X, X(r)HX =1, sd infyey ||X(r) —y||x >r.

Kompaktheit
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Das Lemma von Riesz
X normierter Raum
Satz. (F. Riesz 1918)

Ist Y abg. Unterraum von X, Y # {0} und Y # X, so gilt
Vr<1 E|X(,) € X,

Beweis.

> Sei x € X\ Y. Y abgeschlossen = inf,cy |[x — y||x > 0.
infyey lIx=yll

> 3y € Ysd. [[x — yl < =E—

> Sei X(ry 1= ﬁ, mit

X — o

— L f
= yolx inf, I =

inf ||x( = mf =
erH y=ylx = x  lIx=yllx yev

> Da y €Y gilt

ylgff lIxry — ylix = nf [Ix = yllx > r.

5
lIx = yollx

r)||X =1, sd infyey ||X(r) —y||x >r.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Kompaktheit

*YH)('
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X normierter Raum
Satz.
Die folgenden Aussagen sind aquivalent.

(i) B1(0) ist kompakt.

(ii) Ist C C X beschrinkt und abgeschlossen, so ist C

kompakt.
Kompaktheit

(iii) X ~ K" fiir ein n € N.
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Beweis

“(i) = (iii)"

> dimX < oo, denn sonst betrachte x; € X mit ||xi||x =1 und

Y1 :=span{x1} # X (da dimX = c0).

> Lemma von Riesz = 3x; € X s.d. [[x|[x =1 und ||aaxi — xo| >
Vou € K. Betrachte Ys := span{xi, x2} # X (da dimX = o0).

> ..

» So kann man x, € X wahlen, s.d.
[xallx <1 und  [[xo — Xml|x =
> (xn)nen hat keine konvergente Teilfolge.

“(ii) = (i)" Klar.
“(iif) = (if)" klar.

N | =

)

g

Vn,me N

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Kompaktheit
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
K kompakter metrischer Raum
Anmerkung.
K ist vollstandig, da jede Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge
besitzt und somit selber konvergiert.
Kompaktheit
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(K, d) metrischer Raum

Satz.
K ist genau dann kompakt, wenn er vollstindig und

prakompakt ist.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Kompaktheit
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Funktionalanalysis

Beweis ‘="

Delio Mugnolo

v

K ist vollstandig, da kompakt.

K ist prakompakt, denn sonst 3¢ > 0 s.d. K ¢ UnN:1 Be(xn) fiir
beliebige endliche Familien (Be(x«x))i<k<n-

v

> Definiere also rekursiv eine Folge (yn)nen C K s.d.
Ynt1 & UZ:1 Be(yx)-
> Da K kompakt hat (y»)nen einen Hiufungspunkt y. Kompakthelt
> dn<msd. d(y,y.) < 5 und d(y,ym) < 5.
> Also € < d(yn, ¥m) < d(Vn,y) +d(y,ym) <e. 4
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- Funktionalanalysis
Beweis “<" o
Delio Mugnolo

> Sei (Xn)nen C K.

> Ve> 03y € K s.d. x, € Be(y) fiir oo viele n € N.

> Definiere also rekursiv (yi)ken C K und Jix C N, Ji unendlich, s.d.

ik D Ikt und Xn € B%(yk) Vk € N, Vn € Jk.
> Sei ¢(k) := k-tes Element von Ji, so dass ¢ : N — N streng
monoton wachsend ist.
Kompaktheit

> ¢(m) € Jk Ym > k und somit

x| N

d(Xp(nys Xp(m)) < d(Xp(n)> Y&) + d(Vie, Xp(m)) < Vk < n,m.

> (x4(k))ken ist Cauchy und somit, da X vollstindig, konvergent.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
X metrischer Raum, M C X
Korollar.
Ist M relativ kompakt, so ist M prakompakt.
Umgekehrt, sei X vollstandig. Ist M prakompakt, so ist M
relativ kompakt.
Kompaktheit
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X metrischer Raum, M C X

Korollar.
Ist M relativ kompakt, so ist M prakompakt.

Umgekehrt, sei X vollstandig. Ist M prakompakt, so ist M
relativ kompakt.

Beweis.

> Teilmengen prikompakten Mengen sind wieder prikompakt. empeidici:

> M ist prikompakt = M prikompakt = M kompakt (da X
vollstindig).
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Der Satz von Heine—Borel Funktionalanalyss

Delio Mugnolo

(X, d) metrischer Raum, M C X, | Menge

Theorem. (E. Borel 1895)

M C X ist genau dann kompakt, wenn ¥(O;);c; s.d. O; C X
offen Vi € | und M C | J;,; 0; 3J C | s.d.

» J endlich
> M C Uje_j Oj Kompaktheit

“Fiir jede offene Uberdeckung gibt es eine endliche Teiliiberdeckung” .
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Beweis ‘="

Es sei (O;)ic/ eine offene Uberdeckung. Es reicht z.z., dass
*) Je>0sd. Vxe M3iel Bx) C O

Da M prakompakt folgt dann, dass

N

N
Iyi,....yn € Msd. M C | Be(yi) € | O

k=1 k=1

v

v

v

v

VYN > nsd. d(xy,x) <2

Bﬁ(XN)CB%(XN)CB%(X)C Oi0~ 4

(*) gilt, denn sonst Vn € N 3x, € M s.d. B1(xn) Z O;.

Betrachte (xn)nen und sei x Haufungspunkt von (x»)nen.

Jip € I s.d. x € O, und, da Oj, offen, 3n € Ns.d. Bz2(x) C Oj.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Kompaktheit
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Beweis “<"

> Sei (xn)nen C M. Dann hat (xp)sen einen Haufungspunkt, denn
sonst Vy € X 3e, > 0 s.d. x, € B, (y) nur fiir endlich viele n.

> MC UyeM Be,(y) und somit 3y1,...,yn € M s.d.
N
M C U=y Bey, (vi)-
> Somit hatte die Folge nur endlich viele Folgenglieder. 4

> Also hat (x»)nen C X eine konvergente Teilfolge.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Kompaktheit
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
K kompakter metrischer Raum
Anmerkung.
K ist separabel, da¥n e N K =, B1(x) und somit
I, ..., xn, € K s.d. K =, Bi(x), also ist
{x'eK:neN, j=1,...,N,} dicht in K. Kompaktheit
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Ist (K, d) kompakter metrischer Raum, so ist (C(K), || - ||co)
ein Banachraum.

Definition.
» X C C(K) heiBt gleichgradig stetig (oder gleichstetig)
falls Ve > 036 > 0 s.d.
Ve Xd(x,y)<d = |f(x)—f(y) <e
» X C C(K) heiBt punktweise beschrinkt, falls

Vx € K sup |f(x)| < 0.
fex

Anmerkung.

Ist Y C X, X gleichgradig stetig bzw. punktweise beschriankt, so ist
auch Y gleichgradig stetig bzw. punktweise beschrinkt.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Kompaktheit
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Funktionalanalysis

Der Satz von Ascoli—Arzela

Delio Mugnolo
(K, d) kompakter metrischer Raum, X C C(K)
Theorem. (G. Ascoli 1883 & C. Arzela 1895)
X ist genau dann gleichgradig stetig und punktweise

Kompaktheit

beschrankt, wenn X relativ kompakt ist.

195 /439



Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

(M, d1), (N, d2) metrische Raume, f : M — N,
Definition.
f heiBt gleichmabBig stetig, falls

Ve > 030 >0 s.d. di(x,y) <= da(f(x),f(y)) <e.
Lemma Kompaktheit
Ist M kompakt, so ist jedes stetige f : M — N bereits
gleichmaBig stetig.
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Funktionalanalysis

Beweis des Lemma

Delio Mugnolo
> f ist gleichmaBig stetig, denn sonst
Jde > 0Vne N3x,,y, € M s.d.
1
i (Xn, Yn) < = aber db(f(xn) — f(yn)) > €
> Da M kompakt hat (x»)nen eine konvergente Teilfolge (xn, )ken,
etwa X, — X.
> Somit Kompaktheit

do(f(xn) = f(x)) = 5 oder  da(f(yn,) — f(x)) 2

I\J\m
I\)\m

v

Aber y, — x (A-Ungleichung).
Deshalb f(xn,) — f(x) und f(yn, ) — f(x), da f stetig. 4

v
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BeWGIS “:>” Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

> K separabel (da kompakt) = 3D := {k, : m € N}, dicht in K.
> V(f)nen C€ X Vm € N (fu(km))nen C K ist beschrankt.

> Bolzano—WeierstraB = (fp(km))nen C K ist relativ kompakt.

>

Diagonalfolgen-Argument = 3¢ : N — N streng monoton
wachsend mit
VmeN 3 ||€nk11 f¢(,,)(km).

Kompaktheit
» D=K = Yk € K Ilimpen fy(n) (k).

> Grenzwertexistenz gleichmaBig in kK = Jlimuey f¢(,,).
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BeWGIS “¢” Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Es reicht z.z., dass X gleichgradig stetig ist, falls X kompakt ist, da
kompakte Teilmengen immer beschrinkt (und insb. punktweise
beschrénkt) sind.

> Ve>03f,...,fy € C(K)sd. X C Uy, B5(f), d-h.
VEeX3=1,... ,Nsd |[f—f| < %
> Vxe KVj=1,...,N 36; >0 s.d.
€
y € B5(x) = Ifi(x) = fi(y)| < 3.
Kompaktheit
> Fiir § := mini<j<n §; gilt Vy € Bs(x) Vf € X

1F(x) = F)I < TF(x) = GG+ 160D = 6+ H(y) — FW) < &
und somit ist X gleichgradig stetig.

> Ist X nicht abgeschlossen (also nur relativ kompakt), dann ist X
gleichgradig stetig und punktweise beschrankt und somit auch X.

199 /439



Funktionalanalysis

Kompakte Operatoren

Delio Mugnolo

X, Y normierte Raume

Definition. (F. Riesz 1918)

» T : X — Y linear heiBBt kompakt, falls T(B1(0)) relativ
kompakt ist; oder dquivalent, falls T beschrinkte Mengen auf
relativ kompakte Mengen abbildet; oder dquivalent, falls T
beschriankte Folgen auf Folgen abbildet, die eine konvergente
Teilfolge besitzen.

» Der Raum der kompakten linearen Operatoren
T:X—=Yist C(X,Y).

Kompaktheit

Anmerkung.
Da relativ kompakte Mengen beschrinkt sind, ist jeder kompakte
Operator auch beschrdnkt, d.h. (X, Y) C L(X,Y).
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|dealeigenschaft der kompakten Operatoren Funktionalanalysi

Delio Mugnolo

X, Y,Z Banachraume
Theorem.

» KC(X,Y) ist ein abgeschlossener Unterraum von
L(X,Y) und somit ein Banachraum bzgl. || - || z(x,v)-

» Sind T € L(X,Y) und S € L(Y,Z) mit S oder T
kompakt, so ist auch ST € K(X, Z).

» K(X) ist ein beidseitiges Ideal in L(X). Kompaktheit
» K(X) ist eine Banachalgebra.

Beweis.
[UA] O
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X, Y normierte Riume, T : X — Y linear AT AT

Delio Mugnolo
Satz.

(1) Ist X endlich-dimensional, so ist T € K(X,Y).

(2) Ist T € L(X,Y) und Rg T endlich-dimensional, so ist
T € K(X,Y).

Kompaktheit
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Funktionalanalysis

X, Y normierte Raume, T : X — Y linear
Delio Mugnolo

Satz.

(1) Ist X endlich-dimensional, so ist T € K(X,Y).

(2) Ist T € L(X,Y) und Rg T endlich-dimensional, so ist
T € K(X,Y).

Beweis.
(1)

> T ist stetig.

> T bildet B1(0) (kompakt) auf T(B1(0)) (notwendigerweise Kompaktheit
kompakt, da Bild einer kompakten Menge unter T stetig) ab.

(2)
» dimRg T < oo = M C Rg T ist genau dann relativ kompakt,
wenn M beschrankt ist.

> T bildet beschrankte Mengen nach beschrinkte Mengen ab (da T
stetig).

O
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X,Y Banachrdaume, T € L(X,Y)

Korollar.

Gibt es (Tp)nen C L(X,Y) mit Rg T,, endlich-dimensional
VYneNund ||T,— T|| — 0, dann ist auch T € K(X,Y).

Kompaktheit
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X,Y Banachrdaume, T € L(X,Y)

Korollar.
Gibt es (Tp)nen C L(X,Y) mit Rg T,, endlich-dimensional
VYneNund ||T,— T|| — 0, dann ist auch T € K(X,Y).

Anmerkung.

Gibt es kompakte Operatoren, die nicht Grenzwert einer Familie von
Operatoren mit endlich-dimensionalen Bildern sind?

Die Frage stammt aus S. Mazur 1936. Erst 1973 zeigte P. Enflo, dass
solche kompakte Operatoren existieren.

Es gibt sogar kompakte Operatoren auf (?, die diese Eigenschaft nicht
haben.

Kompaktheit
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Funktionalanalysis

Vollstetige Operatoren

Delio Mugnolo
Definition.
Es seien X, Y normierte Riume. T € L(X,Y') heiBt
vollstetig, falls fiir alle (xn)neny C X die schwache
Konvergenz von (xp)nen die Normkonvergenz von ( Txp)nen
Kompaktheit

impliziert.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
X, Y normierte Raume, T € L(X,Y)
Satz.
(1) Ist T kompakt, so ist T vollstetig.
(2) Ist X ein reflexiver Banachraum und T vollstetig, so ist
T kompakt.
Kompaktheit
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Beweis von (1)

Man

> X, — X = (Xn)nen ist beschrankt = (xn, )ken ist beschrankt.

zeigt zuerst Tx, — Tx, dann Tx, — Tx.
Ist p € Y/, soseit:=¢oT & X definiert.

Xp — X = (P, xn) = (¥, x) = (@, Txa) — (¢, Tx), also
Tx, — Tx (da ¢ beliebig).

Txn — Tx, denn sonst Je > 0 3( Ty, Jken s.d. || Txn, — Tx|| > €.

(Txn Jken hat eine konvergente Teilfolge (Txn,, )nen, etwa

(Txn, ) = ¥
Somit y = Tx.

s

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Kompaktheit
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Beweis von (2) Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Wir nehmen erstmal an, X sei separabel.

> Sei (Xn)nen C B1(0).

> B;(0) ist schwach kompakt.

> Also 3x € X 3(xn, )ken C X s.d. X, — x.

» T vollstetig = Tx, — Tx, d.h. T ist kompakt.
Im allgemeinen Fall:

> Sei (Xa)nen C B1(0) und X; := span{x, : n € N}. Kompaktheit

> X ist separabel und reflexiv.
> Tx, : X1 — Y ist vollstetig, also kompakt.

> (Txn)nen = (T|x,xn)nen hat eine konvergente Teilfolge.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

(2, 1) ein MaBraum, k: Q x Q - K

Definition.
Der lineare Operator

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

T: fl—)/ x)f(x) dp

heiBt Fredholmscher
Intergraloperator mit Kern k. Erik Ivar Fredholm
(1866-1927)

Kompaktheit
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Funktionalanalysis

Fundamentales Beispiel: Integraloperatoren

Delio Mugnolo
(K, d) kompakter metrischer Raum
Satz.
Ist der Kern k € C(K x K), so ist der Fredholmsche
Integraloperator
T 9f»—>/ X)F(x) dx € C(K)
ein kompakter Operator. Kompaktheit

Beweisskizze:
> T ist linear auf C(K).
» T ist beschrankt.
> T(Bi(0)) ist relativ kompakt.
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Funktionalanalysis

Beweis des Satzes - 1

Delio Mugnolo
Es reicht z.z.
Ve > 03§ > 0s.d. Vf € C(K)
d(x,y) <= |(TF)(x) — (T < el f]le,
dann ist Tf stetig Vf € C(K).
> Es gilt
I(TF(x) = (TH) < /Klk(x,Z)f(Z) — k(y,2)f(z)|dz
1
< Ul [ 1kx,2) = Ky, )iz, Compaka

0

> ke C(K x K) = k ist gleichmaBig stetig, also insbesondere
Ve > 0 36 > 0 s.d.

Vze K d(x,y) <0 = |k(x,z) — k(y,z)| < e.

> d(x,y) <& = [(TF)(x) = (THW) < ellflloo-
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Funktionalanalysis

Beweis des Satzes - 2

Delio Mugnolo
» T ist beschrankt, denn
ITI = sup [[Tflle
[[flloo <1
= sup sup |Tf(x)|
x€K [|f]loc <1
< sup/\k(x,y)ldy
xeK J K
< lklloo-
Noch z.z.: T(B1(0)) ist relativ kompakt. Kommaktheit
ompakthei

> Insbesondere ist T(B1(0)) beschrinkt.

» Schon bewiesen:
Ve > 035 > 0s.d. Vf € C(K)

d(x,y) <6 = [(TF)(x) = (T < el[flloo,
also ist T(Bi1(0)) gleichgradig stetig.
> Ascoli-Arzela = T(B1(0)) ist relativ kompakt.
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Beispiele nichtkompakter Operatoren Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Beispiel.

> Ist dimX = oo, so ist die Identitat auf X nicht kompakt.
» Der Multiplikationsoperator
T :C([0,1]) > f — af € C([0,1]) ist nicht kompakt
Va € K\ {0}.
> Wir werden spater zeigen: Kompaktheit

Ist g € C([0,1]), g nicht konstant, so ist der
Multiplikationsoperator

T:C([0,1]) > f — q-f € C([0,1]) nicht kompakt.
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Beispiel: die Einbettungsoperatoren Funitionstanalys

Delio Mugnolo
Definition.
Sind X, Y normierte Riume, mit Y C X. Y ist in X stetig
bzw. kompakt eingebettet, falls die kanonische Einbettung

Jj:Yoax—xeX

ein stetiger bzw. kompakter Operator ist; also wenn die
Einheitskugel von Y bzgl. || - ||x beschrdnkt bzw. relativ kompakt ist,
Y < X bzw. Y <5 X.

Kompaktheit
Beispiel.
Seien | ein abgeschlossenes Intervall und Y := CK(I),
X := CP(I). Dann ist die Einbettung Y — X Yh < k

» kompakt, falls | beschrankt,
» stetig und nicht kompakt, falls | unbeschrinkt.

[ Details: UA |
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Beispiel.
Q C R" kompakt, a € Q
Lip(Q) :={f € C(Q) : 3L > 0 s.d.
[f(x) = F(¥)| < Lellx — yllrr Vx,y € Q}.
Lip(Q2) ist ein Banachraum bzgl.
Kompaktheit

|fllLip == |f(a)| + inf L¢.

Dann ist B1(0) C Lip(Q) kompakt in C(R). [ Details: UA |
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Fundamentales Beispiel: der Satz von Pitt

Theorem. (H.R. Pitt 1936)
Fiirl < g < p < oo ist jedes T € L(¢P,¢9) kompakt.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Kompaktheit
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Beweis [nach S. Delpech 2009] - 1 Funktionalanalysi

Delio Mugnolo
O.bdA. |T| =1

> (P ist reflexiv. Es reicht also z.z., T ist vollstetig.
> \Wegen Linearitat reicht es z.z., dass T schwach-Nullfolgen auf

Nullfolgen abbildet.
> Wir zeigen vorerst: Sind z € coo und (2")nen C £ eine

schwach-Nullfolge, so gilt

(*) limsup ||z + 2"||or = ||z]|zr + lim sup ||2”||¢r, Kompaktheit

n—o00 n—oo

da limy— o0 27, = 0 Vm € supp z.

> Da ¢ = ¢" und da jede Norm |||x|| — [|¥]|| < ||x — y|| erfillt, gilt
(x) Vzel.
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Beweis [nach S. Delpech 2009] - 2 Funktionalanalysi

(*)

Delio Mugnolo
Man hat also
limsup ||z + 2"||or = ||z]|or + limsup ||27||¢r,
n—oo n—o0
» Sei (hn)nen C £P schwach—Nullfolge. Z.z.: limp— oo || Thn||es = 0.
> Sei e € (0,1). Dann 3x° € ¢ mit ||x‘||e» =1 und
1—e<|Tx°| <1,
> Seit>0.||T||=1=
(1) | Tx + T(thn)|lea < ||X + tha||er- Kompaktheit

(*) angewandt an (1) fiir z := Tx¢, 2" := T(th,) und r :== q =

(2) limsup || T + T(tha)||ga = || Tx||7a + t¥ limsup || Thy||Z,-
n—o00

n—o00
(*) angewandt an (1) fiir z := x¢, 2" := th, und r := p =

(3) lim sup [|x + tha|[gp = [|Ix°[|5> + t”lim sup [[ha||Z,.

n—o00o n—oo

219 /439



Beweis [nach S. Delpech 2009] - 3 Funktlonslanlysi

Delio Mugnolo
Man hat also aus (2) & (3)
1 1
q P
(17l + 2 timsup [ Thul2 )" < (11 + € imsu [l )
n—o0o n— oo
> Weil ||x“||;p =1, 1> || Tx||ga > 1 — € und (hn)nen beschrankt (da
schwach-konvergent) gilt
1
q
((1 —€)?+ t7limsup | Thn||Zq) <(1+ M"t”)% ,
n— oo
Kompaktheit
d.h.

lim sup || Tha||% < t 9 ((1 +MPEP)E — (1— e)q) .
n—oo
> ¢ ist noch beliebig. Fiir t = e7 gilt

limsup || Tha|[% < ¢ ((1 + MPe) — (1 — e)q).

n— oo
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Beweis [nach S. Delpech 2009] - 4

limsup || Thyll7s < e ((1 + MPe)p — (1 — e)q) .
n— oo

> Taylor = (14 x)° ~ 1+ sx + o(x) Vs,x > 0 und somit gilt

fim sup | ThollZe < €7 <1+%Mp€_(1—q€)+o(e)) =
n—oo

> Also 0 < limsup,_, . || Tha||Zs <O.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Kompaktheit
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Anmerkung.

Delpech bewies auch, dass jedes T € L(co, £9) ist kompakt

Vg € [1,00).

Dabei verwendet man, dass £* = (co)’ separabel ist und somit besitzt

Jede beschrinkte Folge in co eine schwach-Cauchy Teilfolge.

[ Details: UA |

Kompaktheit
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Adjungierte Operatoren Funitonalanalyss

Delio Mugnolo
X, Y normierte Rdume, T € L(X,Y)
Definition. An
Der zu T adjungierte Operator ist é

T:Y' 3y =Ty eX,

wobei
(T'y',x) :==(y', Tx), Vx € X.
Kompaktheit

Anmerkung.
» T'e L(Y', X")
» (T +BS) =aT' + pS Vo, € C.
> (TS) = S'T’, falls S, T € L£(X)
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Beispiel.
Identifiziert man (£°) ~ 9, p~' 4+ q~
linken Shiftoperator

1

K: P> (x1,x,...) = (x,...) €L

dass K' € L((€P)'). Ist weiter y' := ~y,), oy, also

neN’

< Sn neN é Sn tn,

neN

so gilt

<_y K(sn nEN an+1tn - antn 1= Ky (sn)n€N>

neN

also
Kl A Vxa,x5e-2) T V(0,xq,--2) € ‘gqy

d.h., K' = J, der rechte Shiftoperator.

=1, so findet man fiir den

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Kompaktheit
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X normierter Raum, T € £(X), A e K Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Lemma

Genau dann (A\Id — T)(X) = X, wenn Ald — T injektiv.

Kompaktheit
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X normierter Raum, T € £(X), A e K Funktionalanalysis

Lemma Delio Mugnolo
Genau dann (A\Id — T)(X) = X, wenn Ald — T injektiv.
Beweis.
hn

» Ist (\Id — T)(X) # X, so Hahn-Banach = 3¢ € X', ¢ #0, s.d.

d(Ax — Tx) =0 Vx € X.

> Also po T = Ao, d.h., T' 0 ¢ = Ao
i

> Gelte (AId — T)(X) = X und sei ¢ € X' s.d. T'¢ = Ao. Kompaktheit

> Es gilt o(Md —T)x) = (A\¢ — T')x.

> Vx e X ¢((Ad—T)x) = (A¢ — T'¢)(x) = 0.

> Dichtheit von (AId — T)(X) = ¢ = 0.

O

Korollar.

Ist T surjektiv, so ist T' injektiv.
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X normierter Raum, T € L(X).

Lemma
T ist genau dann invertierbar, wenn T’ invertierbar ist.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Kompaktheit
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Funktionalanalysis

X normierter Raum, T € L(X). Delio Mugnolo

Lemma
T ist genau dann invertierbar, wenn T’ invertierbar ist.

Beweis.
N

"

» T invertierbar =
(T‘l)’T’ =(To T_l)/ =1Id = (T‘1 oT) = T/(T_l)’, also
(T/)—l — (Tfl)/.

=
» T/ invertierbar = T invertierbar. Kompaktheit
> (I Tx| = IT0 = 1T HHECN = 1T I il T

ist injektiv.
» Somit ist Rg T abgeschlossen.

> T’ injektiv & Rg(T) = Rg(T) = Rg(T) = X, d.h. T ist surjektiv.
(]
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Der Satz von Schauder Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
ersionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

X,Y Banachraume, T € L(X,Y).

Theorem. (P.J. Schauder 1930)
T ist genau dann kompakt, wenn T' kompakt ist.

Kompaktheit
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- Funktionalanalysis
Beweis “=" o
Delio Mugnolo
> K := T(Bi(0)) ist ein kompakter metrischer Raum.
> Sei (yn)nen C Y’ beschrinkt. Dann definiert ¢, := y,, eine Folge
(¢n)nen C C(K).
> (¢n)nen ist beschrankt.
> (¢n)nen ist gleichgradig stetig, da
[(¢n, 21) = (¢, 22)| < supllyilllzs — I,  Vn€N, 21,2 € X.
kEN
> Ascoli-Arzela = 3 (¢n, )ken glm. konv., also ||¢n, — @n,llcc — 0. Kompaktheit

> Ty, — T'y,ll = subsegy (o) (¥ TX) = (¥ay> T
» Da K = T(B1(0)),

1T o= T'yo,ll = sup [(yn,s TX)=(¥n,» T)| = | dn,—bn, lloc — O.

x€Bj(0)

> Also konvergiert (T'y,, Jken.

230/439



Funktionalanalysis

Beweis “<"
Delio Mugnolo
> Nach “=" gilt: T’ kompakt = T” € L(X"”,Y") kompakt.
> T"ojx=jyoTeL(X,Y')[UA] (jy:Y — Y” kanonische
Einbettung) = Rg(T" oj) C Rgjy
> jy : Y — Rgjy invertierbar mit beschrénkter Inverse.
_ —1gu:
> T =jy T ix Kompaktheit

v

T" kompakt & ldealeigenschaft = T ist kompakt.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
X Banachraum
Satz.
Ist K € K(X) und T :=1d — K, so sind ker T
endlichdimensional und Rg T abgeschlossen.
Kompaktheit
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Funktionalanalysis

X normierter Raum

Delio Mugnolo
Lemma
Ist Y ein endlichdimensionaler Unterraum von X, so 3 Z
abgeschlossener Unterraum von X, so dass
X=Ya&aZ
Kompaktheit
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. Funktionalanalysis
X normierter Raum
Delio Mugnolo

Lemma
Ist Y ein endlichdimensionaler Unterraum von X, so 3 Z
abgeschlossener Unterraum von X, so dass

X=Yo.Z

Beweis.

> Sei {y1,...,yn} Basis von Y. Betrachte Vi =1,...,N ¢; € Y’
s.d. ¢i(y;) = 9j;. Kompaktheit

» Hahn—Banach = Vi=1,...,N 30, € X' s.d. ®;|y = ¢;.

> Pi=3 0y

> Dannist P€ £(X), PP=Pund RgP =Y.

» Z:= (Id — P)X = ker P ist ein abgeschlossener Unterraum und
X=YaZ
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a Funktionalanalysis
Beweis - 1 Honeney
Delio Mugnolo
> ker T ist abgeschlossen und Kx = x Vx € ker T = Id| e 7 ist
kompakt.
> Somit dimker T < oo.
> dimker T < oo = X =ker T @ Y fiir einen abg. Unterraum Y.
> Ty ist injektiv mit Rg T = Rg T}y.
Noch zz. y e RgT = ye€RgT.
> Ist y e Rg T, so 3 (Xn)nen C Y mit
Xpn — KXn = TX,, —y. Kompaktheit

> Es reicht z.z.: (xp)nen ist beschrénkt, denn dann hat (Kx,)nen
eine konvergente Teilfolge (Kxn, )Jken (da K kompakt). Da aber

X, — KXo, =y,
konvergiert auch (Xn, Jken, X := liMk— 00 Xn,. Somit

Tx=x—Kx=yundy €eRgT.
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Funktionalanalysis

Beweis - 2
Delio Mugnolo
Noch z.z.: (xn)nen ist beschrankt.
> Denn sonst 3 (xp, )ken s.d. xn, — 00.
> Fir w,, = ”i"k 0 gilt
Nk
Wp, — KW, — 0

(da (Txn, )ken konvergent, also beschrinkt ist, und somit

TXnk

Tl — 0)-

Ls Kompaktheit

> K kompakt = 3 (W"k,,)heN s.d. KW”kh konvergiert, etwa gegen
wey.

Wn, — KWn, — 0 = wp, — w, also [lw]| = 1.

> Somit Tw = Kw — w = 0 fiir w € Y, obwohl T}y injektiv. 4
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
X Banachraum

Satz.
Ist K € K(X) und T :=1d — K, so sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) T ist invertierbar;
(i) T ist injektiv;
(i) T ist surjektiv.
Kompaktheit

Anmerkung.

Ist K € K(X), so ist fiir jeden Isomorphismus S € L(X) auch
ST'K € K(X) und somit gilt der Satz auch fiir
(S — K)=S(ld-S7'K).
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- Funktionalanalysis
Beweis - 1 e
Delio Mugnolo
“(ii)=>(iii)" ¢
> T injektiv = Xi := Rg T = T(X) ist ein abgeschlossener
Unterraum von X.
> X; = X, denn sonst definiere rekursiv X, := T(X,—1), n € N.
» X, ist ein abgeschlossener Unterraum von X; KX, C X, und
X, C Xn.
> Weiter gilt X, C Xn+1 Vn, denn Jy € X'\ TX, also y # Tx
Vx € X und daher Ty # T?x und T"y # T"'xVvxec X (da T
injektiv), also T"y € X; \ Xnt1.
> Lemma von Riesz = Ju, € X, s.d. |[un]| =1 und d(un, Xat1) > 3. kompaktheit

> Vm > n gilt dann Tu, + Um — Tum € Xnt1 (da up, € X, und
Um € Xpr1 mit Xpt1 (Id — K)-invariant).

> Somit

1

|Kun — Kum|| = ||un — (Tun + tm — Tum)|| > d(un, Xat1) > 5

> Also hat (Kun)nen keine konvergent Teilfolge obwohl ||un|| < 1 Vn
und K € K(X). 4.
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Beweis - 2 Funktionalanalysis
Delio Mugnolo
“(ii)=(ii)"
> T surjektiv = T’ injektiv.
> K € K(X) und Schauder = K’ € K(X').
> “(ii)=(iii)" = T’ ist surjektiv, also invertierbar.
» T ist auch invertierbar. Kompaktheit
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Seien K € K(X), A € K gegeben.
Dann besagt der Satz, dass fiir die Gleichung
u—AKu=f
die folgenden Aussagen dquivalent sind:
> J genau eine Losung Vf € X
Kompaktheit

» J mindestens eine Losung Vf € X
» - hochstens eine Lésung VF € X.
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Die Fredholmsche Alternative

K e K(X), Ae K

Korollar. (I.E. Fredholm 1900, T. Hildebrandt 1928)
Entweder hat
u—AKu=rf

fiir alle f € X genau eine Lésung, oder hat
u= AKu

unendlich viele Loésungen.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

<O <P
o0 03

Kompaktheit
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Und fiir nichtkompakte Operatoren T7?

X Banachraum, T € L(X)
Definition. (D. Hilbert 1912)
Die Resolventemenge p(T) ist die Menge

p(T):={A € C:Ald—T ist invertierbar }.

Ist X € p(T), so heiBt R(\, T) := (Ald —T)~! Resolvente
von T an der Stelle \.
Das Spektrum o(T) ist die Menge

o(T):=C\ p(T).

Anmerkung.

Satz der beschrankten Inverse =
p(T)={X € C: XId—T ist Isomorphismus}.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

<o s>

Allgemeine
spektrale Theorie
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K =R oder K=C?

Beispiel.
Die Matrix

- ()

> hat keinen Eigenwert, falls K = R, bzw.
> hat die Eigenwerte +i, falls K = C.

Es lohnt sich, K = C zu betrachten, um Trivialititen zu
meiden.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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Eigenwerte
X Banachraum, T € L(X), K=C

Definition. (D. Hilbert 1904)

A € K heiBt Eigenwert von T, falls A\ld — T nicht injektiv ist,
d.h. falls es einen Eigenvektor x # 0 gibt, s.d.

Tx = A\x.

Ist X Eigenwert von T, so heiBt ker(Ald —T) der mit A
assoziierte Eigenraum.
Die Menge der Eigenwerte von T heiBt Punktspektrum von

T, op(T).
Anmerkung.

> 0,(T) Co(T).
> o,(T)=0(T) falls dimX < oco.

» Ist dimX = oo und T nicht kompakt, so kann es sein, dass
0p(T) # o(T): z.B. ist fiir X = £P und J rechten Shiftoperator
0€a(J)\op(d)-

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie

244 /439



Beispiele

> Sei 0 der Null-Operator auf X beliebig. Dann ist
op(0) = {0}, also ist X der einzige Eigenraum.

> Allgemein: Sei 1 € K. Dann ist o(pld) = {u}.

> Ist T € L(X), soist o(T) = U(T'), denn T und somit
Ald —T ist genau dann invertierbar, wenn T’ bzw.
(AMd=T) = XId =T’ das ist.

» Sei V: C([0,1]) > f — [, f(s)ds, der
Volterra-Operator. Dann ist op(V) = () (Beweis durch den
verallgeinerten Fixpunktsatz von Banach) [ Details: UA ]

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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Zur Erinnerung

X Banachraum, T € £(X), K=C

Satz.
» o(T)#0, o(T) ist kompakt, p(T) ist offen.
» p(T)> A= R(\, T) € L(X) ist holomorph.

» |\ < ||T| fiir alle X € o(T). Insbesondere: Jede Folge
(An)nen C o(T) hat eine konvergente Teilfolge.

» (]l T”||%),,€N konvergiert gegen r(T) := lim ||T”H% den
Spektralradius von T.

» Ist ||T| <1, soistle p(T) und
(ld=T)"t =35 T" (Neumann-Reihe).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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X Banachraum, T € L(X), K=C
Korollar.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Sind Mo € p(T) und pn € C mit | — Xo| ™2 > ||R(No, T)||, so
ist € p(T) und
R(p, T) =D (Ao — )"R(ho, T)" .
neN
Allgemeine

spektrale Theorie
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X Banachraum, T € L(X), K=C

K0r0||ar. Delio Mugnolo

Funktionalanalysis

Sind Mo € p(T) und pn € C mit | — Xo| ™2 > ||R(No, T)||, so
ist € p(T) und
R(u, T) =Y (Ao — 1)"R(Xo, T)".
neN

Beweis.

> puld—T = (—Xo)ld+(Xold=T) =

(Id —(ho — )R(Mo, T)) (Mo Id —T).
> |[(Xo — p)R(Xo, T)|| <1 & Neumann-Reihe = Allgemeine
spektrale Theorie
(Id —(Ao = L)R(Ao, T)) ™" = > (R0 — ) "R(Xo, T)".
neN

» Also ist pld — T invertierbar und

R(p, T) = R(o, T)(Id —(Ao—p)R(Xo, T)) 7" =D (Mo—p1)"R(o, T)" .

neN
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X Banachraum, T € L(X), K=C

Korollar.
dist(\,o(T))"L < [|[R(N, T)|| VA € p(T).

Korollar.

Ist (An)nen C p(T) s.d. Ay = Ao und ||R(Ap, T)|| < M
Vn e N, soist A\g € p(T).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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X Banachraum, T € L(X), K=C

Lemma
Sind X\, pp € p(T), so gilt

Insbesondere

» R(\, T),R(u, T) kommutieren;
» Ist Z ein Operatorenideal und R(\, T) € T fiir ein
A € C, so st

fiir alle p € p(T).

Anmerkung.

Ist T = K(X), so sagt man, dass T kompakte Resolvente hat. Ein
T € L(X) kann aber nicht kompakte Resolvente haben, sonst wire
Id=R(\, T)(AId—T) € K(X). 4

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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Funktionalanalysis

Beweis

Delio Mugnolo

> AR\, T) — TR(\, T) = Id,

> (AR, T) = TRO\, T))R(w, T) =
R(A, T)(uR(p, T) = TR(p, T)) =

> Somit

R(p,
R(A,

R()‘7 T) - R(Mv T) R()‘ T ( R(:uv T) - TR(N7 T))
()\R( , T)— TR(, T))F\"(u7 T)
uR(N, T)R(u, T) — TR(A, T)R(u, T)
7)‘R()‘ )R(/"” T) + TR(Av T)R(/'Lv T) Allgemeine
)

_ (A T)R( 1, T) — )\R(A, T)R(,u, T) spektrale Theorie

> Es gilt R(\, T)R(, T) = (1 — A)""(R\, T) = R(u, T)) =
(A=) (R(u, T) = R(\, T)) = R(u, T)R(A, T).
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X Banachraum, T € £(X), K=C

Theorem.

Ist dimX = oo, so ist 0 € o(T) und jeder andere spektrale
Wert ist ein Eigenwert. Weiter gilt:

Entweder ist o(T) endlich oder 3(Ap)nen € o s.d.

An € C\ {0} Vn e N und

o(T)={0}uU{A,:ne N}

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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Beweis - 1

> 0 € o(T), denn sonst wire T Isomorphismus und somit
Id = T-'T € K(X) obwohl dimX = co.

> Ist A € o(T)\ op(T), soist (Id—A"1T) = A7'(Ald —T) injektiv.

> Fredholmsche Alternative = (Id —A™'T) ist ein Isomorphismus,
also auch A\ld —T, es sei denn, A = 0.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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Funktionalanalysis

Beweis - 2
Delio Mugnolo

> Dann gilt: Ve > 0 ist o(T) N B.(0)€ = 6,(T) N B.(0)€ endlich,

denn sonst betrachte (An)nen C op(T) N B.(0)€.
> (A\n)nen hat eine konvergente Teilfolge (An, Jken. O.b.d.A.:

An, 7 An, Vh # k.
> Betrachte eine Folge von assoziierten Eigenvektoren (e, )ken.
> VN € Nist {en,...,en} linear unabhingig.
> Sei Xy :=span{e,,,...,en,}: Lemma von Riesz = Juy € Xy s.d.

d(un, Xn-1) > 3, [lun|| = 1.
> Tun — Anyun € Xny_ 4, denn Tuy — Apyun =

Ell-vzl aiTe, — )\,,Noz,-en,. = ZINZI Oé,'()\,,,. - )\,W)a;e,,, € Xn—1.

Allgemeine

» Also g||t Vh7 k, 2 < k< h spektrale Theorie

_ _ _ _ 1
H)‘nhl Tu"thnkl Tu"k” = H>‘nhl(TU"h7)‘"h U"h)f/\nkl TunkJru,,hH 2 57

da (Tun, — AnyUn,) € Xn—1 und Ay Tum, € Xi C Xh_1.

> Somit hat (Tupn, )ren keine konvergente Teilfolge obwohl
Tek(X). 4
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X Banachraum, T € L(X)
LA.ist o(T) # op(T).
Definition.

A € C heiBt approximativer Eigenwert von T falls
I(xn)neny C X mit ||xy]| =1 Vn € N s.d.

Tx, — Ax, — 0.

Das approximative Punktspektrum von T, o,(T), ist die Algemeine
. . . spektrale eorie
Menge aller approximativen Eigenwerte von T. ’
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Anmerkung.

Also ist A € C genau dann kein approximativer Eigenwert,
wenn

Jda >0 s.d. Vx € X || Ax — Tx|| > af|x]|.
Insbesondere:
» Ist T eine Isometrie, so ist 0 & o,(T).
> Ist \ € 0,(T), soist A\ld —T injektiv.
> Ist A€ o(T)\ 0a(T), soist A\ld—T nicht surjektiv.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
X Banachraum, T € L(X)
Satz.
Ist A € C\ 04(T), soist Rg(Ald —T) abgeschlossen.
Allgemeine

spektrale Theorie
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X Banachraum, T € L(X)

Satz.
Ist A € C\ 04(T), soist Rg(Ald —T) abgeschlossen.

Beweis.
> Ist y = lim,(Axp — Txy) € Rg(Ald —T), so ist
allxp = xml| < (A =T) (%0 — xm) |-

> Also ist (xn)nen eine Cauchyfolge, etwa gegen x konvergent.

> Somit y = limp(Ax, — Txa) =y = (Ax — Tx) € Rg(Ald—T).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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Anmerkung.

» 04(T) Co(T), denn fiir A € o,(T) ist A\ld—T kein
Isomorphismus.

» I.A. 04(T) # o(T), denn fiir X = ¢P(N) und K rechten
Shiftoperator ist K ist nicht surjektiv und somit
0 € o(K) aber K ist eine Isometrie und somit
notwendigerweise 0 ¢ o,(K).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X Banachraum, T € £(X), K=C

SatZ Analytische

Versionen von H-B

Geometrische
O'( T) = Gp( T,) U Ua( T) Versionen von H-B

Allgemeine
spektrale Theorie
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X Banachraum, T € £(X), K=C

Satz.
o(T)=0p(T")Uos(T).

Beweis.

> Ist A € 0(T)\ 0a(T), so ist Rg(Ald —T) abgeschlossen.

> Notwendigerweise ist Rg(Ald —T) # X und somit
Rg(Md —T) # X.

> Somit )\ € O'p(T/)_ Allgemeine

spektrale Theorie
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Funktionalanalysis

X Banachraum, T € £(X), K=C

Satz.
Jo(T) C oa(T).

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Allgemeine
spektrale Theorie
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X Banachraum, T € £(X), K=C

Satz.
0o (T) C oa(T).

Beweis.

> Ist A € 9o(T), so I(An)nen C p(T) s.d. X\, — A aber

IR(An, T)|| — oo.

> Prinzip der glm. Beschr. = 3x € X 3(\n, )ken s.d.

IR(Mn,, T)x|| — oo.

R(Ank T)x

> Sei Vi = rex, o

Dann ist ||yx|| =1 Vk € N und

X
N = Tyme = (A= Ao )ym +
k k ( k) k ||R(>\

nes T)X|

> Also X € 0,(T).

— 0.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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Beispiel: Spektrum von Multiplikationsoperatoren
K kompakter metrischer Raum, g € C(K), K # {0}

Satz.
o(Mg) = q(K) :={q(x) e C: x € K}.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Allgemeine
spektrale Theorie
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Funktionalanalysis

Beispiel: Spektrum von Multiplikationsoperatoren

K kompakter metrischer Raum, g € C(K), K # {0} et Hugnele
Satz.
o(Mg) = q(K) :={q(x) e C: x € K}.
Beweis.

> (Ald=Mg)f =Af —q-f: K> x— Af(x)— g(x)f(x) € C.

> \ep(My) & Vg e C(K)

M(x) = q(x)f(x) =g(x),  x€K,
eindeutig |8sbar ist. sA;::lengtnr;T(ian?l'heorie

» Da die Lésung notwendigerweise durch
f:Kax— (A—g(x) 'gx) eK
gegeben ist, ist A € p(My) & (A —q(x)) #0V¥x € K, d.h., &
A € q(K).
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Nichtkompaktheit von Multiplikationsoperatoren =~ ™™=

Delio Mugnolo
K kompakter metrischer Raum
Korollar. 22:2%&1?;_!‘3'0.. HoB
eometrische
Ist g € C(K) nicht konstant, so ist Mg nicht kompakt. Versionenven 8
Allgemeine

spektrale Theorie
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Nichtkompaktheit von Multiplikationsoperatoren =~ ™™=

Delio Mugnolo

K kompakter metrischer Raum

Korollar.
Ist g € C(K) nicht konstant, so ist Mg nicht kompakt.

Beweis.

> Ist g nicht konstant, so ist g(K) nicht abzihlbar.

> Da o(M,) = q(K) kann der Operator nicht kompakt sein.

Allgemeine
O spektrale Theorie

Korollar.
Ist g € C(K), so ist Mg nicht kompakt.
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Weitere Teile vom Spektrum runionsianabss
Delio Mugnolo
X Banachraum, T € L(X)

Definition.

> Das kontinuierliche Spektrum ist die Menge

oc(T) == {N€o(T):ker(Ald—T) = {0}
und Rg(Ald—T) = X}.

> Das Residualspektrum ist die Menge

Ur(T) = {)\ S U(T) . ker(/\ Id —T) = {O} AllgkemTineh
- spektrale Theorie
und Rg(A1d —T) # X}.
Also gilt:

o(T)=0p(T)Uocc(T)Ua,(T).
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Beispiel.
Fiir X = (% und J den rechten Shiftoperator gilt

> o(J) = Bi(0),

> op(J) =10,

> oc(J) ={N €K : |\ =1}, denn fiir|\| =1 lassen sich die
Basisvektoren (en)ncn durch Elemente von Rg(AId —J)
approximieren und dann kann man fiir jedes y € (% ein x € coo
angeben, fiir den (Ald —J)x = y.

» o,(J))={N e K: |\ <1}, denn fiir |\| <1 und
(Xn)nen i = (A")nen ist (Xn)nen L Rg(A1d —J) und somit
Rg(A1d —J) # X.

[ Details: UA ]

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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Beispiel.
Der Ortsoperator
fr—=id-f
hat
> reines Punktspektrum als Operator auf B([0,1]) und
» reines Residualspektrum als Operator auf C([0, 1]).

[ Details: UA ]

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Allgemeine
spektrale Theorie
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X Banachraum, T € L(X)

Funktionalanalysis
SatZ_ Delio Mugnolo
6,:(T) C 0p(T") C 0(T) U, (T).

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Allgemeine
spektrale Theorie
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X Banach raum, T e E(X) Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Satz.
or(T) Cop(T') Cop(T)Uar(T).
Beweis.
“or(T) Cop(T")"

> Sei A € 0,(T), also sei Rg(Ald—T) # X.

» Hahn-Banach = 3¢ € X’ \ {0} mit (¢,y) =0Vy € Rg(A\Ild—T),

also

(Md =T, x) = (¢,(\ld—T)x) =0,  V¥x € X.

> Also X € 0,(T").
Allgemeine
“U'p( T/) C O'p( T) U Ur( T)” spegktrale Theorie

> Sei A € 0,(T’), also sei (A¢p — T'¢, x) = (¢, \x — Tx) = 0 fiir ein
peEX, p#0, Vxe€ X.

> Entweder ist Rg(Ald —T) nicht dicht in X, d.h., A € o.(T), oder,
falls Rg(Ald —T) dicht in X ist, dann ist Ax — Tx = 0 und somit
A € 0p(T), denn sonst wire ¢ = 0. 4

O
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Lebesgue—l ntegrat|on Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

(2, 1) MaBraum
Zur Erinnerung:

Ist £ : Q — R eine messbare Funktion, dann gilt:
> f ist genau dann integrierbar, f € £(Q, 11), wenn
Jo Ifldp < oo.
» [olfldp =04 f =0 pfi.
> f ist monotoner Grenzwert einer Folge einfacher
messbaren Funktionen. LP-Raume

Ist f : Q — C, so betrachte einfach Ref,Imf : Q — R.
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(2, ) MaBraum Funktionalanalysis

Ferner gllt Delio Mugnolo

» Satz der monotonen Konvergenz oder von Beppo Levi: Seien
fo : Q — [0, 00] messbar mit f, < fo11 p-f.i., Vn € N. Sei
f(x) == limp5 oo fn(x) € [0, +00]. Dann ist f messbar und

lim /f,,d,u,:/fdu.
n— o0 Q Q

> Lemma von Fatou: Seien f, : Q — [0, co] messbar mit
f(x) := liminf,— o0 fo(x) p-f.i., Vn € N. So ist f messbar und

Iiminf/ f, duz/ f dp.
n— oo Q Q

> Satz der dominierten Konvergenz oder von Lebesgue: Seien
fo: Q — (—o00, 0] integrierbar mit |f,| < g p-f.i., Vn € N, fiir ein
g € LY(Q, ). Konvergiert (fy(x))nen p-f.ii. gegen
f :Q — (—o0, 0] messbar, so ist f integrierbar und

lim /fnd,u:/fdp.
n—o0 Q Q

LP-Raume
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Funktionalanalysis

Lebesgue-Integration

Delio Mugnolo
(22, 1) MaBraum
»> Die Abbildung
EI(Q,,u)BfH/fdueK
Q
ist linear.
> Ist f € £Y(Q, u), so gilt
[ dul < [ 161 d

Q Q

> Sind f,g € £Y(Q, ) mit f < g p-f.ii., so gilt TR

/fduﬁ/gdu-
Q Q

> Fiir Q = R" und p LebesguemaB ist C°(R") dicht in £L}(R", ).
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Lp_ Ra ume Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

(Q, 1) MaBraum
Definition.
Fiir p € (0, 00)

a

P

Il = ([ 1rPan)”,
Q
LP(Q,pu) = {f:Q — K messbar s.d. ||f||, < oo} .

Anmerkung. P

> [ebesgue-Integrale einer Funktion bzgl. einem allgemeinen Maf!
£P-R3ume sind somit ein Spezialfall.

> felPefPell.
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(Q, 1) MaBraum

Satz.
Fiir alle p € (0,00) ist LP(Q, i) ein Vektorraum.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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(Q, 1) MaBraum

Satz.
Fiir alle p € (0,00) ist LP(Q, i) ein Vektorraum.

Beweis.

> Sind f, g messbar, so ist |f + g|P messbar.

> Es gilt

[ir+eban < [+ lgran

Q Q
/ (@max{|f],|&[})"dp
Q

IA

2 / (max{|f], |&]}) du

2 / (F1° + g1°)dp
Q
(|12 + [1g]2) < oo.

IN

> Analog zeigt man f € LP(Q) = A\ € LP(Q)

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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LP 4 L9

I.A.

>

ist LP(Q, ) # L9(Q, u) falls p # q, p,q € (1,00).
x5 x<t

ist integrierbar Ve > 0, aber nicht integrierbar Ve < 0. Somit sieht
man, dass

X X7
in £LP(0,1)\ £9(0,1) liegt Vp < q.

x = (x log2(></2))71
liegt in £'(0,1)\ £9(0,1) fiir alle g > 1.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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(0.9} Funktionalanalysis
L-Raum

Delio Mugnolo
(2, u) MaBraum
Definition.
Ifllo = inf{c € R:|f(x)| < cp—Fii}
= inf  sup [f(x)],
M(AAG)EOer\A
LX(Qp) = {f:Q— K messbar s.d. ||f||cc < 0}.
LP-Raume
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(2, ) MaBraum Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Lemma

Genau dann ist f € L, wenn
F(x) < Fllow 1 Fi
D.h., tatsachlich ist

fllc = min [ fl\all-
w(A)=0

LP-Raume
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(2, ) MaBraum

Lemma
Genau dann ist f € L, wenn

F(x) < Fllow 1 Fi

D.h., tatsichlich ist
Ifllo = min |[flayall
1(A)=0

Beweis.
> Vk € Nsei A :={x € Q: f(x) > ||f|l + £}
> Vk € N p(Ac) =0.
> 1(Uken Ax) = 0, wobei

J A ={xeQ:f(x)>|fll}

keN

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Anmerkung.
> ||fllcc =0 < f =0 u-f.i., und somit ist || - || keine Norm.
> Allerdings ist || - ||« homogen und erfiillt die Dreiecksungleichung.
[UA]
LP-Réume
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Funktionalanalysis

(Q, 1) MaBraum Delio Mugnolo

Satz.
L°(Q, ) ist ein Vektorraum.

LP-Raume
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(Q, 1) MaBraum

Satz.
L°(Q, ) ist ein Vektorraum.

Beweis.

> Sind f, g messbar, so ist f + g messbar.
> Gilt [f(x)] < [[flloc und |g(x)| < [lg]lcc p-f.0., s0 ist
1F(x) + 80 < [F()] + [g0C)] < NI lloo + [|8llee < 00 p-f..

> Gilt |F(x)] < [[flloo p-F.il., so ist
MG = [AFC)] < Al flloo < 00 p-flil.

Anmerkung.

Ist f € C([0,1]) C £°°(0,1), so stimmen die L>°-Norm und die
C([0,1])-Norm von f iiberein.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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Holdersche U ng|e|ch u ng Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von

(2, u) MaBraum, f, g : Q — KU {400} messbar

Lemma (L.J. Rogers 1888, O. Holder 1889)
Fiir p,q € [1,00] mit p~1 + g1 =1 gilt

(%) I - glls < [Ifllpllgllq-

(Diese Ungleichung wird zu einer Gleichung, falls |g| = o¢|f|pT_1 fiir ein

« 2 0) LP-Raume
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- Funktionalanalysis
Beweis - 1 e
Delio Mugnolo
Erst fiir p € (1, 00)
> f . g ist messbar.
> Kilar falls ||f]|, = +oo oder ||g|lq = +o0.
> Kilar fiir alle f, g, falls (x) fiir ||f]l, = |lgllq = 1 gilt.
> Also z.z.: (x) fiir alle f, g : Q — K messbar mit ||f||, = ||g|lq = 1.
> Daab < p ta? +q b7 Va, b > 0 (schon bekannt), gilt auch (mit
a:= |f(x)| und b :=|g(x)|)
[ 1lgtl du) < 57 [ 1FeFdut a7 [ gGoldn
Q Q Q LP-Rdume

pitg =1
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Beweis - 2

Nun zu p =1, g = co (oder analog zu g =1 und p = )

> f . g ist messbar.
> Ist Ae X mit u(A) =0, so gilt [, |f gldu = fQ\A |f gldu.
> Somit gilt VA € ¥ mit u(A) =0

/Ifgldu < </ li du) sup |g(x)|

Q Q\A xEQ\A

( [ du> s 69)
Q x€Q\A

= Il sup |g(x)I-
xEQ\A

IN

» SchlieBlich

1 el < fls ot sup 18(<)| = g1

1(A)=0 x€Q

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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Verallgemeinerte Holdersche Ungleichung runktionaiansbss

Delio Mugnolo

Analytische
i Vi

(Q, u) MaBraum, fi,...,f,: Q — (— oo, +00] messbar T

Korollar.
Fiir p1,...,pn € [1, 0] mitpfl+...+p;1 =1 gilt

1o falle < lllpy - - - - [1Fallpo-

Beweis. )
[ UA ] 0 LP-Raume
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LPC L

(2, ) MaBraum, p,r € [1, ]

Korollar.
Ist () < oo, so ist LP(Q, ) C L7(Q, u) fiir alle p > r.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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r Funktionalanalysis
LPCL

Delio Mugnolo
(2, ) MaBraum, p,r € [1, ]
Korollar.
Ist () < oo, so ist LP(Q, ) C L7(Q, u) fiir alle p > r.
Beweis.

> Sind f € LP(Q,u)und g :=1€ L9(Qu) mitgt=r1—p*

> flle = 11F - gllr < [1Flls - llglla = ((R)7[IF]lp < oo.

O

Anmerkung.  Réume

Ist 1(Q2) = oo, so gilt diese Inklusion nicht.
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Minkowskische Ungleichung

(Q, u) MaBraum, f, g : Q — ( — 0o, +00] messbar

Korollar. (H. Minkowski 1896)
Fiir p € [1,00] gilt Vf,g € LP(Q2, ).

If +gllp < [Ifllp + llglle-

Beweis.
[UA]

= || - || auf LP(, u) erfiillt die Dreiecksungleichung
Vp € [1, 0.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Lemma Analytische

Versionen von H-B

Ist f € My<peoo LP(Q, 1), 50 gilt

Versionen von H-B
Illp = Illco-

lim
p—00
LP-Raume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Lemma Soen s
Ist f € Ny<peoo LP(Q, 1), 50 gilt S e
Tim [£llp = 1l
Beweis.
[UA] O
LP-Raume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
|| - || definiert keine Norm auf LP, denn ||f||, =0 f =0.
Es kann sein, dass f # 0 auf einer Nullmenge.
Idee: Betrachte Funktionen bis auf lhre Werte auf
Nullmengen.
LP-Raume
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Funktionalanalysis

Quotientenraume

Delio Mugnolo
X Banachraum, Y abgeschlossener Unterraum von X
Satz.
IXllxs, = lIx+Yix =inf{lx+yl:ye Y},  xeX/y
definiert eine Norm und der Quotientenraum X /y ist ein
Banachraum bzgl. dieser Norm.
Idee: Definiere LP(Q, ) := £/(%1) /5y, wobei LP-Réume

N={fQ—>K:f=0up—fi.}.
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Funktionalanalysis

Quotientenraume

Delio Mugnolo
X Banachraum, Y abgeschlossener Unterraum von X
Satz.
IXllxs, = lIx+Yix =inf{lx+yl:ye Y},  xeX/y
definiert eine Norm und der Quotientenraum X /y ist ein
Banachraum bzgl. dieser Norm.
Idee: Definiere LP(Q, ) := £/(%1) /5y, wobei LP-Réume

N={fQ—>K:f=0up—fi.}.
Problem: £P(Q, p) ist kein normierter Raum.
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Funktionalanalysis

Halbnormen

Delio Mugnolo
X Vektorraum
Definition.
Eine Halbnorm || - || auf X ist || - || : X = Ry s.d.
(1) flex|l = le[Ix]],
(2) lx+yll < [l + [yl
Vx,y e X, a € K
(X, || - ||) heiBt dann halbnormierter Raum.
Es folgt aus der Minkowskischen Ungleichung: LP-Raume

Korollar.
LP(, p) ist ein halbnormierter Vektorraum Vp € [1, o0].
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Jedoch:

(X, || - |I) halbnormierter Raum,
N:=ker|-||={xe€X:|x| =0}
Satz.

Iixllx/y = Ix+Nlx =inf{lx+yl :y € N},  x€*/n

definiert eine Norm. Der Quotientenraum X /N ist ein
Banachraum bzgl. dieser Norm, falls X vollstindig ist.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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Lemma
II[-]ll ist wohl definiert und

1B = {1

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Vx € X.

LP-Raume
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Funktionalanalysis

I_em ma Delio Mugnolo
II[-]ll ist wohl definiert und

I =lIxIl - vx e X.

Beweis.
> [x] =[z] fiir x,z € X = x = z + y fiir ein yp € N, also
10 = inf{lix + yll - y € N} = inf{[lz + y[| : y € N} = [[[2]]|.
> [N < [lx + 0l = [ix]l-

> VyeN
IxIE < llx 4+ yll + liyll = [1x + vl

LP-Raume

und somit

Xl < inf{[lx + yll -y € N} = [I[x]]].
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- Funktionalanalysis
Beweis e
Delio Mugnolo
> Positive Definitheit: Ist x € X mit ||[x]|| = 0, so gilt ||x|| =0 und
somit x € N, d.h. [x] = [0].
» Homogenitat: klar fiir A = 0 und fiir A # 0 und x € X gilt
I = [IAX]] = (A= AT
> Dreiecksungleichung: Seien x,z € X, so gilt
1]+ [2]ll = [1x + 2l < lix[l + [IzIl = [IB<]IF =+ 1121
> Vollstandigkeit: Sei (xn)nen C X s.d. ([xa])nen Cauchy ist, so ist
auch (xp)nen Cauchy. 1P Rume

> X vollstindig = (x»)nen konvergent, d.h. 3x € X mit
0 — x1| = 0 und somit [[[xa] — [x]I| = Il — X1}l = lxn — xI| = 0.
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Lebesgue-LP-Raume, 0 < p < o0 Fekioanansie

Delio Mugnolo

(Q, 1) MaBraum, p € (0, )

Sei .
Ny = ker||- Il

= {felP(Qu):|f],=0}
Definition.

LP(, ) = £/, “ i
(€2, 1) /N” Henri Léon Lebesgue o

(1875-1941)
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Anmerkung.
Ist p € (0,1), so erfiillt || - ||, die Minkowskische Ungleichung
(d.h. die Dreiecksungleichung) nicht.
| - ||p ist somit keine Norm.
Allerdings definiert
dp(f,8) == [If —&llp
auch fiir p € (0,1) eine Metrik.
LP-Réume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Q c RN offen
LP(Q2) := LP(Q2, 1) mit u = X Lebesgue-MaB.

LP (Q):={f: Q= K:f|, € [P(w) Vw C Q kompakt}.

> LZJC ist ein Vektorraum, aber kein normierter Raum.

> LP(Q) C LP () Vp € [1, 0] o
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Funktionalanalysis

Der Satz von Riesz—Fischer

Delio Mugnolo

(2, u) MaBraum
Satz.
Fiir alle p € (0, 00] ist LP(2, ) ein vollstindiger metrischer
Raum.
Korollar.
Fiir alle p € [1, 00] ist LP(S2, 1) ein Banachraum.
Wir zeigen, dass L£” vollstindig ist, Vp € [1, co].
Idee: Betrachte eine Cauchy-Folge in LP, betrachte die Folgen ihrer

LP-Raume

punkweisen Auswertungen und nutze die Vollstdndigkeit von K.
Problem: Die Folgen der Auswertungen miissen nicht iiberall

konvergieren.
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BeWelS fur p E [17 OO) _ 1 Funktionalanalysis
Delio Mugnolo
> Sei (fn)nen C LP(K2, p) eine Cauchy-Folge.

Es reicht z.z., 3(fn, )ken konvergent.

> Somit 3(fn, Jken C LP(, 1) Cauchy, etwa mit

s — Follo < 27

k+1

Zz.: (fay Jken konvergiert in LP(Q, ).
> Sei "
En Q3 x =Y |fo 1 (x) = o (x)] € [0, +00).
k=1
Dann ist g, messbar, Vn € N, und g, < gnt1.
> Da ||gmllp < 31,27 % < list gm € LP(Q, ) Ym € N.
> Sei

LP-Réume
£(x) i= sup(gn(x))ner € [0, +oc.
me
Beppo Levi = g € LP(Q, ), mit g(x) € [0, 00) p-f.i.

g kann als dominierende Funktion dienen, um Lebesgue anzuwenden.
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Funktionalanalysis

Beweis fiir p € [1,00) - 2

Delio Mugnolo
> Fiirnp > ne > 2 gllt
fon () = T O < (o (%) = Fp L, O - A [y (%) = Fa (X))
h—1
= Z |fag1 (x) = fnp (%)
=k
< g(x) — ge-1(x).
> (gr(x))ken konvergent = (fy, (x))ken ist Cauchy-Folge pu-f.i.
> Vollstandigkeit von K = (f,, (x))«en konvergiert, etwa gegen
f(x) € [0, 400) p-f.ii.
> f ist punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen = f ist
messbar und Vh € N
foy () = F(X)] < g(x) — gr-1(x) < g(x)  p—fi. ,
LP-Raume

> Somit fiir h groB
fan(x) = FO)I” < g(x)° p—fiii
> || < |f — fo,| + |fa,|, also f € LP(Q, ).
> Da |fy,(x) — f(x)|” — 0 und |f,, — f|° < g € LY(Q, 1),
Lebesgue = Aussage.
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Funktionalanalysis

Beweis fiir p = oo

Delio Mugnolo
> Sei (fn)nen C L7°(9, i) eine Cauchy-Folge.
» Vk € N3N, € N sd.
an_mewS% meZNk.
> Somit JAx mit pu(Ax) =0 s.d.
|fa(x) — fn(x)| < % Vm,n > Ni, Vx € Q\ Ayx.
> Auch fiir A := oy Ax gilt u(A) =0 und (fi(x))sen C K ist eine
Cauchy-Folge, Vx € Q\ A.
> Vollstandigkeit von K = (f,(x))nen C K konvergiert Vx € 2\ A.
> Sei
LP-Réume

£ liMrsoo fa(x) x € Q\A,
10 sonst.

> f ist punktweise Grenzwert messbarer Funktionen = f ist messbar

und i
Ifo = flleo < [I(fa = Fllavalleo < 2 V2 N
> Somit f € L°°(, ) und limp—oo f = bzgl. || - ||o-
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
(Q, 1) MaBraum
Insbesondere hat man bewiesen:
Korollar.
Ist (fa)nen C LP(2, 1) konvergent, so 3(f,, Jken, so dass
(fn (x))ken C K konvergiert (u-f.i.).
LP-Raume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

(Q, 1) MaBraum

Korollar.
L?(Q, i) ist ein Hilbertraum bzgl.

(Flg) == /Q fZ dp.

Beweis.

» Positiv Definitheit: direkt aus der positiven Definitheit der Norm
Il Il2-

> Riesz—Fischer = Vollstindigkeit. -
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Wir werden die Reflexivitdt der LP-R3iume untersuchen.
Dazu untersuchen wir die Konvexitat von || - ||,.

LP-Raume
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Funktionalanalysis

GleichmaBig konvexe Raume

Delio Mugnolo
X normierter Raum
Definition. (J.A. Clarkson 1936)
Analytische
Version von H-B
> X heiBt strikt konvex, falls Vx,y € X Versionen won H-B
X+y
el =yl = |52 = x=».
X

> X heiBt gleichmiBig konvex, falls Ve > 0 36 > 0 s.d.
Vx,y € X

< 1 —5 LP-Raume

_ X+y
Ixllx = llyllx =1 und ||x—y|x >€¢ = H2
X

Anmerkung.
Ist X gleichmiBig konvex, so ist X auch strikt konvex.
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Beispiele Funktionalanalysis
Delio Mugnolo
» (R2,|| - ||l1) ist nicht strikt konvex: betrachte x := (1,0) und
y = (0,1).
> (R?, || - [|loo) ist nicht strikt konvex: betrachte x := (1,1)
und y := (1, -1).
> Jeder Prahilbertraum ist gleichmaBig konvex: laut dem
Parallelogrammgesetz ||x|| = [ly| = 1 = H%Hi + H%Hi -1
LP-Rdume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B
Geometrische
Versionen von H-B

X Banachraum

Theorem. (D. Milman 1938 & B.J. Pettis 1939)

Ist X gleichméBig konvex, so ist X reflexiv.

LP-Raume
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Vorbereitendes Resultat: der Satz von Helly Pl

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen vol

X normierter Vektorraum, ¢1,...,¢, € X', a1,...,a, € K

Satz.
Folgende Aussagen sind aquivalent.

(a) Ve >0 3Ix € X mit ||x||x <1+ ¢€s.d ¢i(x) =
Vi=1,...,n.

(b) V(B1, .-, Bn) € K™ [ 320 Bici| < || 3251 Bidhill-

LP-Raume
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Beweis des Satzes von Helly - “(a) = (b) "

> Seien (B1,...,8n) €K", €> 0. Sei x € X mit ||x]|x <1+ €s.d.

¢;(X) =a; Vi=

> Somit

> ¢ > 0 beliebig =

1,...,n.

n
> b
i=1

A

7\

n
> Bie
i=1

1> Bislllixlx
i=1

1S Bigll(1 + ).
i=1

<

Z Bidi(x)

Zﬁﬂﬁ“,
=

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
‘ersionen von

LP-Raume
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Bewels deS Satzes von He”y _ u(a) — (b) "o 1 Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

v

O.B.d.A.: ¢1,...,¢ns sind linear unabhangig.
Dannist ¢ : X 3 x > (¢1(x), ..., ¢n(x)) € K" linear und stetig.

v

v

¢ ist surjektiv, denn sonst: Ist der Unterraum ¢(X) C K", so 3
B € (K") s.d.

DB = (B.6() =0  WxeX.

v

Satz iiber die offene Abbildung = ¢(B1+(0)) ist offen Ve > 0.
Dann Ve > 0 3x € X mit ||x||[x <1+ €s.d.

v

LP-Raume

?i(x) = a; Vi=1,...,n,

denn sonst:
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Funktionalanalysis

Beweis des Satzes von Helly - “(a) <= (b) " - 2

Gilt die Aussage nicht, d.h., ist o & ¢(B).
Hahn-Banach = 3¢ € (K")’ s.d.

Rey(4(x)) < Rev(a) < [¥(a)]  Vx € B,

Delio Mugnolo

v

v

v

Durch Ersetzen x — xe® gilt
[o(e())| < [¢(e)]  Vx € B.

> 38 € K" sd. )
v(y) =D By, Yy eK

j=1

> Dann ist Vx € X mit ||x]| <1+e€
n LP-Réume

> Bigi(x)

=1

<

n
Z Bjcj
j=1

> Also:

(I+e) <

-4

> Bids
j=1

n
Z Bjoyj
=
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X normierter Raum
Lemma
X ist genau dann gleichmaBig konvex, wenn fiir alle
(Xn)nens (Yn)nen C X

i c . Xn + Yn

lim [xallx = lim |lyal[x = lim || =5

n—00 n—00 n—o00 2 x

= Jim_lxn = yallx = 0.
LP-Rdume
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BeWelS “é” Funktionalanalysis
Delio Mugnolo
> Sei a:= im0 [[Xn|lx = liMpsoo [|ynllx = limp—seo | st o
> o =0 = Klar.
> Sei a > 0 und sei X, : ”X T ¥ = Hﬁ:l\' Sei € > 0.
> X glm. konvex = 3§ > 0 s.d.
1% — Fnll > € = [|%0 + Fall < 2(1 — ).
> Da aber limp— ||Xn + V|| = 2 gilt schlieBlich
[[% + Pnll = 2(1 — 9).
> Somit notwendigerweise ||X, — ¥»|| < € fiir n groB genug.
LP-Raume

> Dies gilt Ve > 0 = limy_o0 [|% — || = 0.

Somit limy—eo [|[Xn — yal| = 0.
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BeWGIS “¢” Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
> X ist gleichmiBig konvex, denn sonst 3¢ > 0 s.d. Vn € N
Ixn, ¥n € X s.d.
1
[Ixall = llynll = 1 und [Ixa — yall > € aber [Ixa + yall > 2(1 = ).
> Somit ist
iim [ E22 = 1= lim [l = tim [l
n—oo 2 n—oo n— oo
obwohl
HXn - _ynH Z e>0 Vn € N. é LP-Rdume
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X Banachraum, (x,)neny C X

Funktionalanalysis

Lem ma Delio Mugnolo
Ist X gleichmaBig konvex und gilt
. . Xn + Xm
lim ||xp||x = lim |[|———|| ,
n—oo n,m—o0 2
X
so konvergiert (Xp)nen-
LP-Raume
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X Banachraum, (x,)neny C X

Lemma
Ist X gleichmaBig konvex und gilt

Xn + Xm

2

)

lim ||xp||x = lim
n—00 n,m—o00

X

so konvergiert (xp)nen-
Beweis.

> (xn)nen ist Cauchy, denn sonst Je > 0 und
3(nk)ken, (Mp)ren C N s.d.

m<m<nm<m...

und
[ X — Xemy || > € Vh, k € N.

» Es gilt aber auch
X”k+x’”k
2

limk— o0 = limMi oo || Xl = liMasoo || Xa, || -

> Voriges Lemma = limp_; oo [[Xn, — Xm, [|x = 0.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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Funktionalanalysis

Beweises des Satzes von Milman—Pettis - 1

Delio Mugnolo
> Zz.:Vx" € X" Ix € X s.d. (¢, x0) = x"(p) Vo € X'. (O.B.d.A.: ———
nalytische
Xl = 1). e
> Sei (¢n)nen C X' mit ||¢n]|x = 1 und e e
. " TN
Tim_[x"(¢0)] = x| = 1.
> Wir werden zeigen: dxo € X s.d. ||xo||x =1 und
X" (¢n) = (¢n, x0) Vn € N.
> Sei o := x"'(¢i). Dann ist V8 € K"
LP-Réume

= <

n
> b
i=1

X// (Z ﬁkd)k)
k=1

Z Brdx
k=1
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Funktionalanalysis

Beweises des Satzes von Milman—Pettis - 2

Delio Mugnolo
> Satz von Helly = 3xm € X s.d. [|xm|| <14 % s.d.
(Bnyxm) = x"(¢n)  Vn=1,...,m.
» Sei n < m. Dann
l[xa + x|l > [{Bn, Xn) + (B, Xm)| = 2|x" (dn)-
> Somit limp,m— oo %Hx,, + Xm|| > 1.
> limsup,_, . x| <1 =
limp— oo ||Xn|| = Iimn,mﬁoo %Hxn a4 Xm“ =1.

> Zweites Lemma = dxp = lim,;_ o0 Xp.
» Grenzwert fiir m — co = LP-Réume

Ilm <¢"7Xm> = <¢H7XO> = X//(d)n)'

m— 00

Die Aussage ist nur fiir ¢, bewiesen, nicht Vo € X' mit ||¢o||xs = 1.

326 /439



Beweises des Satzes von Milman—Pettis - 3 Funitionalanalysis

Delio Mugnolo
Man hat bewiesen, dass 3xn € X mit [|xn[ <1+ L s.d.
(&n, xm) = x"(¢n),
und folglich dass 3xo € X s.d. ||x||x =1 und
X" (¢n) = (¢, x0) Vn € N.

Nun gilt folgendes:
> Sei ¢o € X' mit ||¢o||x» = 1. Obiges Argument fiir (¢n)nen, =
EI)/20 € X s.d. ||)A(0||X =1 und
X" (¢n) = (¢n,%0)  VneN.

Somit 3% + %llx > (n, 3(x0 + %)) = [x"(¢)].
Somit %HXO 9F )’(\oHX =1.

X glm. konvex = xo = Xo = (¢o, x0) = (o, Xo)-

vV V. VvY

¢o € X' beliebig = Aussage.
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Clarksonsche Ungleichungen Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

(Q, 1) MaBraum

Satz. (J.A. Clarkson 1936)
Sind f,g € LP(Q, ), so gilt

(Ifllo+lello)*+fllo=llgllsl” = [If +&llp+I1f—gllp = 2IIflI5+2I&l5
Vp € [2,00) und
(I llo+lgllp)*+fllo=llgllsl” < [If+&llp+If—gllp < 2[IflI5+2lg]l5

Vp € (17 2] LP-Réume
(Fiir p = 2 gelten alle 4 Ungleichungen: das ist das

Parallelogramgesetz.)

(Wir fiithren den Beweis in der Version von O. Hanner 1958)
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische

Korollar. (J.A. Clarkson 1936) Versionen von H-5
LP(Q, u) ist gleichmiBig konvex Vp € (1,00).

Korollar.
LP(Q2, ) ist reflexiv Vp € (1, 00).

LP-Raume

329/439



Beweis des Korollars, p € (1,2) - 1 Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
> Seien € >0 und f,g € LP(Q, u) mit

Ifllo = llglly = 1 und [|f —gl|, > €.
Es reicht zu zeigen dass HHTng < 1—6 fiir ein § = (e).

> Sei
(f - g)7

N =

* 1 .
f 2=§(f+g) und g =
und somit f =f*+g*und g =Ff*—g*.
> Sei

§:(0,+00) x (0,+00) 3 (x,y) = (x +y)° + |x — y|” € [0, +00).

> Es gilt £(x,y) = &(y, x) und Vx € (0,00) y — &(x,y) ist monoton
wachsend.

> £(1,0) = 2 und somit £(1, 5) > 2 und £(0, 5) = £(5,0) < 2.

> MWS = 3§ € (0,1) s.d.

LP-Raume
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Funktionalanalysis

Beweis des Korollars, p € (1,2) - 2

Delio Mugnolo
> 1. Clarksonsche Abschitzung fiir f*, g* =
1"+ g™ 5+ 11" — g™ Iz = &UIF"Nle, llg™1lp)
d.h.
15+ llglp > &I Nle, lg™ 1)
> 115+ llglls = &(IF"llp, lg™|lp) und [[f]lo = llgll, =1 und
If — gllp > €, und somit
€ * * * €
§(1—0,5) =22&(If" e llg™llo) = &CIFlo. 5)-
LP-Rdume

> £(-, 5) monoton wachsend = [|f*[|, <1 —0.
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Funktionalanalysis

Beweis des Korollars, p € (2,00)

Delio Mugnolo
> Seien € >0 und f,g € LP(Q, u) mit
Ifllo = liglle =1 und || — gll, > e.
> Sei wieder
* 1 B 1
f:==(f+g) und g :==(f—g).
2 2
» 2. Clarksonsche Abschatzung fiir £*, g* =
1" +&"ll7 + 11" — &"ll5 = 2115+ 2llg™ I3
und somit
* * P E\P
2= IFIZ + gl > 201 15 +2lle” 5 > 211115 +2 (5) o

v

Doh. [IF52 < 1— (£)".

v

Die Aussage gilt mit

332/439



Beweis der 1. Abschatzung (1< p<2)-1 Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

> Z.z.:
(Il + llells)® + 1flle = lgllol” < If +&llp + If — &ll5-

> Wir zeigen: Es reicht, diese Ungleichung fiir f, g > 0 zu beweisen.
> Sei
6:C*3(z21,2) ~ |zt + 2° + |21 — 2|° € [0,00).
> Es gilt min,ec 6(z1,22) = 2|2|P (bei zz = 0) und
minz,cc 0(z1, 22) = 2|z1|P (bei z = 0).
> Schreibe z = za 'bhe'®, mit a := |z1], b > 0. Dann ist

2
2

d(¢) = |a+be'®|P+|a—be'®|P = (a®+b+2ab cos $)2 +(a°+b*—2ab cosLd>)<%ume

> mingcp,2n) d(¢) = (a+ b)” + |a — b|? (min wird in ¢ =0, 7
angenommen).
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Beweis der 1. Abschitzung (1 < p <2)-2 FDkI‘M'g'Iy
> Somit
21+ 2P + |21 — 2 > (Ja1] + |2])° + | || — || I V1,2 € C.
> Fiir f(x) = z1 und g(x) = 2 gilt somit
0760 + 0P + 1) - ()P o 2
[ (FGOI+ LGl +117G0] = () e

» Es reicht also

LP-Raume

F Mo+ g™ 1e)” + M7 lle = g™ o1 < I + &7 15+ 11" — &7z

zu zeigen, wobei f* := |f| und g* = |g]
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3 Funktionalanalysis

Beweis der 1. Abschatzung (1 < p < 2) -

Delio Mugnolo

> Sei

C: (0,+00)x(0, +00) 3 (x,y) = (xP 4y »)*+[x> —y#|" € [0, +o0).
»> Man soll

/C ) dx > ¢ </ f(x) dx, / g(x) dx)
Q Q

zeigen, wobei  := (f*)P und & := (g*)".
> Es reicht [ Warum? UA ] z.z., dass ¢ konvex ist.
> ((x,y) =<¢(y, x) Vx,y und ¢(0,0) = 0 und ((tx, ty) = t{(x,y)

Yt > 0. LP-Raume

> Nun, {(x,y,2) €R*: z=((x,y) €R, x,y € [0,+00)} ist ein in
(0,0,0) zentrierter Kegel.

335/439



Funktionalanalysis

Beweis der 1. Abschatzung (1< p <2)-4

> Er reicht z.z., dass {(x,y,2z) € R®: z = ((x,y), x,y € [0, +00)}
oder einfacher

{(x,1,2) € R:z= 0(x) :=¢(x,1), x € [0,4+00)}

Delio Mugnolo

konvex ist.
> 0(x) = C(x,1) = (x» +1)” + |x? — 1|° und somit

p—1 p—1
9/(x):x71’_1(><%+1 +|xr -1 )
wahrend
1—-p 1_ 1 p—1 -1 2_ 1 p—2
0”(x) = px:’ 2 (x; + 1) + P X’Z’ 2 (Xﬁl’ + 1)
p p
_ =i _ =7 ,
+E== 1X%72 xp — l‘p == 1ng2 x» — 1‘p - Raume
p p
_ —2 _ —2
= 1-p pxl%72 (X%+1)P +7P 1X%72 x%—lp
p p

> Somit ist 0’ stetig, 6'(x) > 0 Vx # 1 und limx—1 60" (x) = +o0 =
0 konvex.
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Beweis der 1. Abschatzung (p > 2) Funktionalanalysi

Delio Mugnolo
Analytische
Versionen von H-B
Geometrische
Versionen von H-B
Der Beweis wird dhnlich durchgefiihrt, indem man sieht, dass

» d sein max in ¢ = 0,7 annimmt, und dass

> ( konkav (statt konvex wie im Fall p € (1,2)) ist.
LP-Raume
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Beweis der 2. Abschatzung (p > 2)

>

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Zz.:
2|I£115 + 2llgllz < If + gll7 + If — &ll5-
Sei wieder
6:C*3(z1,2) ~ |z 4 2P + |21 — 2|° € [0,00).
Schreibe wieder z, = za~'be'®, mit a:= |z1|, b > 0, so dass

2
2

d(¢) = |a+be'®|P+|a—be'®|P = (a*+b*+2ab cos ¢) +(a2+b2—23bcos¢)§.

Mingep.2m) d(¢) = 2(a% + b))% (min wird in ¢ = T, 32
angenommen).

Konvexitit von t — t5 =

(a2 + b%)% > 2 + bP Va, b > 0.

LP-Raume

> Somit mingepo,2n) d(¢) > 2a° 4 2b°.
> Somit |z1 + z|P + |z1 — 22|° > 2|z1|P + 2|2|P Vz1,2 € C.

Fiir f(x) = z1 und g(x) = z gilt somit
/(|f(><)+g(><)|p+lf(X)—g(X)lp)dXE 2/ (FCI + [g(x)I°) dx.
Q Q
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Beweis der 2. Abschatzung (1 < p < 2) Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Der Beweis wird Zhnlich durchgefiihrt. [ Details: UA ]

LP-Raume
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Gegenbeispiele Fekioanansie

Delio Mugnolo

Anmerkung.

> Ll(O, 1) ist nicht strikt (und somit auch nicht gleichmaBig)
konvex. Denn fiir f(x) := 2x und g(x) := 2 — 2x, x € (0,1),
gilt 1(f + g)(x) =1, x € (0,1), und somit f,g € L*(0,1) und
Iflls = llglls = I3(f + &)ll1 =1, obwohl f # g.

» L°°(0,1) ist nicht strikt (und somit auch nicht gleichmiBig)
konvex. Denn fiir f(x) := 1 und g(x) := 1 — 2x, x € (0, 1), gilt
2(f+g)(x) =1—x, x € (0,1), und somit f, g € L=(0,1) und
[Ifllec = llglloc = I3(f + &)lloc = 1, obwohl f # g.

LP-Raume
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(Q, 1) MaBraum.

Satz.
Sind p,q € (1,00) mit p~* + q~

v LI(Q,p) 3 g = g € (LP(Q, 1))

1 —1, soist

ein isometrischer Isomorphismus, wobei

'yg:Lp(Q,,u)BfH/f-gd,uE(C.
Q

Beweis.
Ahnlich Wi__e fiir ¢P
[ Details: UA ]

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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o-endliche MaBraume und Dualitat

(2, u) MaBraum

Definition.

(Q, u) heiBt o-endlich, falls 3(An)nen C X s.d. p(Ap) < 00
Vn € N und |, ey An = Q.

(0.b.d.A.: Ay C Ani1 ¥n €N)

Satz.
Ist (2, 1) o-endlich, so ist

v L) D g = g € (LY, 1))

ein isometrischer Isomorphismus, wobei

yg:Ll(Q,p)afH/f-gdue(C.
Q

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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Beweis - Injektivitit runionsianabss

Delio Mugnolo
Analytische
Versionen von H-B
> Erfiillt g € L(Q, 1) v =0, d.h. Versionan von H-B
/f«gdu:O Vf e 1N(Q, ),
Q
so gilt Vf, := 1q,signg € L*(Q, 1)
lg|ldp =0 Vn e N.
Q,
> Somit g = 0 pu-f.0. 1P Riume
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Beweis - Surjektivitat - 1 runktionaianals

Delio Mugnolo
> Sei ¢ € (LY(Q,p)). Z.z.: Ju € L®(Q, 1) s.d. ¢ = .
> Sei
Olo, ' = a1 p-f.i. und O, \q, ;= an, n€EN,
wobei a, > 0 Vn € N mit
10113 = / 6ty / 07 dpu = (19]aa)*+D_(1+1\ola)* < 00,
(o3} k=1 Y Q+1\ 2% k=1

s.d. 6 € L(Q, ).
> [*(Q,u) D f— (4,0 f) € C ist ein stetiges lineares Funktional.
> Riesz—Fréchet = 3|v € L*(Q, ) s.d.

LP-Rdume

($,0-F) = (v|f)  VfeLlX(Q,u).

> Sei
0= =, p—f.i..
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Funktionalanalysis

Beweis - Surjektivitat - 2

Delio Mugnolo
> u ist meBbar und ulg, € L?(Q, u). Noch z.z.: u € L*(Q, ) und
(¢, F) = / uf du  YFf e LN(Q,pu).
Q
> Es gilt
(0.10,8) = [ ulogdu Ve € L™(R ) VneN,
Q
(setze einfach f := lng"g in
(6,0-F) = (e VFe 2@ u)
ein).
> Sei C > ||¢||(L1)’ und
A={xeQ:|u(x)| > C}
LP-Raume

> u(A) =0, denn fiir g := 1asignu gilt
[ luldu < élwyn(Angy)  vneN.
ANQ,
> Somit Cu(ANQ,) < [|Pllayn(ANQn) = u(ANQ,) =0VneN.
> Daher p(A) =0 und v € L*(Q, 1) mit

< .
lulloe < llglliiy .



Funktionalanalysis

Beweis - Surjektivitat - 3

Delio Mugnolo

> Sei he L'(Q,p). Dannist u- h € L'(Q).
> Setze g := T,hin

(6.10,8) = [ ulo,gdp Vg € L™(@up)¥n €N

Q
ein, wobei T, der Trunkierungsoperator ist:
To : R > x — min{|x|, n}sign(x) € R, neN.
> Beppo Levi = 1g, T,h — hin L}(Q, ).
> Somit
LP-Rdume
(¢, h) < (#,1q, Toh) = / ulg, Toh dp — / uhdpu.
Q Q
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Bewe|s _ |Sometrie Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

> Schon bekannt: e H-B

lulloo < M@l (22y-
» Andererseits

(6.0 = [ whdu

Q
und somit
1
(&, M) < llullollhlls  Vhe L(,p).

> Somit [[¢]|(1y < |ulloo- BT
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Man identifiziert also (L*(£2, 1)) und L>°(, 1). Funidtionalanalysis

Delio Mugnolo

Satz.

Sei (2, i) o-endlich. Besteht (2, 1) nicht aus endlich vielen
Atomen, so ist L*(S2, 1) nicht reflexiv.

Beweis.
Betrachte zwei Fille:

(i) Ve > 03w C Q messbar mit 0 < p(w) < e.
(i) Je >0 s.d. p(w) > € Yw C Q messbar mit p(w) > 0.

> Im Fall (i) betrachtet man eine Folge w, messbarer Mengen mit
w(wn) > 0 und p(wn) N\ 0.

» Man findet mithilfe der angenommenen Reflexivitdt eine schwach
konvergierende Folge (un)nen C L' sd. fwm u, du =1 fiir n groB
aber auch limm,— oo fw’n o — limy_oo tp dpp = 0.

LP-Raume

> Im Fall (i) ist L*(Q, ) ~ ¢* und somit nicht reflexiv.

[ Details: UA ] O
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Korollar.
Sei (2, 1) o-endlich. Besteht (2, i) nicht aus endlich vielen
Atomen, so ist L>°(2, 1) nicht reflexiv.

Anmerkung.
> Somit ist L*(Q, 1) € (L*°(Q, 1)) . Solche Funktionale kénnen
mithilfe von Hahn-Banach gefunden werden, etwa fiir Q = R".
> Seido: Cc(RY) 3 f s (0) € K: dann ist 6o € (C(RY))'.

» Hahn—-Banach = &y kann auf ein ¢ € (L°(R"))’ fortgesetzt
werden.

> Also (¢, f) = f(0) Vf € C(R").
> Vue LNRY) (¢,) # [awu - du, denn sonst ware

/ uf du=0  Vfe C(R")sd f(0)=0.
RN

» Man kann zeigen, dass dann u = 0 p-f.i. und somit ¢ =0. 4

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume

349 /439



Separabilitat der LP-Raume

Q messbare Teilmenge von RV, 1 Lebesgue-MaB

Satz.
LP(Q) ist separabel Vp € [1,00).

Satz.
L>°(Q2) ist nicht separabel.

Beweis.
Der Bewei§ ist ahnlich zum Fall von £°°.
[ Details: UA ]

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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Vorbereitendes Resultat Funktionalanalyss

Delio Mugnolo

Satz.
C.(RN) liegt dicht in LP(RN) Vp € [1, o0).

Anmerkung.

Eigentlich gilt sogar: CS°(Q) ist dicht in LP(Q, i) bzgl. der || - ||,-Norm
vQ C R" offen und Vp € [1,00). Fiir einen Beweis: vgl. H. Brezis,
Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,
Cor. 4.23.

LP-Raume
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Beweis Funktionalanalysis
Delio Mugnolo
> Sei f € LP(RV) und € > 0.
> Sei T,:R 3> x — min{|x|, n}sign(x) € R, n € N.
> Sei f, := 13"(0) T.f.
> Beppo Levi = ||f, — f|l, = 0.
> Somit 3g € L°(R") und K = B,(0) C R" kompakt s.d.
grv\k = 0 p-f.ii. und
If —gllo <e
(betrachte g = f, fiir n groB genug).
» C.(RV) = L'(R") = V5 > 03he C(RV) sd.
llg = hlls <6
> Sei h:= T,h € C(R"), wobei n > ||g|cc, 50 dass ||h]lcc > |||co- 1P Riume

» Interpolationsungleichung = es gilt

- ~ 1 - 1-1 1, _1
g —hllo < llg — All{ llg — Alloo ® < 67 (2]|Alloc)" .

Die Aussage folgt, wenn man ¢ klein genug wahlt, dass
1, e 1
57 (2||Alloe) "7 <€
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Funktionalanalysis

Beweis der Separabilitat - 1

Delio Mugnolo

> Man nimmt erst an, Q = RV,
> Sei R :={R = [[;_,(ak, bx) C R" : a, bx € Q}.

»> Sei X der Vektorraum der endlichen Q-linearen Kombinationen
von Funktionen 1, R € R.

> X C LP(R") und X ist abzihlbar.
> Es reicht z.z.: X = LP(RV).

LP-Raume

353 /439



Funktionalanalysis

Beweis der Separabilitat - 2

Delio Mugnolo
> Sei f € LP(RV) und € > 0. Sei g € C.(RY) s.d. ||f —g|l» < e
> Sei R€ R sd. ggvg =0.
> R kompakt = V& >0 3Ry,...,Rv € R s.d. R =J)_, Ry und
— inf J.
sup £(x) = inf g(x) <
> Fir d§ = 6|R‘7%, 71 = (Fl,’)lgigl\/ mit
hi = i/ g(x) dx
"R g, 7
und h eine Q-Approximation von h gilt (Hélder) .

1
llg — hllp < llg = hllc| RIP <.

> Somit
If —hll, <|If —gllp+ llg — hllp, < 2e.
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Beweis der Separabilitat - 3

> Ist Q # R, betrachte die Abbildung
T:LP(Q)>f— Tf € LP(RY),

wobei . Q
Tf(x) = { O(X) i;Q’

> T(LP(RQ)) ist ein abgeschlossener Teilraum von LP(RV), also
ebenfalls separabel.

> T(LP(Q)) ist dem LP(Q2) isomorph.
> Somit ist LP(Q2) separabel.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

LP-Raume
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Funktionalanalysis

Der Satz von Stone—WeierstraB

Delio Mugnolo

K kompakter metrischer Raum

Theorem. (K. T.W. WeierstraB 1885 & M.H. Stone 1937)
Eine Unteralgebra A C C(K;K) liegt dicht in C(K,K), falls
»le A,

> A trennt die Punkte von K, d.h.Vx,y € K, x # y,
If € Asd. f(x) # f(y),
» fcA=fcA(falsK=C)

LP-Raume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Dazu verwendet man:
Lemma (U. Dini)
Sei K kompakter metrischer Raum, (f;)pen C C(K,R)
punktweise monoton wachsend. Konvergiert (f,)nen
punktweise, so ist die Konvergenz bereits gleichmaBig (d.h.
bzgl. || - [|oo)-
LP-Raume
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Vorbereitendes Lemma - 2 Funktionalanalyss

Delio Mugnolo
Lemma
[0,1] 5 t — \/t € [0,1] ist gleichmiBiger Grenzwert einer R
Folge von Polynomen. s
Versionen von H-B
LP-Raume
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Funktionalanalysis

Vorbereitendes Lemma - 2

Delio Mugnolo

Lemma
[0,1] > t = +/t € [0,1] ist gleichm&Biger Grenzwert einer
Folge von Polynomen.
Bewesis.

> Definiere (pn)nen durch

1
po(t) :=0,  pua(t) = pn(t)—|—§(t—pn(t)2), te[0,1], neN.
> Induktiv beweist man, dass p,(t) < v/t Vt € [0,1] und alle n € N.
> Somit ist (pa(t))nen beschrinkt und monoton wachsend,
LP-Raume

Vt € [0,1]. Somit konvergiert es.
> In der Tat: lim, o0 pa(t) = V£ Vt € [0, 1]. [ Details: UA ].

» Lemma von Dini = Aussage.

359 /439



BeWGIS = K = R - 1 Funktionalanalysis

>

- Delio Mugnolo
Wir zeigen: Ist f € A, dann ist |f| € A, wobei
|f] : K2 x = |f(x)| € Ry: Klar fiir f = 0.

Sonst betrachte (pn)nenmit

1
po(t) :=0,  pni(t) := pn(t)+§(t—pn(t))2, te[0,1], neN.
und schreibe

f2 f?
11 = I1Flloe | 7= = Iflloe lim pn (7).
712 SN

Somit: Sind f, g € A, so gilt auch

inf{f,g} :=1(f+g—|f —gl|) € Aund

sup{f,g} := %(f+g+ |f —g|) € A

Sind x,y € K mit x # y und o, 8 € R. Dann 3f € A s.d.
f(x) =aund f(y) =8 z.B.

LP-Raume

f(2) ::a+(ﬁfa)gg7§;;:§g3, zeK,

wobei g € A x, y trennt.
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BeWGIS = K = R - 2 Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Noch z.z. A= C(K,R).
> Seie>0und f € C(K,R) und sei x € K. DannVy € K 3g, € A
s.d. gy(x) = f(x) und g,(y) = f(y).
> Sei U, Umgebung von y s.d. g,(x) < f(x) + € Vx € U,.
> K= UyeK U, und Heine—Borel = J y1,...,yn € K s.d.
K= UQI:I Uy, -
> Sei nun hy = infi<x<n gy, . Dann gilt h, € A.
> he(x) = f(x) und hy < f+eund h(z) > f(z) —eVz € Vi, Vi
Umgebung von x.
» Heine—Borel = dx1,...,xy € K sd. K = Uyzl Vi LP-Raume

> Die Aussage gilt mit h:= sup; ;< hx,, da h € A.
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BeWGIS - K = C Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
> VfEARef = cAundimf="3LcA
> Sei Ag:={f€A:f =f}:da 1€ Ay und Ao trennt die Punkte
von K, Ap = C(K,R).
» A= Ao+ iAo = Aussage.
LP-Raume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Korollar.
K[x] = C(I), fiir alle abgeschlossenen Intervalle | C R.
Korollar.
Q[x] = LP(J) fiir alle offenen J C R, Vp € [1,00).
LP-Réume
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Funktionalanalysis

Multiplikationsoperatoren auf [P-Raumen

Delio Mugnolo
(2, ) o-endlicher MaBraum, g : Q — K messbar, p € [1, x]
Satz.
Mg : f — q-f ist genau dann ein beschrinkter linearer
Operator auf LP(Q, 1), wenn q € L*°(Q, 1), und
IMgll = llgllco-
0 € p(My) genau dann, wenn 0 & qess(S2), wobei
Gess(Q) :={AN € C: u({s€Q:|q(s)—\| < €}) #0Ve > 0}.
Beweis. LP-Réume

> Holdersche Ungleichung = ||Mq]| < ||9]c-
> o-Endlichkeit = ||My|| > ||q||oo- [ Details: UA ]
> Invertierbarkeit: hnlich wie im Fall von C(Q). [ Details: UA ]
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Beste Approxl matlon Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X Banachraum, C c X

Satz.
Ist X reflexiv und strikt konvex und ist C abgeschlossen und
konvex, so Vx € X dly € C s.d.

IIx —yllx =inf{||z—x||x : z € C}.

LP-Raume
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(M’ d) metriSCher Raum Funktionalanalysis

Definition. et Hugnele
f: M — R heiBt nach unten halbstetig falls VA € R

{x e M:f(x) <A}
abgeschlossen ist.
Lemma
Sei X ein reflexiver Banachraum. Sei C C X abgeschlossen
und konvex. Ist ¢ : C — R nach unten halbstetig und konvex
und erfiillt ¢

¢(}/) = 00,
llyll x —o0 "
yec LP-Réume

so besitzt f ein Minimum.

Details: UA .

366 /439



Funktionalanalysis

Beweis
Delio Mugnolo
> Sei x € X und definiere ¢« : C 3y — ||x — y|lx € R.
> ¢ ist stetig, konvex und
im  x(y) = oo.
Iyl x =00
yec
> Voriges Lemma = 3y, € C s.d. ||x — y«|| = inf{||]z — x|| : z € C}.
> Sei y € C sd.
x =yl = lIx =3Il
» Fiir u:=x—y,und i := x — y gilt
== 2 2 - el =l = i,
da C konvex und somit 3% € C. LP-Réume

» Es gilt auch

u+u
2

1 ~
< Slull + Nz = flull

» X strikt konvex = u = & und somit y, = .
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Belsp|e| Funktionalanalysis
Delio Mugnolo
(2, 1) MaBraum
Korollar.
Ve LP(Q) g e LE(Q) :={he LP(Q):h>0p-fi} sd.
If —gllp <IIf —hll,  Vhe LL(Q).
Korollar.
Sei 11(Q) < 0o. Dann Vf € LP(Q) Vq € [p, 0]
Jg € BY9(0) := {h e L9(Q) : ||hllq < 1} s.d.
If—glp<|f—hll, VheB90). 1#-Raume

Beweis.
[ Details: UA |

OJ
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Unbeschrankte Operatoren

X, Y normierte Raume
Ein linearer Operator T : X — Y ist genau dann
unbeschrankt, falls Vn € N 3x, € X s.d. || Txy|| > nl|xa]|.

Anmerkung.

Ein unbeschrinkter Operator muss nicht iiberall in X
definiert sein. Vielmehr betrachtet man i.A.
T:XD>D(T)—=Y.

Definition.

T:X D D(T)— Y heiBt dicht definiert, falls D(T) = X.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Beispiele unbeschrankter Operatoren runionsianabss

Delio Mugnolo

Der Ortsoperator
[(R) > f —id- f € L*(R).
und der Drehimpulsoperator
’( 5 - F)
[2(R%C)> f | —i(z% X0 5y | e LA(R3C).
gf %7)

Xoy —

sind unbeschrankte Operatoren. Unbeschréinkte

Operatoren und
Sobolev-Raume
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Fundamentales Beispiel: der Laplace-Operator

z.B. mit D(A) := C?(RV) auf X := C(RV)

[.LA. hingt D(A) von X sowie von den Randbedingungen ab.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Version von

H-B
Geometrische
Versionen von H-B
Unbeschrénkte

Operatoren und
Sobolev-Raume
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Abgeschlossene Operatoren runktionaiansbss

Delio Mugnolo

X,Y normierte Rdume, T : X D D(T) — Y linear
Definition.
T heiBt abgeschlossen, falls sein Graph

G(T)={(x,Tx) e Xx Y :xeD(T)}

eine abgeschlossene Teilmenge von X x Y ist; d.h.,

wenn fiir
Jjede (xn)neny C D(T) aus
dlimx,=x wund 3Jlim Tx,=y
neN neN
folgt, dass e
X € D(T) und Tx = y. Sobolev-Raume
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Funktionalanalysis

Fundamentales Beispiel

Delio Mugnolo
Beispiel.
X := C([0,1]).
Sei
Dy(D) = C([0.1])
Du = u.
Dann ist (D, D1(D)) abgeschlossen, denn aus
|| - llco-Konvergenz von (f,)nen und () ,en folgt, dass
limy—oo fn € CY([0,1]) und
. / i p gnbeschrénkted
(Jim £) = lim . Onerioren
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Funktionalanalysis

Weiteres Beispiel
G = (E, V) abzéhlbarer Graph
mit Adjazenzmatrix A und Gradenmatrix
D := diag(d(v))vev, wobei d(v) :== {w € V : v ~ w}|.

Delio Mugnolo

Ag:=D—-Ac M|V|(R)
= Ag ist einen Operator auf ¢?(V)

Explizit:

Ac : (x)vev <Z(xv - xw)>
veVv

v~w

Unbeschrénkte
Operatoren und

Ag ist genau dann beschrinkt auf /2(V), falls G S e
gleichmiBig lokal endlich ist, d.h.:

M > 0sd. d(v) < M Vv e V.
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Beispiel eines nichtabgeschlossenen Operators
X :=C([0,1]), T : D(T) — C([0,1]),
Tf=f

mit
D(T) := {f € C}([0,1]) : suppf C (0,1]}.

Seien

_Jo falls t € [0, n71],
folt) := { (t—n1)? falls t € [n71,1].

Dann ist f, — f und f, — " in X mit
f(t) = t2

T ist nicht abgeschlossen, da suppf = [0, 1] und somit

f & D(T).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Eigenschaften abgeschlossener Operatoren

X, Y Banachraume, T : X D D(T) — Y abgeschlossener
Operator

Lemma

» T + B ist abgeschlossen VB € L(X,Y).

> Ist Ald —T injektiv fiir ein A € C, so ist T genau dann
abgeschlossen, wenn (\1d —T)~! abgeschlossen ist.

» TB mit D(TB) :={z€ Z:Bze D(T)} ist
abgeschlossen VB € L(Z, X).

> ker T ist abgeschlossen.

Beweis.

[UA] 0

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Der Satz vom abgeschlossenen Graphen runionsianabss
Delio Mugnolo

X, Y Banachraume, T : X D D(T) — Y linear

Theorem.

Ist T abgeschlossen mit D(T) =X, soist T: X — Y Verstanen'von H-5
Geometrische

bereits beschrankt. Versionen von H-B
Unbeschréankte

Operatoren und
Sobolev-Raume
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Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

X, Y Banachraume, T : X D D(T) — Y linear

Theorem.
Ist T abgeschlossen mit D(T) =X, soist T: X — Y
bereits beschrankt.

Beweis.
> G(T) ist ein Banachraum (da abgeschlossener Teilraum von
X XY).

> m1:G(T) > (x, Tx) — x € X ist beschrinkt (da T
abgeschlossen), surjektiv (da D(T) = X) und injektiv (da Tx =0
falls x = 0).

> Satz der beschrinkten Inverse = 717! : X 3 x — (x, Tx) € G(T)
ist beschrankt.

» Also ist auch T stetig.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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D |e G ra p h ennorm Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

X, Y Banachraume, T : X D D(T) — Y linear

Definition.
Die Graphennorm || - ||t von T ist

Ixllr = lIxllx + 1 Txlly, — x € D(T).

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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X, Y Banachraume, T : X D D(T) — Y linear

Funktionalanalysis

Lemma Delio Mugnolo
T ist genau dann abgeschlossen, wenn
[D(T)] :==(D(T), || - ||7) ein Banachraum ist.

Unbeschréankte

Operatoren und
Sobolev-Raume
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)(7 Y Banachréiume, T:XD D(T) — Y linear Funktionalanalysis

Lem ma Delio Mugnolo

T ist genau dann abgeschlossen, wenn
[D(T)] :==(D(T), || - ||7) ein Banachraum ist.

Beweis.

> “=" Sei (Xn)nen C D(T) s.d. ||xn — Xm||7 — O.
> Somit sind (xn)nen € X und (Txn)new C Y konvergent.

> T abgeschlossen = x := limp—o0 x, € D(T) und
limpsoo Txn = Tx.

> Somit ||x, — x||7 — O.
“<" Sei (Xn)nen € D(T) s.d. xo = x in X und Tx, = y in Y.

» Dann sind (x)nen und (Txn)nen Cauchy in X bzw. in Y, und
somit ist auch (xa)nen Cauchy in (D(T), || - ||7)- Unbeschrinkte

> (D(T),|l - |l7) Banachraum = (x»)nen konvergiert in nggf:ﬁ’gguﬁ:
(D(T), |l - I7) — deshalb Tx < Tx, — y.

> Somit gilt die Aussage.

381/439



Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

X,Y normierte Rdume, S: X D D(S) — Y, pralytische
T:X>D(T)—> Y e
Definition.
Man sagt, S ist enthalten in T oder T ist eine Erweiterung
von S, S C T, falls

» D(S) c D(T) und

» Sx = Tx Vx € D(S).

Unbeschrénkte

Operatoren und
Sobolev-Raume
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AbschlieBbare und adjungierte Operatoren Funktionalanalysi

Delio Mugnolo

X, Y Banachrdume, S : X D D(S) — Y linear
Definition.

> Ist S nicht abgeschlossen und existiert der kleinste
abgeschlossene Operator T, s.d. S C T, so heift S
abschlieBbar und T ihr Abschluss, T = S.
> Ist S dicht definiert, so ist der zu S adjungierte
Operator
S Y' > D(S) - X,
wobei
D(S) = {yeY :3xX e X sd (Sx,y') = (x,x') Vx €S )te

i / Operatoren und
5 y = X Sobolev-Rdume

(Existiert ein solches x’, so ist es auch eindeutig bestimmt.)
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Anmerkung.

» 55 CS mit§1:52 — Sé C 5{ (ohne
Dichtheitsbedingung ist die Implikation i.A. falsch).

» [st X = Y ein Hilbertraum, so Lemma von Riesz =
y' € D(S") < |(Sxly")ul < Clix||n Vx € D(S).

» Sind X, Y Hilbertrdume, so definiert man den
Hilbertraum-adjungierten Operator durch

D(S):={y' e Y:3x € X sd. (Sx|y' )y = (x|xX')u}.
Operatoren und
Sobolev-Raume
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X,Y Banachrdume, S: X D D(S) — Y linear

Lemma

S ist genau dann abschlieBbar, falls ¥(xn)nen C D(S)

Xp — 0und Sx, wze X =

Der Abschluss ist durch

bestimmt.

Beweis.
[UA]

z=0.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Beispiel eines abschlieBbaren Operators

Seien X = C([0,1]) und D(T) = C*(]0,1]).
Dannist T : D(T) 3> u+ v € X abschlieBbar.
Ihr Abschluss ist

Di(D) = C([0,1])
Du = u.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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H Hilbertraum, S : H D D(S) — H dicht definiert
Satz.

(a) S’ ist abgeschlossen.

(b) S ist genau dann abschlieBbar, wenn S’ dicht definiert
ist, und dann gilt
S=9".

Definition.
Ein Operator U € L(H) heiBt unitar, falls (Ux|Uy) = (x|y)
Vx,y € H.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Beweis von (a)

> Sei

U:HxH>(x,y)— (—y,x) € HxH.
> U ist unitir = U(E*) = (U(E))* VE Unterraum von H.
> Sei (x,y) € H. Dann

(x,y) € UG(S)): < ((X,y)‘(fSZ,z)) =0 Vze D(S)
& (x|Sz) = (y|z) Vz e D(S)
& (x,y) € G(S).
> Somit G(S') = U(G(S))*.

> U(G(S))*™ C H x H ist als orthogonaler Raum immer
abgeschlossen = Aussage.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Funktionalanalysis

Beweis von (b)

Delio Mugnolo

> G(S) Vektorraum und U? = —Id =
G(S) = G(S)™ = (VA(G(S)))" = (U(U(G(S))")" = (U(G(S):-

> Somit dank (a) ist S’ dicht definiert < G(S) ist Graph von S”.

> Falls S” =S, dann ist S’ dicht definiert, denn sonst: Sei
ze D(S")*.

> (2,0) € (G(S)*
> Somit ist U(G(S')*) = (U(G(S")))* nicht der Graph eines

linearen Operators. Unbeschrénkte
— Operatoren und
> Aber S abschlieBbar = G(S) = G(S) = (U(G(S)))*. 4 Sh et
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Beispiel eines nichtabschlieBbaren Operators Funktionsanalys

Delio Mugnolo

Sei X := L?(R) und
D(T) = L[*(R)nLY(R)
Tu = /Ru(x)dx-uo

fiir einen Vektor up € L2(R), up # 0.
Ist v € D(T'), so gilt

(ulT'V)2 = (Tu|v)2
= (ul1)2(uolv).2
= (ul(uo[v).2)2-

Unbeschrénkte
Operatoren und

Somit T'v = (ug|v),21: da aber 1 & L?(R) muss Sobolev-Raume
(uo|v)2 =0 sein, d.h., D(T') L up und somit ist
D(T") # X (mit T‘/D(T,) = 0) = T ist nicht abschlieBbar.
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X Banachraum, T: X D> D(T) —» X, K=C

Definition.
Die Resolventemenge p(T) ist die Menge

p(T) = {AeC:Xld—T:D(T)— X ist invertierbar und
(Ald—T)"t e £(X)}.

Ist X\ € p(T), so heiBt
R\, T):=A\Ild-=T)!

Resolventenoperator von T an der Stelle \.
Das Spektrum o(T) ist die Menge

o(T):=C\p(T).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Anmerkung.

Ist T: X D D(T)— X linear und invertierbar, so ist

R(\, T) genau dann beschrankt, wenn T abgeschlossen ist
(dank dem Satz vom abgeschlossenen Graphen).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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X Banachraum, T : X D D(T) — X Operator mit p(T) # 0
(und somit notwendigerweise abgeschlossen)
Satz.

Ist T ein Operatorenideal, so sind folgende Aussagen
aquivalent.

(i) R(A\, T) € T fiir ein (und somit fiir alle) A\ € p(T).
(i) e T.
(v ist der Einbettungsoperator [D(T)] — X.)

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Beweis

> Sei A € p(T). Dann ist |||x]|[x := ||[Ax — Tx||x eine &quivalente
Norm auf [D(T)], denn

Ixllr < IR, TYA = Txllx 4 [1Ax = Txlx + [Alllx]lx

> R(A\, T): X — [D(T)] ist also ein Isomorphismus mit
beschrankter Inverse Ald —T.

> Nun, t =R\, T)(Ald—T) und R(\, T) =co R(\, T).

> |dealeigenschaft = Aussage.

< @4 ADURO T+ DA = Tx]lx =: Mx]|x.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Spektralabbildungssatz (SAS) fiir Funktionalanalysis
Delio Mugnolo
Resolventenoperatoren ®

<o s>

X Banachraum, T : X D D(T) — X Operator, K=C

Satz.
Ist p(T) # 0, so gilt

o(RA, TH\0} = (A=o(T)) == {(A-p) "t € C: p e o(T)}.
Entsprechende Aussagen gelten auch fiir op, 04, 0.

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Funktionalanalysis

Beweis

Delio Mugnolo

> Sind 1 # 0 und X € p(T), so gilt

A—p ) Id=T)R(\, T)x falls x € X
(u1d =R, T))X:{ Z/g((,\, T?((Z\—Mfl)) Id(—T))x falls x € D(T):

> Somit
ker(pld —R(\, T)) = ker ((,\ — Y- T)
und

Rg(uld —R(\, T)) = Rg (()\ —uid fT) .

» Definitionen von op, 04, 0, = Aussagen.
Unbeschrénkte

Operatoren und
Sobolev-Raume
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X Banachraum, T : X D D(T) — X Operator, K=C

Korollar.

Hat T kompakte Resolventenoperatoren, so hat T reines
Punktspektrum. Weiter gilt:

Entweder ist o(T) endlich oder besteht o(T) aus einer
Folge, die oo als einzigen Haufungspunkt hat.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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An merku ng_ Funktionalanalysis

Die meisten Eigenschaften von o(T) und p(T) sind fiir PEID e
abgeschlossene, dicht definierte T gleich wie bei
beschriankten T. Doch gilt jetzt i.A.:
» o(T) ist nicht kompakt.
» o(T) #0.
Z.B.: Sei
Dy(D) = C'([0,1])
D(D) = {we C([0,1]): u(1) =0}
Du = u.
» C = o((D, Di(D)): zu wenige Randbedingungen! Somit s — e**
Unbeschrénkte

ist Eigenvektor V.

» C = p((D, D2(D)): zu viele bzw. falsche Randbedingungen!
Ascoli-Arzela = o = o, und X € 0, = 3 Eigenvektor der Form
e(s) := ae™ fiir ein a € C. Aber e(1) # 0 (und somit e ¢ D>(D))
Vo € C.

Operatoren und
Sobolev-Raume
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Be|sp|e| Funktionalanalysis
Delio Mugnolo

Satz.
Der Operator

D(Ay) = {ue C?([0,1]): v/(0) = /(1) =0}

Ayu = "
auf C([0,1]) hat reines Punktspektrum mit (héchstens)
abzahlbar vielen Eigenwerten.
Unbeschrénkte

Operatoren und
Sobolev-Raume

399 /439



Belsplel Funktionalanalysis
Delio Mugnolo
Satz.
Der Operator
D(Ay) = {ue C%([0,1]): v'(0) = /(1) =0}
Ayu = J"

auf C([0,1]) hat reines Punktspektrum mit (héchstens)
abzahlbar vielen Eigenwerten.

Beweis.
> Die Gleichung u — u’" = f hat genau eine Lésung Vf € C([0,1]).
> Somit ist 1 € p(Ap).
> Ascoli-Arzela = ¢ : D(An) — C([0, 1]) ist kompakt oabeschiankie

Operatoren und
Sobolev-Raume

Und fiir Operatoren auf LP-Raumen?
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Motivation fiir die Einfiihrung der Sobolevraume

Betrachte f € C1([0, 1]). Dann gilt die partielle
Integrationsformel

/01 f'(x)g(x)dx = [f(x)m} X:(l) - /01 f(x)g (x)dx.

Vg € C([o,1]).
Inbesondere gilt

1 L 1
| gt = - [ g ve e co.n
0 0

Diese Integralformel definiert eine wesentliche Eigenschaft
der diff'baren Funktionen, sie benétigt aber nur eine f.ii.
definierte Funktion.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Funktionalanalysis

Sobolev-Raume — 1-dim

Delio Mugnolo

I C R offenes Intervall, p € [1, 0]

Definition. (S.L. Sobolev 1936)

f e Ll (1) heiBt schwach
differenzierbar falls
If =gell (/) sd

loc

/deA:—/ng)\
1 l

Yh e CX(I).
Der erste p-Sobolevraum, WYP(I),
ist

Geometrische
Versionen von H-B

Sergei LVOViCh Unbeschrénkte
Operatoren und
{f E LP(I) i f schwach SObOIeV Sobolev-Raume

diffbar mit £ € 1P(1)}.  (1908-1989)
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| C R offenes Intervall Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Satz.

vf e WLe(1) 3|f" € LP().

Analytische
Versionen von H-B

Geometrische
Versionen von H-B

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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| C R offenes Intervall

Satz.
VF € Whe(1) 3|f e LP(]).

Beweis.

> Ist g eine weitere schwache Ableitung von f, so gilt

/(f’_g)ﬂd)\:—/(f—f)WdAIO Vhe CX(1).

> CX(I) = L9(I) Vq, also insbesondere fiir g = p’ mit
plyp o1

/(f’ —g)hdx=0 Vhel”(I).
/

> Fiir h:= |f' — g|P~'sign(f’' — g) gilt somit
If"— glls = o.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Fundamentales Beispiel runionsianabss

Delio Mugnolo

Analytische
Versionen von

Beispiel.
Sei | :=(—1,1) und f : | > x — |x| € R. Dann gilt
f & CL(I) aber f € WLP(I) Vp € [1, 0], mit

oy | —1 fallsx e (—1,0)
) _{ 1 fallsx € (0,1).

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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| C R offenes Intervall

Satz.

» WLYP(I) ist ein Banachraum Vp € [1, ], bzgl.

I lwre = (IIFlles 1]l p) o

fe WhP(I).

> H(1) := WY2(I) ist ein Hilbertraum.

(Aber die Norm
Flllwre = (Iflle, 1 llee) po

ist dquivalent Yq € [1, c0].)

f e WhP(I).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume

406 /439



Beweis

> Sei (f,)nen C WHP(I) Cauchy. Somit sind (f,)nen und (£)nen
Cauchy in LP(1).

» [P(]) Banachraum = 3f,g € LP(I) sd. f, » f und f] — g.
> Esgilt
/fnﬁ dx = — /fn'ﬂ d\x  Yhe CXI).
I I

> Somit

/fﬁd)\ = lim /and)\
Il n—o00 !

= — lim /fn’ﬂd,\:—/gﬁdA Yh e CX(I),
1 1

n— oo

d.h. g=f"und f, — f in WEP(I).

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Fundamentales Beispiel

| C R offenes Intervall

Beispiel.

T:WYP(I) s fs f e LP())

ist ein unbeschrankter Operator auf LP(I). Er ist beschrankt
als Operator von WYP(I) nach LP(I). Weil

(D(T),| - ||IT) = WYP(I) ein Banachraum ist, ist T
abgeschlossen.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Funktionalanalysis

Sobolev-Raume — N-dim
Q C RN offenes Gebiet, p € [1,c]

Delio Mugnolo

Definition.
f € LL _(Q) heiBt schwach differenzierbar falls

IVF = (g1, ..,8n) € (1L, (Q)" s

/ f(x)@(x)dx: —/ gi(x)h(x)dx  Vhe CHQ), Vi=1, ..., M.
Q Oxi Q

Der erste p-Sobolevraum, leP(Q), ist

WYP(Q) := {f € LP(Q) : f schwach diff'bar mit Vf € (LP(Q))N},

und rekursiv: Unbeschrinkte

Operatoren und
Sobolev-Raume

WkP(Q) = {fe W 1P(Q):
f schwach diff 'bar mit Vf € (W< 1P(Q))"}.
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Q C RV offenes Gebiet, p € [1, 0]
Satz.
WkP(Q) ist ein Banachraum bzgl.

Hf”evk,p = ”fHﬁqu,p + HVf.Hekal,p
~ Y DFIIZ
|| =0k
W*k2(Q) ist ein Hilbertraum bzgl.
(flg)wre = Z (D“f|D%g) 2.
‘C‘":Ok Unbeschrénkte

Operatoren und
Sobolev-Raume
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Fundamentales Anwendungsbeispiel
Ist f:[0,1] — K und gilt
Au(x) — u”’(x) = f(x), x €[0,1]
mit
u'(0) = u'(1) = 0,
so gilt V¢ € C([0,1])

(Au(x) = u"(x))g(x) = f()o(x),  x€[0,1],
und somit (partielle Integration)

| #00atae = [ (o - o'yt

= )\/0 u(x)a(x)dx—k/o u' ()@’ (x)dx

—u'(1)p(1) + u' (0)$(0)

= )\/01 u(x)p(x)dx + /01 u' (x)¢/(x)dx.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Funktionalanalysis
Som It Delio Mugnolo

Definition.
u:(0,1) — K heiBit schwache Losung von

Au(x) — u"(x) = f(x), x € (0,1),
mit Neumann-Randbedingungen
J(0) =d'(1) =0,
falls u € H(0,1) und

[ 703090 =2 [ soitans VT s € o1

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume

Die Randbedingungen sind in der intergralen Formulierung nur implizit
gestellt!
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Theorem.
Sei f € L?(0,1), A > 0. Dann hat
Au(x) — u"(x) = f(x), x € (0,1),
mit Randbedingungen
J(0)=1d(1)=0
genau eine schwache Lésung ur. Weiter gilt
3C >0 sd. |urllpe < C||f]|2 VF € L%(0,1).
Unbeschréinkte

Operatoren und
Sobolev-Raume
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Beweis

> Definiere ein dquivalentes Skalaprodukt auf H*(0, 1) durch
Aulv) 2 + (U'|v') 2 Yu, v € HY(0,1).

> Sei f € L(0,1) und definiere
V:HY(0,1) 3 ¢ — (¢|f)2 € K.

> W c (HY(0,1))

> Riesz—Fréchet = J|u € H'(0,1) s.d. (V, ) = (p|u)m
V¢ € H'(0,1)

> Somit (¢]F)i2 = A(B|u)sz + (¢'|u)i2 Yo € CX([0,1]) — H'(0, 1).
» D.h., u ist schwache Lésung.

> Isometrie des Identifikationsoperators H*(0,1) <+ (H*(0,1)) =
a-priori-Abschatzung ||ur ||y < [[W]|(py -

> H'(0,1) < L3(0,1) ~ (L?(0,1)) < (H'(0,1))" =
Wiy < [Iflle2-

» = a-priori-Abschatzung [Juf|| < ||f]|,2.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Viele weitere Eigenschaften von Sobolev-Rdumen sind bekannt, sie
beruhen aber eher auf Methoden der PDGn bzw. spielen eher in den
PDGn eine Rolle: z.B.
» Schwache Differenzierbarkeit < Differenzierbarkeit f.i.;
> schwache Ableitung(en) f.ii. = 0 = Funktion ist konstant f.ii.;
> Moglichkeit, einen beschrankten Punktauswertungsoperator
W P(Q) — LP(8R) zu definieren, fiir k groB genug;
> Existenz dquivalenter Normen auf W**(Q), die Mittelwerte oder
Randwerte der Funktionen beinhalten (Poincaré-Ungleichungen);
> Dichtheit von C*°(Q) in W*?(Q) fiir alle k, p (Theorem von
Meyers—Serrin, 1964);

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Maglichkeit, Sobolev-Riume W*P(Z) fiir allgemeinere
Mannigfaltigkeiten zu definieren;
> Moglichkeit, Sobolev-Raume W*P(Z) fiir s € R zu definieren;
Méoglichkeit, Sobolev-Raume durch Fourier-Transformationen
(3quivalent) zu definieren;
Einbettungen von W*P(Q) in LY(Q) bzw. C(Q) fiir k, p groB
genug (Sobolevsche Einbettungssitze);
Méglichkeit, Sobolevraume auf atomischen MaBraumen zu
definieren (Sobolevrdume auf Graphen);
Unbeschrénkte

Operatoren und
Sobolev-Raume
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Kompaktheitsresultate

| offenes Intervall, p € (1, 0]

Theorem.
Ist | beschrankt, so gilt

WP(1) — C(T)
mit kompakter Einbettung.
Korollar.
Ist | beschrankt, so ist die Einbettung
WYP(1) — LP(I)

kompakt.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Vorbereitendes Resultat
| offenes Intervall, p € [1, 0]

Satz.
(1) Seig e LL (1) und xo € I. Sei

loc

G:l3xw [rg(t)dt € K. Dannist G € C(I) und

/G(x)h’(x)dx = —/g(x)h(x)dx Yh e CL(I).
i i

(2) Somit Vf € WXP(1) 3|f* € C(I) s.d. f(x) = f*(x) fiir
fa.x el und

1l cay < Ifllwaeqy,

kurz: WYP(1) < C(1).

Beweis.
[UA]

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Beweis des Satzes

v

v

v

v

v

Sei uc {f € WHP(I): ||f|lwre < 1}.
Dann gilt fir g ' =1—p !

/Xy u'(s) ds

Somit ist {f € W P(I) : ||f|p1» < 1} gleichgradig stetig.
WEP(1) — C(I) = {f € WHP(I) : ||f||wr» < 1} ist beschrinkt.

Ascoli—Arzela = Aussage.

1
< e el plla < 1x = yla.

u(x) = uly)l =

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Q c RN offenes Gebiet mit C1-Rand, p € [1,00)

Satz. (F. Rellich 1930 & V.I. Kondrachov 1945)

Ist Q beschrankt, so ist die Einbettung

kompakt.

WP(Q) < LP(Q)

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Analytische

Versionen von H-B
Geometrische
Versionen von H-B

Unbeschrénkte

Operatoren und
Sobolev-Raume
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1. Vorbereitendes Resultat
(M, dpy) metrischer Raum
Lemma (H. Hanche-Olsen & H. Holden 2010)

M ist prékompakt, falls Ve > 0 35 > 0 I(W, d\) metrischer
Raum 30 : M — W s.d.

» ®(M) ist prakompakt und
> Vx,y € M dw(P(x),P(y)) <0 = du(x,y) <e.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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1. Vorbereitendes Resultat
(M, dpy) metrischer Raum
Lemma (H. Hanche-Olsen & H. Holden 2010)

M ist prékompakt, falls Ve > 0 35 > 0 I(W, d\) metrischer
Raum 30 : M — W s.d.

» ®(M) ist prakompakt und
> Vx,y € M dw(P(x),P(y)) <0 = du(x,y) <e.

Beweis.

> Sei € > 0 und betrachte §, W, .
> (M) prikompakt = IW’' C ®(M) s.d.
» W' ist endlich und
> ®(M) C Uyew Bs(y).
> Nun: ®-Urbilder von d-Kugeln sind in e-Kugeln enthalten =

Mc | o7H(Bs(y)).

yew’

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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2. Vorbereitendes Resultat Funidtionalanalysis

Delio Mugnolo
p € (1,0), X C LP(RV)

Theorem. (A.N. Kolmogorov 1931 & M. Riesz 1933)
X ist genau dann relativ kompakt, wenn

(1) X beschrinkt ist,

(2) Ve >03R >0sd VFfe X

/ |f(x)|P dx < €P,
RN\ Bg(0)

(3) Ve >03p>0sd VFfecXVyecRN

<o s>

Unbeschrénkte

Wl <p= [ 1Fct ) = FP d < e et

423 /439



p € (1,00), X C LP(RN)

Korollar.
Ist @ C RN offen mit [Q| < oo, soist {fig: Q = K: f € X}
relativ kompakt in LP(Q2), falls

(1) X beschrédnkt ist,
(2) Ve >03p>0sd VFfecXVycRN

Wl <p= [ 1G9 = GO dx <&

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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Beweis [Hanche-Olsen—Holden 2010] - "<" 1 e

Delio Mugnolo
> Sei € > 0 und wahle R, p wie in (2) bzw. (3).
> Sei Q :=[IY,(—ai,a;) C R mit a; klein genug, dass Q@ C Bs (0).
> Seien @i, ..., Qm Kopien von Q s.d. Br(0) C Ujm:l Q.
> Definiere P € £(LP(RV)) f.ii. durch
|Qi| ™" [, f(z) dz falls x € Q;,
Pf = Qi
(P)) { 0 sonst.
> (2) =
IF—PFE < & +Z/ IF(x) — PF(x)|P dx
j=17Q
m p Unbeschrinkte
Operatoren und
= P —+ Z/ |Qj|71/ (f(X) — f(z)) dz dx. S:bolev—R.'a'ume
j=17Q Qj
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Beweis [Hanche-Olsen—Holden 2010] - “«<" 2

>

v

v

v

Da x —z € 2Q Vx,z € Q;, Jensen und (3) =
e+ [ 10l [ 1760 - (P dz e
j=1"Q Q

= 6p+2/ |Qf|71/ |F(x) — f(x +y)|P dy dx
j=1"7Q 2Q

< eP+|o|—1/ / |F(x) — F(x + y)|" dx dy
2Q JRN

If = Pfllz

IN

= €P+|Q|71/ Pdy = (2 + 1)
2Q

Somit ||f]l, < (2Y + 1)k e + || Pf||, VF € X.
IPf — Pglly < € = |If —gllp < (2" + 1) +1)e ¥f, g € X.

|IP]| <1 und X beschrankt = P(X) ist beschrankt und
endlich-dimensional, somit relativ kompakt.

Lemma von Hanche-Olsen—Holden = X ist relativ kompakt.
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Beweis [Hanche-Olsen—Holden 2010] - “=" 1 e

Delio Mugnolo
> Relativ kompakte Mengen sind immer beschrénkt = (1).

> Seie>0und X' C X endlich s.d. X C Jpexs Be(f). Sei R >0
groB genug dass

/ IFPP dx < Ve X',
RN\ Bg(0)

> Ist f € X' und g € Bc(f), so gilt

1

xpdxp fx—xde;
</RN\BR(O)|g( ) ) < (/RN\BR(O)() g(x)| )

1 Unbeschrinkte

P
[, 1P ox
RN\ Bg(0)
Operatoren und

5
If —gllo+ </ |F(x)[? dx> Sepplev-Riume
RM\Br(0)

IN

und somit gilt (2).
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Beweis [Hanche-Olsen—Holden 2010] - "=" 2 e

Delio Mugnolo
> Es reicht z.z., dass (3) gilt.

> (3) gilt automatisch fiir einzelne Funktionen, da C°(R") dicht in
LP(RM) ist.

> Sei e >0 und X' C X endlich s.d. X C Jscxs Be(f). Sei p >0
klein genug dass

y € B,,(O):>/ [f(x +y) — F(x)|° dx < € vf e X'
RN

> Ist f € X' und g € Bc(f), so gilt

</RN by ebdl dx>}) = (/R,\, lg(x+y) = f(x+y) d’<>lg
([~ 1F

atoren und
Sobolev Riume

+ (/RN () — g()|P dx> <3

428 /439

und somit gilt (3).



3. vorbereitendes Resultat

Q c RN offenes Gebiet mit C!-Rand

Theorem.

30 € L(WLP(Q), WLP(RN)) und 3C > 0 s.d.
L (@U)m) =u,
> [[©ull tony < CllullLr() und
> 1@ullwrpny < Cllullwreg)

Yu € WYP(Q). © heiBt Erweiterungsoperator.

Der Beweis ist sehr technisch und langwierig, vgl. Brezis, Functional

Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Thm. 9.7.
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4. Vorbereitendes Resultat

p € [1,00]

Lemma
Ist f € WHP(RN), so gilt

[ V) = F0P o <9l vy € RY

Zum Beweis: s. z.B. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and
Partial Differential Equations, Prop. 9.3.
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Beweis des Satzes von Rellich—Kondrachov

vV V. VvY

Sei B := {f ¢ W"P(Q) : ||fllwrr < 1}.

Q hat C'-Rand = 3 © Erweiterungsoperator.

O(B) ist beschrinkt in WP(RM) und somit in LP(RM).

Voriges Lemma = [ [f(x +y) — f(x)[? dx < ||Vf],|y| Vy € RN
vf € WHP(RY).

Somit
/ If(x+y) — f(x)|P dx < Cly| Vy e R"Vfeo(B).
RN
Kolmogorov—Riesz = Aussage.
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Eine Anwendung an Differenzialgleichungen

Um die Gleichung
Au(x) — u"(x) = f(x), x €Q,

mit Neumann-Randbedingungen

zu untersuchen miisste man den Operator

D(Ay) = {ue H?*0,1):4'(0)=d/(1) =0}
Ayu = U

auf L2(0,1) einfiihren.

Oder: man fiihrt den Operator nur “schwach” ein — man

kann mit PDGn-Methoden zeigen, dass die beiden
Definitionen iibereinstimmen.
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Funktionalanalysis

Schwache 2. Ableitung mit
Neumann-Randbedingungen

Delio Mugnolo

Satz.
Der Operator

D(Ay) = {uwe HY(0,1):3v e L%(0,1) s.d.
(¢ |W)2 = (v|w)2 Yw € HY(0,1)}
Ayu = —v

auf L?(0,1) hat reines Punktspektrum mit (héchstens)
abzahlbar vielen Eigenwerten.
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Schwache 2. Ableitung mit
Neumann-Randbedingungen

Satz.
Der Operator

D(Ay) = {uwe HY(0,1):3v e L%(0,1) s.d.
(¢ |W)2 = (v|w)2 Yw € HY(0,1)}
Ayu = —v

auf L?(0,1) hat reines Punktspektrum mit (héchstens)
abzahlbar vielen Eigenwerten.
Beweis.
> Die Gleichung (u|w);2 — (Anu|lw) 2 = (flw).2 Yw € H'(0,1) hat
genau eine Losung ur Vf € [3(0,1).
> Somit ist 1 € p(Ap).
> Rellich—Khondrakov = ¢ : D(Ap) — L?(0, 1) ist kompakt.
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Q c RN offenes Gebiet
Satz.

» WLP(Q) ist gleichmaBig konvex (und somit reflexiv)
Vp € (1,00).
» WLP(Q) ist separabel Vp € [1,00).

Lemma
Ist ein Banachraum X gleichmaBig konvex, so ist auch jeder
abgeschlossene Unterraum von X gleichmaBig konvex.

Beweis.

Einfach die Definition von glm. konv. anwenden. O
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Beweis des Satzes

> LP(Q) gleichmaBig konvex/reflexiv = (L”(Q))N+1 ~ LP(Q)
gleichmiBig konvex/reflexiv, wobei Q) die Vereinigung N + 1
disjunkter Kopien von € ist.

> T:WYP(Q) > f — (f,gradf) € (LP(Q))

> Somit ist T(W'P(Q)) ein abgeschlossener Unterraum von
(LP(Q))N+1.

> Somit ist T(W?(Q)) und auch WP (Q) gleichmiBig
konvex/reflexiv. [ Warum? UA ]

N+1 . . . .
ist eine Isometrie.

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume

436 /439



Der Raum W, ”(Q)

Q c RN offenes Gebiet

Definition.
WP (Q) ist der Abschluss von C2°(Q2) bzgl. der
| - [lwm.p-Norm.

Anmerkung.

Hat Q C'-Rand und ist u € W"P(Q) N C(Q). So ist genau dann
ue Wol’p(Q), wenn ujpq = 0.

Zum Beweis: vgl. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and
Partial Differential Equations, Thm. 9.17.
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Der Dualraum von W, ()

Q c RN offenes Gebiet

Satz. .
Ist g € W-LP(Q) := (Wol’p(Q)) 503
fo, fi, ..., fn € (LP(Q))" mit

N
<¢,u>:/ﬂ)ud)\+2/6~u’d)\.
Q =/e

Formal gilt

/ﬂ-u'd)\:—/fj'ud/\
Q Q

(das ist korrekt, falls f; diff'bar). Somit kann man W~1*(Q) ansehen
als den Raum der schwachen Ableitungen von LP(€2)-Funktionen.
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Beweis

>

Funktionalanalysis

Delio Mugnolo
Betrachte die Isometrie

T WHP(Q) 3 f s (F,gradf) € (L7(Q)".

> Si=T71 (1) o T(WHP(Q) — Wi (9Q).
> T(WyP(Q)) 2 h (¢, Sh) € K ist ein stetiges lineares

Funktional auf T(Wol’p(Q)).

Hahn—Banach = 3 eine Erweiterung ¥ € ((L"(Q)) NH) mit
gleicher Norm ||&||.
Riesz—Fréchet = 3y, fi,..., fv € (LP(Q))’ s.d.

N
(W,u)z/f()uod)\+2/ﬁujd/\
Q = /9

Vu e LP(Q))"*.

Insbesondere

N
(6.0) = (W, T = [ fwo dr+ - [ £ i
Q j=1 Q

Unbeschrénkte
Operatoren und
Sobolev-Raume
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