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KAPITEL 1

Grundlagen: Logik und Mengenlehre

In der Mathematik betrachtet man nur Aussagen oder Pradikate, die ,,entscheidbar* sind, also von denen
es moglich ist zu sagen, ob sie ,wahr“ sind, oder ,falsch“; z.B. die Aussagen ,1+1=2“ und ,,Mehr als 30.000
Studenten sind an der Universitdt Ulm immatrikuliert® sind beides entscheidbare Aussagen (und insbesondere
ist die erste wahr und die zweite falsch), wihrend die Aussage ,,Mein Hund ist intelligenter als deine Katze*
nicht entscheidbar ist. Wohlgemerkt, eine entscheidbare Aussage braucht nicht leicht entscheidbar zu sein: z.B.
die Aussage ,, 243112609 _ 1 it eine Primzahl®.

In dieser Vorlesung setzen wir die Grundlagen der Logik, insbesondere die B %rlffe von Aussage und Wahrheit
voraus. Fiir eine ausfiihrlichere Einfithrung verweisen wir auf Lehrbiicher, etwa% 1 Appendix], aber eine intuitive
Vorstellung dieser Begriffe wird ausreichen. Ubrigens, 243112609 _ 1 ist tatsichlich eine Primzahl, wie es 2008
bewiesen wurde.

Die Folgende Definition gilt als Startpunkt der moderner Mengenlehre. Wir werden sie verbatim zitieren und
wortlich akzeptieren, trotz ihrer (nur scheinbaren!) Ungenauigkeit. Sie wurde von Georg Cantor 1895 vorgeschla-
gen.

DEFINITION 1.1. Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden)
zu einem Ganzen.

Wenn ein Objekt x zu einer Menge M gehort schreibt man x € M. Besteht M aus den Elementen
X1,&2,y ..., Ty, sO schreibt man M = {z1,...,2,} (oder manchmal M := {z1,...,2,}, wenn wir die Menge
M gerade definieren). Wohlgemerkt: eine Menge darf auch unendlich viele Elemente enthalten. Nach Definition
sind alle Elemente einer Menge notwendigerweise paarweise unterschiedlich.

BEISPIEL 1.2. Also bildet z.B. {1} eine Menge (die nur aus 1 besteht), aber {1, 1} nicht. Ahnlich ist {Berlin}
eine Menge, doch ist {Berlin, Hauptstadt von Deutschland, Stuttgart} keine Menge. O

Sind zwei Objekte x,y wohlunterscheidbar, so kann man die Begriffe von Gleichheit und Ungleichheit von
x,y als wohldefiniert voraussetzen. In diesem Fall schreibt man z = y bzw. z # y.

DEFINITION 1.3. Zwei Mengen M, N heiflen gleich, und man schreibt
M = N,
falls sie die selben Elemente enthalten, d.h.: Ist m € M, so ist m € N, und umgekehrt ist m € N, so ist m € M.

t
Mit der obigen Definition ﬁ%ﬂte man vorsichtig umgehen. Bereits 1901 hat der Mathematiker, Philosoph
und Nobelpreistriager Bertrand Russell gemerkt, dass eine naive Anwendung der Definition zu Paradoxa fithren
kann, etwa dem folgenden

SaTz 1.4 (Russelsche Antinomie). FEs gibt keine Menge R aller Mengen, die sich selbst nicht als Element
enthalten.

BEWEIS. Angenommen R enthélt sich selbst, dann gilt aufgrund der Eigenschaft, mit der R definiert wurde,
dass R sich nicht enthilt, was der Annahme widerspricht. Angenommen es gilt das Gegenteil und R enthélt sich
nicht selbst, dann erfiillt R die Eigenschaft, so dass R sich doch selbst enthilt entgegen der Annahme. O
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Wir wollen auf eine axiomatische Einfiihrung der Mengenlehre, wie die von Ernst Zermelo und Abraham
Adolf Fraenkel in den 1920er Jahren vorgeschlagenen, verzichten. Als Faustregel merken wir nur an, dass sich
solche Paradoxa doch vermeiden lassen, wenn man bei der Einfithrung einer Menge R durch eine Eigenschaft
immer prézisiert, aus welcher sonst (wohl!) definierten Menge die Elemente R ausgew#hlt werden diirfen und die
moglicherweise eine oder mehrere Bedingungen erfiillen, etwa

{zr € M : die Bedingung A wird von z erfiillt}.

Dennoch sollte gesagt werden, dass einige der Sétze und Definitionen, die in diesem Kapitel vorkommen, eigentlich
Aziome der Zermelo—Fraenkel-Mengenlehre sind.

DEFINITION 1.5. Es sei M eine Menge. Eine weitere Menge N heifit Teilmenge von M, falls jedes Element
n € N auch Element von M ist.

Ist N eine Teilmenge von M, so schreibt man
NCcM
(oder manchmal auch M D N).

ANMERKUNG 1.6. Die Mengen M, N sind genau dann gleich, wenn M C N und auch N C M (warum?).
Insbesondere ist jede Menge Teilmenge von sich selbst.

Ist N eine Teilmenge von M aber N # M, so sagt man, dass IV eine echte Teilmenge von M ist. und man
schreibt
N C M.

DEFINITION 1.7. Die Menge, die keine Elemente hat, heifit leere Menge und wird durch () bezeichnet.

Wohlgemerkt: die leere Menge () ist eine wohl definierte Menge. Die Implikation ,,aus der Giiltigkeit der
Aussage A folgt die Giiltigkeit der Aussage B“ ist wahr, falls die Aussage A schon falsch ist. Insbesondere ist
jede Implikationf von der Form ,aus x € () folgt + € M*, denn kein Objekt ist Element von (). Also gilt der
folgende

SATz 1.8. Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge.
Man kann verschiedene Mengenoperationen definieren.

DEFINITION 1.9. Es seien M, N zwei Mengen. So definiert man die folgenden Mengen:

e die Durchschnittsmenge M N N ist die Menge der Elementen, die sowohl in M als auch in N
enthalten sind, also x € M NN genau dann, wenn x € M und x € N; ist M NN =0, so heiflen M, N
disjunkt;

e die Differenzmenge M \ N (oder manchmal M — N ) ist die Menge der Elementen von M, die keine
Elemente von N sind, also x € M\ N genau dann, wenn x € M und x & N; ist N C M, so heifst
die Differenzmenge M \ N auch Komplementmenge von N in M, und wird mit N¢ bezeichnet oder,
wenn man genauer sein will, Cpr(N);

e die Vereinigungsmenge M UN ist die Menge der Elementen von M, die auch Elemente von N sind,
also x € MU N genau dann, wenn x € M oder x € N;

e die symmetrische Differenzmenge M AN von M und N ist die Menge der Elementen von M, die
keine Elemente von N sind, und der Elementen von N, die keine Elemente von M sind, also x € MAN
genau dann, wenn entweder x € M oder x € N.

ANMERKUNG 1.10. Insbesondere gilt fiir alle Mengen M, N
MNNCMCMUN sowie MNNCNCMUN
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und
M\NCMANCMUN sowie N\M C MAN C MUN.
Falls M C N gilt auch
(MYE = M.

Eine natiirliche Parallele zwischen Logik und Mengenlehre entsteht dadurch, dass man die Menge M gewisser
Objekten, die eine Aussage P erfiillen, mit der Aussage identifiziert, also

M = {x: P(z) gilt}
kann man mit der Pradikat

Vo € M P(x) gilt.
Somit ist die Vereinigung von M und

N ={z: Q(x) gilt}

die Menge aller Elemente, die P oder Q erfiillen, kurz: P V Q. Ahnlich ist der Durschnitt von M oder N die
Menge aller Elemente, die P und @ erfiillen, kurz: P A Q). Diese Wahrheitswerte kann man kompakt mithilfe
zweier Wahrheitstabellen ausdrucken, wobei r und f fiir ,,richtig® bzw. ,falsch® stehen:

P Q|PVvQ Pl Q|PAQ
| r | r
r| f r und r| f f
flr r flr f
f|f f f|f f
So kann man auch weitere logische Operationen Definieren, etwa die Negation — und die Implikation =:

P|Q|P=Q

P|-P r|r r

T f und r| f f

r flr r

flf r

Solche Operationen lassen sich beliebig kombinieren, um neue logische Aussagen zu formulieren: z.B. ist die
Aquivalenz P < @ als

(P=Q)AN(Q=P)
definiert und hat somit die Wahrheitstabelle

P Q

Q
T
f
T
f

| ===
Pﬂ*—h'—h’-ﬂﬁ

BEISPIEL 1.11. Auch lassen sich kompliziertere Aussagen schrittweise und systematisch analysieren: z.B. gilt
P| Q| P&e (PV-Q)

T

e il sl
il e ]

r
r
f

da
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Pl Q| Pv-Q
r|r r
r| f r
flr f
f]f r

und somit muss man nur noch die Tabelle

P | Pv-Q | P& (PV Q)
r r r
r r T
f f r
f r f
beachten, wobei die Unterscheidung der ersten beiden Félle {iberfliissig ist. ]

ANMERKUNG 1.12. Eine Aussage, die, unabhéngig vom Wahrheitswert der zugrunde liegenden Bestandteile,
immer richtig ist, heift Tautologie. Z.B. sind die Aussagen

P=P PV =P
Tautologien.
ANMERKUNG 1.13. Beispielsweise sind zwei richtige Aussagen immer dquivalent, obgleich sie miteinander
scheinbar nichts zu tun haben: so sind die Aussagen

e Ulm ist Hauptstadt von Baden-Wiirttemberg

e Jede ungerade Zahl ist eine Primzahl
dquivalent. Das kann irritierend klingen.

Deshalb spricht man oft in der modernen Logik von Aussageform: eine Aussage ist dann speziell eine Aus-

sageform ohne freie Variabeln. Ohne zu genau werden zu wollen: Den Unterschied wird von den Beispiele
e (m? —n?,2mn, m? + n?) ist ein pythagoreisches Tripel

e (3,4,5) ist ein pythagoreisches Tripel
veranschaulicht. Die letztere Aussageform hat ein Wahrheitswert (sie ist nédmlich richtig), wihrend die erste
bekommt erst einen Wahrheitswert, wenn man fiir die Variablen Konstanten einsetzt (also m,n durch natiirlichen
Zahlen ersetzt) oder wenn man die freien Variablen durch Quantoren (d.h. durch V oder 3) bindet: z.B. indem
man die neue Aussage

2 —n?,2mn, m? + n?) ist ein pythagoreisches Tripel fiir alle m,n € N mit m > n

e (m
betrachtet.

DEFINITION 1.14. Zwei Aussagen heiflen gleich, falls sie gleiche Wahrheitstabellen haben.

BEISPIEL 1.15. Es seien P,Q Aussagen. Die Aussagen
P& (PV —Q) und Pv@
sind gleich. O

UBUNGSAUFGABE 1.16. Seien P, Q zwei Aussagen.
e Beweise, dass die beiden Aussagen

2(=P)V(=Q)), PAQ
gleich sind.
e Beweise, dass die beiden Aussagen

QV P, P=qQ
gleich sind.
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UBUNGSAUFGABE 1.17. Es seien P,Q, R Aussagen. Rechne die Wahrheitstabelle der folgenden Aussagen
aus:
~(PVQ)
~(PAQ)VR)
(PVQ)AQ
(P = ﬁQ) = P

Elementare Rechenregel fiir Mengenoperationen lassen sich somit anhand der logischen Prinzipien leicht
beweisen (bedenke insbesondere, dass jede Aussage von den Elementen der leeren Menge erfiillt wird, da sie
keine Elemente enthilt, die die Aussage verletzen konnte).

Somit haben M und N, falls sie gleich sind, die selben Eigenschaften.

SATZ 1.18. Es seien M, N, P Mengen. Dann gelten die Mengengleichungen

(1) M) =90,
(2) MU =M,
(3) M\ =M,

(4) MUN =NUM,

(5) MNN=NNM,

(6)  MNN)YNP=MnN(NNP),

(7) (MUN)UP=MU(NUP),

(8) ( MNN)UP=(MUP)N(NUP),
(9) ( MUN)NP=(MnNP)U(NNP),

BEwEIS. (1) M N@ ist nach Definition die Menge der Elementen, die M und () gehtren. Da () keine Elemente
hat, hat M N () ebenfalls keine Elemente.
(4) Es sei € M U N: nach Definition gehort = der Menge M oder der Menge N, und somit ist z auch Element
von N U M.
(8) Ist x € (M N N) U P, so ist « Element von P oder von M NN, d.h. von M und N. Ist € P, so ist x nach
Anmerkung%aueh Element von M UP sowie von NUP, und somit von (MUP)N(NUP). Ist jedoch z € MNN,
soist x € M C MUP und auch x € N C NUP. Damit hat man die Inklusion (M NN)UP C (MUP)N(NUP)
bewiesen. Um die umgekehrte Inklusion zu beweisen, sei € (M U P)N (N U P). Dann ist « Element sowohl von
M U P als auch von N U P. Also ist z Element von M oder P und auch von N oder P. Ist x Element von P,
so ist auch x € (M N N) U P; ist jedoch € P so muss « Element von M (damit € M U P) und auch von N
(damit x € NUP) ist. Alsoist te MNN C (MNN)UP. O

SATz 1.19. Sind M, N beide Teilmengen der Menge P sind, so

e es gilt genau dann M C N, wenn N¢ ¢ MY,

e M\ N=MnNNC,

e (MUN)® =M®nNNC,

e (MNN)®=M“UNC.

Die letzten beiden Gleichungen heiffen De Morgansche Gesetze.

UBUNGSAUFGABE 1.20. Vollende den Beweis vom Satzl i §f HOREE
.. 2
UBUNGSAUFGABE 1.21. Fiihre den Beweis vom Satz %

Ein Beispiel einer Menge ist N, die Menge der natiirlichen Zahlen. In der modernen Mathematik wurde sie
1889 von Giuseppe Peano aziomatisch eingefiihrt.

AXIOM 1.22. Es gibt eine Menge N, so dass die folgende Aziome gelten:
e (P1)0 €N,
o (P2) fir alle n € N existiert ein s(n) € N so dass
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e (P3) s(n) #0 fir allen € N und
e (P4)n=m fir alle n,m € N so dass s(n) = s(m), und schliefSlich:
e (P5) Ist X eine Teilmenge von N und gilt es
- 0e€ X und
— s(n) € X fir allen € X,
so ist X = N.

Ihre Elemente heiflen natiirliche Zahlen.
Beachte, dass P3 die Moglichkeit ausschliet, dass die Zuordnung n — s(n) trivial ist, also s(n) = n fiir alle

n. Vielmehr bezeichnet man s(n) durch n + 1 und somit wird auch die Addition auf N definiert: s. H% L.5] fiir
Details.

DEFINITION 1.23. FEs seien m,n € N. Dann wird die Summe von m und n durch
n+m:=s(s(...(n))),
—_——
m Mal
das Produkt von m und n durch
n-m:=n-+...+n
———
m MCLZ
und die m-te Potenz von n durch
nti=n-...-n
m Mal

definiert. (Meistens wird n - m einfach mit nm bezeichnet).

ANMERKUNG 1.24. Da jedes n € N definitionsgemaf

n=s(s(...(0)))
—_———
n Mal

erfiillt, sind die Addition und die Multiplikation kommutative Operationen, d.h., m +n = n +m und nm = mn
fiir alle n,m € N.

Uberhaupt spiegeln die Peanoschen Axiome die intuitive Vorstellung wieder, die Menschen von natiirliche
Zahlen haben. Sie beruhen nur auf dem intuitivem Begriff von ,Nachfolger und werden in der Mathematik wie
auch alle andere Axiome als unbewiesene Wahrheiten angenommen und benutzt.

ANMERKUNG 1.25. Insbesondere besagen die Axiome von Peano, dass N nicht leer ist (da 0 € N, P1); dass
es eine Funktion s : N — N gibt, die injektiv ist, und fiir die 0 nicht im Bild liegt (P2, P3, P4) (Funktionen
werden formal im néchsten Kapitel eingefiihrt).

Besonders wichtig ist P5, das Induktionsprinzip, welches viele Beweise erméglicht dank dem folgenden
Satz.

SATZ 1.26 (Induktionsprinzip). Es sei fir allen € N A(n) eine Aussage iber die Zahln. Gelte A(1) (,,Induk-
tionsanfang®) und dariberhinaus folge aus der Giiltigkeit von A(n) dass auch A(n+1) gilt (,,Induktionsschritt®),
fiir n € N beliebig. So gilt A(m) fiir alle m € N.

BEWEIS. Es sei M := {n € N: A(n) gilt}. Dann ist nach Voraussetzung 0 € M und zusétzlich aus n € M
folgt n 4+ 0 € M. Somit ist nach dem 5. Peanoschen Axiom M =N, d.h., A(n) gilt fir alle n € N. O
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BEISPIEL 1.27. Der junge Carl-Friedrich Gauf§ zeigte mittels Induktionsprinzip, dass die Summe der ersten
n natiirlichen Zahlen gleich %n(n + 1) ist. Dies kann man dank dem Induktionsprinzip nachvollziehen: fiir n = 1
gilt die Aussage offensichtlich (1 =21(1+41)). Essei nun 1+2+...+n = in(n+1), so ist

1 1 1
1+2+...+n+n+1:§n(n+1)+n+1: (2n+1) (n+1):§(n+1)(n—|—2).

Vorsicht! Zum Beweis durch Induktion sind tatséchlich beide Voraussetzungen nétig. Denn z.B. ist
die Aussage

1
,,1+2+‘..+n:§n(n+1)+7 fiir alle n € N“

falsch, obwohl man die Aussage

- 1

A(n)::7,1+2+...+n:§n(n+1)+7“, n €N,
definieren kann, fiir die der Induktionschritt A(n) = A(n + 1) gilt. Das liegt daran, dass der Induktionsanfang
A(1) falsch ist. O

Etwas salopp definiert man als geordnetes Paar eine Sammlung (z,y) zweier nicht notwendig voneinander
verschiedener Objekte z,y, wobei eines der beiden ausgezeichnet ist. Das ausgezeichnete Objekt x wird oft
vordere (oder erste) Komponente, das andere y hintere (oder zweite) Komponente des geordneten Paars
genannt. Z.B. bilden (7,3),(1,2),(2,1),(1,1) geordnete Paare (die alle unterschiedlich sind).

Allgemeiner fiihrt man die Folgende ein.

DEFINITION 1.28. FEin n-Tupel ist eine Sammlung von n nicht notwendig voneinander verschiedener Objekte,
wobei die Reihenfolge der Angaben beriicksichtigt werden soll, etwa (x1,...,%,), wobei x; deri-te Eintrag (oder
die i-te Koordinate) des Tupels heifst.

UBUNGSAUFGABE 1.29. Es sei M eine Menge und a,b € M. Zeige, dass die genauere Definition eines
geordneten Paars durch
(a,b) :={a,{a,b}}

genau diese Vorstellung wiederspiegelt. Wie kann man formal n-Tupel einfithren?

DEFINITION 1.30. Es sei M eine Menge. Die Menge P(M) aller Teilmengen N von M heifit Potenzmenge
von M.

Der Name ,,Potenzmenge* folgt aus der Tatsache, dass die Potenzmenge P(M) 2™ Elemente hat, falls M n
Elemente hat, s. Ubungsaufgabe

ANMERKUNG 1.31. Das mindestens eine Menge M iiberhaupt existiert, ist ein Axiom. Aber sobald man eine
Menge hat, kann man daraus unendlich viele neue Mengen basteln:
P(M), P(P(M)), P(P(P(M))),...
BEISPIEL 1.32. Es sei M die Menge der Buchstaben a, b, also M = {a,b}. Dann ist P(M) = {0, {a}, {0}, {a, b} },
d.h. [M| =2 und |P(M)| = 22. O
BEISPIEL 1.33. Es sei A das Alphabet, also
A = {a‘7b7c7d’e’f7g7h)i7j 7k717m’n707p7Q7r’S7t7u7V7W7X7y7Z7a767ﬁ7B}'

Beachte, dass {h,u,n,d}, {k,a,t,z,e} € P(A), und {h,un,d} # {k,a,t,z,e}. Doch bildet P(A) nicht das Worter-
buch: einerseits folgt aus der Definition von Menge, dass {h,u;n,d} = {n,u,d,h}, und allgemeiner stimmt jedes
»Wort* (d.h. jede Teilmenge von A) mit seinen Anagrammen iiberein; andererseits gehéren nicht alle iiblichen
Worte zu P(A), denn z.B. bildet {u,n,i,v,e,r,s,i,tgéitt gqt%(rl i.A. jedes Wort, in dem mindestens eine Buchstabe
mehrmals vorkommt) keine Menge, vgl. Beispiel ]
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b
BEISPIEL 1.34. Betrachte die Menge A aus dem Beispiel @F\Vir haben gesehen, dass die Teilmengen
{h,u;n,d} und {n,u,h,d} iibereinstimmen. Die Tupel (h,u,n,d), (n,u,h,d) € A* sind aber unterschiedlich. Auch
bemerkenswert ist, dass (u,n,i,v,e,r,s,i,t,4,t) € Al als Tupel wohldefiniert ist. O

Sind M, N Mengen, so kann man die Menge aller geordneten Paare (z,y) definieren, so dass © € M und
y € N. Eine Solche Menge heifit kartesische Produkt von M und N und wird durch M x N bezeichnet.
Wohlgemerkt: M x N = N x M genau dann, wenn M = N.

BEIsPIEL 1.35. Sind M = {1,2} und N = {Ingenieurwissenschaften und Informatik, Naturwissenschaften,
Medizin, Mathematik und Wirtschaftswissenschaften} die Menge der Fakultéten der Universitit Ulm, so sind
z.B.

(Naturwissenschaften, 2) € N x M und (2,Medizin) € M x N.

O

Allgemeiner fiihrt man die folgende Definition ein.
DEFINITION 1.36. Das kartesische Produkt My x ... x M, (oder [[;_, M;) der Mengen My, Mo, ..., M,
ist die Menge aller n-Tupel (x1,...,2,), so dass der i-te Fintrag x; Element von M; ist. Sind My = ... = M,,

so bezeichnet man oft ihr kartesische Produkt durch

M™.
Die Mengen My, ..., M, heiflen Faktoren. Ist einer der Faktoren die leere Menge, so ist nach Definition auch
My X...XMn:Q].

DEFINITION 1.37. Es seien M eine Menge. Jede Teilmenge R C M x M heifit Relation auf M, und man
schreibt xRy, falls (x,y) € R.

Eine Relation heift reflexiv, bzw. symmetrisch, bzw. antisymmetrisch, bzw. transitiv, bzw. total, falls
fiir alle x,y,z € M

rRzx, bzw.

TRy genau dann, wenn yRz, bzw.
x =y, falls xRy und yRz, bzw.
xRz, falls tRy und yRz, bzw.
xRy oder yRx.

BEISPIEL 1.38. Es sei M eine Menge und man betrachte auf P(M) die Relation R definiert fiir Ny, Ny €

P(M) durch
N1RN, falls Ny C Ns.

So ist R offensichtlich reflexiv, antisymmetrisch (laut Anmerkung ransitiv (warum?), nicht symmetrisch (0
ist Teilmenge jeder Menge, aber nicht umgekehrt), nicht total (z.B. gilt fir M := {1,2} weder {1} C {2} noch
{2} < {1}). O

BEISPIEL 1.39. Es seien V eine Menge und E eine Relation auf V. Dann heifit das geordnete Paar (V, E) ein
(gerichteter) Graph. Die Elemente von V heiflen iiblicherweise Knoten, die Elemente von E heiflen Kanten.
Der Begriff von Graph ist sehr wichtig in der Mathematik sowie in der Informatik und wird in der Graphentheorie
untersucht. g

DEFINITION 1.40. Es sei M eine Menge. Eine Relation R heifit A quivalenzrelation, falls sie reflexiv, sym-
metrisch und transitiv ist. Dann heift die Menge [z] := {y € M : xRy} Aquivalenzklasse von x. Jedes Element
der Aquivalenz-klasse [x] heifit Reprdsentant oder Vertreter von [x]; zwei Elemente einer Aquivalenzklasse
heifen dquivalent. Die Menge aller Aquivalenzklassen bzgl. R heifit Quotientenmenge bzgl. R und wird mit

M/R

bezeichnet.
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BEISPIEL 1.41. Es sei M eine Menge und betrachte auf P(M) die Relation R definiert fiir N1, Ny € P(M)
durch

NlRN2 falls N1 :NQ.

Dann ist R eine Aquivalenzrelation (warum?). O

Die Definition formalisiert die Idee, dass zwei unterschiedliche Elemente einer Menge fiir bestimmte Zwecke
als gleichwertig angesehen werden koénnen.

SATZ 1.42. Es sei M eine Menge und R eine Relation auf M. Dann ist jedes Element von M ist in genau
einer Aquivalenzklasse enthalten. Die Aquivalenzklassen zu zwei Elementen x,y € M sind entweder gleich oder
disjunkt, jenachdem, ob x,y dquivalent sind oder nicht.

BEWEIS. Esseiz € M. Wegen der Reflexivitit gilt xRz fiir alle x € M, d.h., z € [z] — also gibt es mindestens
eine Aquivalenzklasse, die x enthélt.

Sei nun x Element zweier Aquivalenzklassen [y], [z]. Dann ist Ry sowie auch xRz und, aufgrund der Sym-
metrie von R, auch zRz. Somit gilt

zRx und zRy,

und daher wegen der Transitivitét
zRy.

Somit ist z € [y] und wieder durch Verwendung der Transitivitit und der Symmetrie sieht man, dass jedes Element
aus [z] ebenfalls in [y] enthalten ist, d.h. [z] C [y]. Ahnlich sieht auch (da yRz aufgrund der Symmetrie von R)
dass [y] C [z], und deshalb [z] = [y]. Wir haben somit bewiesen, dass = Element hichstens einer Aquivalenzklasse
ist. ]

BEISPIEL 1.43. Es sei M eine Menge und R, := {(z,y) € M x M : x = y}. Dann ist R, eine Aquivalenz-
relation, und es gilt genau dann xRy, wenn = = y, also gilt [x] = {z}. Dariiber hinaus ist Ry := M x M auch
Aquivalenzrelation: es gibt offensichtlich genau eine Aquivalenzklasse (M x M selber) bzgl. Ry. Wir merken auch
an, dass die leere Menge keine Relation ist, denn (z,x) € 0 fiir kein x. a

BEISPIEL 1.44. Es sei M die Menge der Dreiecke, und definiere z Ry, wenn x dhnlich zu y ist, d.h. wenn sie
dieselben Innenwinkel haben. Dann definiert R eine Aquivalenzrelation. (|

BEISPIEL 1.45. Es sei p € N. Definiere eine Relation R, auf Z dadurch, dass xRy genau denn, wenn = — y
ein Vielfach von p ist. Dann ist R eine Aquivalenzrelation und man schreibt

x =y (mod p).
Den Quotientenraum
Z/ Ry
bezeichnet man mit Z,.. Also ist z.B. fiir p = 2
Lo == {[0], [1]}.
dabei ist [0] die Menge aller geraden und [1] die Menge aller ungeraden Zahlen. O

DEFINITION 1.46. Es sei M eine Menge. Eine Relation < ( kleiner/gleich®) auf M heifst

eine Quasiordnung, falls sie transitiv und reflexiv ist;

eine Halbordnung, falls sie transitiv, reflexiv und antisymmetrisch ist;

eine Totalordnung, falls sie eine totale Halbordnung ist;

eine Wohlordnung, falls fiir jede nichtleere Teilmenge von M ein Element xy € M existiert, fir das
xo < x fir alle x € M.
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Die Menge M heifit quasi-, halb-, total- bzw. wohlgeordnet, falls es eine Quasi-, Halb-, Total- bzw. Wohlord-
nung < auf M gibt, und man schreibt oft (M, <).
Fiir x,y € M schreibt man

falls y > x. Weiter schreibt man
z <y bzw. T >y,

falls
<y undx # vy, bzw.x >y und x # y.

ANMERKUNG 1.47. Ist M durch < totalgeordnet und sind x,y € M, so kann genau ein der folgenden gelten:

oz <y,
® =Y,
o>y

BEISPIEL 1.48. Betrachte M := {Stein, Papier, Schere}. Definiere fiir z,y € M = < y dadurch, dass y gegen
x nicht verliert. Bekanntlich gilt

Stein < Stein Papier < Papier Schere < Schere,

sowie
Stein < Papier Papier < Schere Schere < Stein.

Somit ist < auf M wohl eine reflexive, antisymmetrische und totale, aber keine transitive Relation.

DEFINITION 1.49. Es sei (M, <) eine halbgeordnete Menge und N eine Teilmenge von M. Dann heifit ein
Element v € M

e obere Schranke von N, falls
y<uw for ally € N.
e maximales Element von N, wenn
xe€N und (x<y=z=y) forallye N.
e Maximum von N, wenn x € N und x eine obere Schranke ist, d.h., wenn
xe€N und y<axforallye N.
Entsprechend heifit x
e untere Schranke von N, falls
y>x for ally € N.
e minimales Element von N, wenn
xe€N und (x>y=xz=y) forallye N.
e Minimum von N, wenn x € N und x eine untere Schranke ist, d.h., wenn

re€N und y>ax forallye N.

LEMMA 1.50. Es sei (M, <) eine totalgeordnete Menge und N eine Teilmenge von M. Dann ist x € M
genau dann ein maximales Element von N, wenn x ein Mazimum von N ist.

BEWEIS. Es sei € N ein maximales Element. Dann ist fiir alle y € M entweder < y oder y < z (da <
total ist). Im ersten Fall gilt nach Voraussetzung x = y. Es gilt also y < x fiir alle y € M, und somit ist z ein
Maximum.

Es sei nun x ein Maximum, fiir das z < y gilt. Nach Definition von Maximum ist auch y < z, und somit
(aufgrund der Antisymmetrie von <) z = y. O
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Die Peanoschen Axiome — und insbesondere s — erlauben, eine Totalordnung auf N zu definieren: Man setzt
n < s(n)
und erweitert diese Relation durch Transitivitét, d.h., gilt
n < s(s(n))
usw.
Anders gesagt:
DEFINITION 1.51. Man schreibt n < m und sagt, dass n kleiner oder gleich als m ist, falls es ein p € N
gibt, fir das
n—+p=m.

UBUNGSAUFGABE 1.52. Zeige, dass die Totalordnung < auf N mit Addition und Multiplikation vertréiglich
ist, d.h., fiir alle m,n,p € N gilt
e m < n genau dann, wenn m + p < n + p;
e ist p > 0, so gilt m < n genau dann, wenn pm < pn.

UBUNGSAUFGABE 1.53. Zeige, dass < sogar eine Wohlordnung von N ist. Dazu setze die Existenz einer
nichtleeren Menge A, die kein Minimum hat, voraus und betrachte die Menge B der natiirlichen Zahlen, die
untere Schranken von A sind. Zeige nach Induktion, dass B = N und folgere, dass A = () — Widerspruch!

SATZ 1.54. Fiir alle natirliche Zahlen m > 4 gilt

2™ > m?2.
BeEwEIs. (1) Wir zeigen erst, dass
m2—2m—120, Ym eN, m > 4.

Betrachte erst die Menge

Y:={m=n+4eN:neN, m?>—2m—1>0}.
Die Aussage gilt fiir alle n > 4 falls wir zeigen, dass Y = N. Den Beweis fithren wir nach dem Induktionsprinzip.
Fiir n = 0, und somit fiir m = 4, hat man

42-2.4-1=16-8-1=7>0.
Gilt nun die Aussage fiir m, so gilt sie auch fiir m+1, denn (m+1)2 —=2(m+1)—1=m?+2m+1-2m—-2—1=
m?+1>0.
(2) Betrachte nun die Menge
X:={m=n+4eN:neN, 2™ >m?}.
Wir wollen zeigen, dass X = N. Fiir n = 0, also m = 4, gilt tatséchlich
2t =42,

Gilt nun fiir ein m > 2
so soll man iiberpriifen, dass

gilt. In der Tat:
2t =2.9m >9m? >m? 4 2m+ 1= (m+1)%,
da
m2—2m—120, Vm € N.
dank (1). O
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BEISPIEL 1.55. (1) Definiert man eine Relation <y2C N x N durch
(21, 72) <= (y1,92) falls o] + 25 < i + 43,

(wobei < die Totalordnung auf N wie in (1) bezeichnet), so ist <y offensichtlich eine Quasiordnung, doch

keine Halbordnung, denn z.B 0)iyz,(0,1) und (0,1)n2(1,0) ohne, dass (1,0) = (0,1).
(2) Die Relation, die im Beispiel eingefiihrt wurde, ist eine Halbordnung aber keine Totalordnung.
|

UBUNGSAUFGABE 1.56. Es seien A, B halbgeordnete Mengen. Definiere eine Relation < auf A x B durch
(a,b) < (a',b) = a < a oder (a=a und b <V).

(1) Zeige, dass diese eine Relation eine Halbordnung ist — welche lexikographische Ordnung genannt wird.
(2) Betrachte den Fall von A = B = R. Hat {(z,y) € R? : 0 < 2 < 1} C R? bzgl. der lexikographischen Ordnung
eine obere Schranke? hat sie eine untere Schranke?

Obwohl wir auf eine Einfiihrung der Zermelo—Fraenkel-Mengenlehre verzichtet haben, sollten an dieser Stelle
das folgende Axiom und seine wichtigste Folgerung nicht unerwahnt bleiben.

AxioM 1.57 (Auswahlaxiom). Ist A eine Menge von paarweise disjunkten nichtleeren Mengen, dann gibt es
eine Menge, die genau ein Element aus jedem Element von A enthilt.

Eine Kette wird definiert als eine totalgeordnete Teilmenge einer halbgeordneten Menge.

LEMMA 1.58 (Zorn 1935). Jede halbgeordnete Menge, in der jede Kette eine obere Schranke hat, enthilt
mindestens ein maximales Element.

1.1. Erginzungen zu Kombinatorik

noper
BEISPIEL 1.59. Insbesondere lassen sich die Gleichungen aus Satz ﬁea_u?_d'en Fall von endlich vielen Mengen
M, ..., M, (statt nur M, N) verallgemeinern. O

UBUNGSAUFGABE 1.60. Zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n € N

- D2n+1
Zkzzn(n+ )6(n+ ),und
k=1

n 2 1)2
D U Y
4
k=1
UBUNGSAUFGABE 1.61. Es sei p > —1. Zeige, dass (1 +p)™ > (1 + np) fiir alle n € N.
(Diese ist die sogenannte Bernoullische Ungleichung).

UBUNGSAUFGABE 1.62. Zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n € N und alle reelle Zahlen z € (0,1) die
Ungleichung
1

1-2)" <
( x) 1+ nx

gilt.

UBUNGSAUFGABE 1.63. Zu n € N sei A(n) eine Aussage sodass
(1) A(no) richtig fiir ng € N ist, und
(2) fiir m > ng gilt: ist A(m) richtig, so ist auch A(m + 1) richtig.

Zeige mit Hilfe des Peanoschen Axioms, dass dann A(n) fiir alle n > ng gilt.

DEFINITION 1.64. Es sein € N.
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(1) Die Zahln! (Aussprache: ,n Fakultit*) bezeichnet

0l:=1, nl:=1-2-...-n, n>1.
(2) Der Binomialkoeffizient (Z) bezeichnet
0 k El(n — k)! k!
DEFINITION 1.65. Fine Anordnung einer Menge A mit n Elementen ist ein n-Tupel (z1,...,1,) € A", so

dass x; # x; fir je zwei Indizes i,j mit i # j.

SATZ 1.66. Die Anzahl der Anordnungen einer Menge {xy,...,z,} ist n!.

BEwEIs. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n. Die Aussage ist offensichtlich giiltig fiir n = 1.
Es sei nun n! die Anzahl der Anordnungen von {x1,...,2,}: betrachte alle Anordnungen von {z1,..., 2,11},
so dass x; als erste Koordinate der Anordnung auftritt: fiir ein festes ¢ gibt es nach Induktionsannahme n!
davon. Wiederholen wir die Argumentation fiir ¢ = 1,2,...,n + 1, so hat man insgesamt n!(n + 1) = (n + 1)!
Anordnungen, und somit ist der Induktionsschritt bewiesen. O

SATZ 1.67. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge {x1, ... ,x,} ist (Z)

BEWEIS. Die Aussage gilt fiir £k = 0, denn die leere Menge ist nach Definition die einzige Teilmenge ohne
Elemente. un

Nach Satz %@E_etgrachtet man fiir £ # 0 alle n! moglichen Anordnungen der Menge und sucht sich alle
Moglichkeiten, die ersten & Koordinaten mit paarweise unterschiedlichen Elementen zu besetzen. Es gibt nun k!
Anordnungen dieser Elementen in den ersten k Koordinaten, und (n — k)! Anordnungen der iibrigen Elementen
in den letzten n — k Koordinaten. Da Anordnungen keine Rolle bei der Definition einer Menge spielen, muss man
also n! durch k! und (n — k)! teilen, was die Aussage unmittelbar liefert. O

UBUNGSAUFGABE 1.68. Wieviele Teilmengen hat insgesamt eine n-elementige Menge?

UBUNGSAUFGABE 1.69. Es sei M eine Menge mit endlich vielen Elementen, etwa n. Zeige durch vollstéindige
Induktion, dass die Potenzmenge von M genau 2" Elemente hat.

SATz 1.70. Es sein € N. Fir jede Zahl x gilt
n __ n n 2 n n—1 n
(1+x) —1+<1>x+(2>x +...+<n_1>x +z™.

I4+z)"=14+2) ...-(1+z).

So besteht (1 + z)™ aus der Summe aller Produkte, die genau einen Summand aus jedem der n Termen (1 + x)

BeEweErs. Es gilt

enthalten. Es gibt nun laut Satz Iineng%genau Z Méglichkeiten aus diesen n Termen den Summand x k-Mal
auszuwéhlen (und somit den Summand 1 (n — k)-Mal). Durch Ausmultiplizieren folgt die Aussage. O

UBUNGSAUFGABE 1.71. Zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n, k € N mit n > k + 1 die Identitét

()= (=) (%)
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gilt, und interpretiere das sogenannte Pascalsche Dreieck

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

nach Blaise Pascal genannt.

UBUNGSAUFGABE 1.72. Zeige, dass 2™ < n! fiir jede natiirliche Zahl n > 4.
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Funktionen

Intuitiv ist eine Funktion ein mathematisches Objekt, welches Paare von Elementen aus zwei verschiedenen
Mengen verbindet. Doch ist es oft wichtig, iiber eine formellere Definition zu verfiigen.

DEFINITION 2.1. FEs seien E, F Mengen und G eine Teilmenge von E X F, so dass fiir jedes x € E genau
einy € F gibt, mit (x,y) € G. Dann heifst f := (E,F,G) eine Funktion oder Abbildung. Dabei heiffen E und
F Definitionsmenge bzw. Zielmenge von f, und G ist der Graph von f.

Wir werden uns in dieser Vorlesung meistens mit dem Fall beschéftigen, dass E, F' Teilmengen von R sind.
In diesem Fall spricht man von einer reellen Funktion.

Die Bezeichnung f : E — F heifit, dass E und F' Definitions- bzw. Zielmenge einer gegebener Funktion f
sind. Es sei (z,y) € G, so schreibt man f(z) = y. Das allgemeine Gesetz, das ein beliebiges « € E nach f(z) € F
abbildet, bezeichnet man oft durch

f:E>xw f(x) €F,

oder
f: E—=F
e f(@)
oder einfacher
oo fa).

DEFINITION 2.2. FEs sei f := (E, F,Q) eine Funktion. Dann heifst f

e injektiv, falls x = y aus der Bedingung f(x) = f(y) folgt, fir alle z,y € E;
o surjektiv, falls fiir alle y € F ein x € E existiert, so dass f(x) = y;
e bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

BEISPIEL 2.3. Betrachte die Menge F der Bundesldnder und die Menge F' der Landeshauptstéddte. Dann ist
die Funktion, welche jedem Bundesland seine Landeshaupstadt zuordnet, bijektiv. ([l

DEFINITION 2.4. Die Menge F := {y € F : y = f(z) fiir mindestens ein x € E} heifit Bildmenge von f.
Ist U C E, so heifst f(U) :={y € F :y = f(x) fir mindestens ein x € U} Bild von U unter f. Besteht U
aus nur einem Element, etwa U = {x}, so heifst einfach y = f(x) Bild von = unter f. Ist V C F, so heifit
f7YV)={x € E: f(x) € V} Urbild von V unter f.

ANMERKUNG 2.5. Eine Funktion ist also genau dann surjektiv, wenn Thre Zielmenge mit der Bildmenge
iibereinstimmt. Anders gesagt: gegeben sei eine Funktion f = (E, F,G), so kann man eine neue surjektive Funk-
tion dadurch definieren, dass man F durch F := f (E) ersetzt. Auch kann man eine injektive Funktion dadurch
definieren, dass man die Definitionsmenge durch eine kleinere Menge E ersetzt: die neue dadurch definierte
Funktion heifit Einschrinkung von f auf F und wird meistens durch [ bezeichnet.

19
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BEISPIEL 2.6. Es sei M eine Menge. Dann kann man stets die identische Funktion oder Identitét defi-
nieren: diese ist die Funktion, die jeden x € M nach x selbst abbildet, kurz:
id:x — x.
Offensichtlich ist die Identitédt immer bijektiv. O

BEISPIEL 2.7. Ist 9 € M, so kann man die konstante Funktion M — M mit Wert zy durch z — xg
definieren. Die konstante Funktion ist nicht injektiv, so bald M ein weiteres Element enthalt. |

. t
UBUNGSAUFGABE 2.8. Wie konnte man die Funktion f aus dem Beispiel %0 einschrénken, dass die
Einschrankung injektiv ist? Was fiir eine Funktion wiirde man dadurch tatséichlich definieren?

BEISPIEL 2.9. Es sei E die Menge der ICE-Ziigen, die in Ulm einmal halten, F' die Menge der Ulmer
Bahnhofe. Bildet f jeden ICE auf den Ulmer Bahnhof ab, wo er hilt, so ist die Funktion nicht surjektiv,
denn ICEs halten in Ulm nur am Hauptbahnhof. Betrachtet man aber die Funktion f = (E,F ,G), wobei
F= {Hauptbahnhof} C F ist, so ist f surjektiv. O

BEISPIEL 2.10. Betrachte die Mengen M der Studierende der Universitit Ulm und N der beiden Geschlechter.
So kann man die Funktion f betrachten, welche jedem Studierendem sein Geschlecht zuordnet. Eine solche
Funktion f : M — N ist nicht injektiv (so lang an der Universitit Ulm mindestens drei Menschen immatrikuliert
sind) aber surjektiv (so lang mindestens ein Mann und eine Frau immatrikuliert sind). ]

ANMERKUNG 2.11. Manchmal mochte man vor allem die Bildmenge einer Funktion betonen. In diesem Fall
nutzt man eher die Notation

{f(z):z € E} oder (f2)zeE

und spricht man von Familie mit Indexmenge E: Es sei z.B.
M, :={m e N:m>n},
so definiert {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} > n — M, € P(N), oder
{M, :1 <n <10},

eine Familie (von Teilmengen von N). Ist insbesondere E = N, so spricht man in der Regel von einer Folge (von

Elemente aus F). Z.B. definiert (2, )nen, mit
T, = n?,
. . . X . rmfolgen
eine Folge natiirlicher Zahlen. Wir werden Folgen im Kapltelﬁ naher betrachten.

BEISPIEL 2.12. Es seien M, ..., M, nichtleere Mengen und betrachte ihr Kartesisches Produkt. Fiir £k € N
mit 1 < k < n ist die k-te Projektion durch

n
HMj 9($1,...,In)l—>l‘j EM]’
j=1

definiert. Diese Funktion ist surjektiv, aber in der Regel nicht injektiv (es sein denn, M; besteht aus nur einem
Element fiir alle ¢ # j). d

BEISPIEL 2.13. Es sei M eine Menge und N eine Teilmenge von N. Die Funktion
j:Nsz—zxzeM
heifit kanonische Injektion und ist, nun ja, injektiv. O

BEISPIEL 2.14. Es sei M eine Menge und R eine Relation auf M. Betrachte die Quotientenmenge M /R. Die
Funktion
7:M>z— [x] €M,
wobei [z] die Aquivalenzklasse von x bzgl. R, heifit kanonische Surjektion und ist surjektiv (warum?). O
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DEFINITION 2.15. Es sei f eine Funktion mit Definitions- und Zielmenge E bzw. F. Es sei h eine weitere
Funktion mit Definitions- und Zielmenge H bzw. J. Es gelte f(E) C H. So ist die Verkettung ho f von h und
f als die Funktion mit Definitions- und Zielmenge E bzw. J, die durch

(hof):zr— h(f(x)), x € FE,

definiert ist.

ANMERKUNG 2.16. Die Bedingung f(E) C H ist notig, damit man die verkettete Funktion {iberhaupt
definieren kann.

ANMERKUNG 2.17. Es folgt aus der Definition, dass die Funktionsverkettung assoziativ ist, d.h.
(feg)oh=fol(goh),

so bald beide Seiten wohl definiert sind (d.h., so bald die Bildmengen ordentlich in den Definitionsmengen
enthalten sind).
DEFINITION 2.18. Es sei f eine Funktion mit Definitions- und Zielmenge E bzw. F'.
e FExistiert eine Funktion h mit Definitions- und Zielmenge F' bzw. E so, dass foh : F — F gleich der
identischen Funktion auf F ist, also
f(My)) =y  firalley € F,
so heifit h die rechte Inverse oder rechte Umkehrfunktion von f auf E, und f heifst auf E rechts
invertierbar.
e FExistiert eine Funktion g mit Definitions- und Zielmenge F bzw. E so, dass go f : E — E gleich der
identischen Funktion auf E ist, also
g(f(x) == fir alle x € E,

so heifit g die linke Inverse oder linke Umkehrfunktion von [ auf E, und f heifst auf E links
invertierbar.
o Ist f sowohl links als auch rechts invertierbar, so heifft sie invertierbar.

THEOREM 2.19. Ist eine Funktion invertierbar, so stimmen thre linke Inverse g und ihre rechte Inverse h
tiberein.

BEWEIS. Zwei Funktionen mit gleichen Definitions- und Zielmenge stimmen genau dann iiberein, wenn sie
fiir alle Elemente ihrer (gemeinsamen) Definitionsmenge gleiche Werte annehmen. Man muss also zeigen, dass
9(y) = h(y) fiir alle y € F gilt. In der Tat gilt

9) 2 g(F ) 2 (g0 HW) "E hy)  forally e,

wobei (x) und *Véﬁrﬁgtgelten, da g und h linke bzw. rechte Inverse von f sind, wihrend (xx) folgt aus der
Anmerkung |

In diesem Fall schreibt man
fti=g=nh.

THEOREM 2.20. Es seien E, F zwei Mengen. Fine Funktion f : F — E ist genau dann invertierbar, wenn
sie bijektiv ist.

BEWEIS. Es sei f invertierbar. Dann ist f injektiv, denn fiir 2,y € E aus f(z) = f(y) folgt, dass

x=fHf@) =) =y
Auch ist f surjektiv, denn fiir z € F gilt fiir x :== f~1(2) € F auch
f@)=f(f"'(y) =y
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Umgekehrt, sei f bijektiv und suche eine (und somit die) Inverse. Betrachte die Relation
R :={(z,x) e FxE: (x,2) € R}.

Man méchte die Funktion g = (F, E, R~1) betrachten (das wire der natiirlichste Kandidat fiir die Inverse von
f): dazu muss man aber erst iiberpriifen, dass die Relation R~ {iberhaupt eine Funktion definiert, d.h., dass fiir
alle z € F soll es genau ein € E geben mit (z,7) € R™!, oder dquivalent mit (z,2) € R, oder fiquivalent mit
f(x) = z. Genau das besagt aber die bijektivitit von f!

Nun zeigt man also, dass g = f~! ist. Es sei x € E und betrachte y := f(x). Dann gilt genau dann

9(f(z)) = g(y) = x, wenn
(y,z) € R™',  oder dquivalent  (z,y) € R,

was nach der Voraussetzung y = f(z) (und der Definition von R~') tatsichlich gilt. Ahnlich sicht man, mit
x = g(y), dass genau dann f(g(y)) = y gilt, wenn

(z,y) € R, oder dquivalent (y,r) € R7H,

was tatséchlich wieder nach der Voraussetzung = = f(y) gilt. ]

UBUNGSAUFGABE 2.21. Es sei f eine sowohl links als auch rechts invertierbare Funktion. Zeige, dass die
linke Inverse und die rechte Inverse iibereinstimmen.

Fiir a,b € N mit a < b bezeichnen wir mit [a, b]y das natiirliche Intervall von a bis b, also
[a, by :={n € N:a <nund n < b}.
THEOREM 2.22. Es sei M eine Menge und f : M — [1,n]y, g : M — [1,m]n zwei bijektive Funktionen. So
gilt m =n.

Die Zahl n heifit Kardinalitdt von M und wird oft mit | M| bezeichnet.

BEWEIS. Betrachte die Menge
X = {n+1eN: falls es eine bijektive Funktion f: M — [1,n]y gibt,
so gilt n = m fiir alle andere bijektive Funktionen g : M — [1, m|x}.

Man merkt zuerst, dass 1 =041 € X, denn gibt es f : M — [1, 1]y = {1} bijektiv, so muss es dank Bijektivitét
notwendigerweise genau ein Element in M geben, und dann auch das Bild von M unter g hat genau ein Element,
dh,m=n=1.
Gelte nun
falls es eine bijektive Funktion f : M — [1,n]y gibt,
so gilt n = m fiir alle bijektive Funktionen g : M — [1,m]y :

wir wollen zeigen, dass

falls es eine bijektive Funktion f : M — [1,n + 1]y gibt,

so gilt n + 1 = m + 1 fiir alle andere bijektive Funktionen g : M — [1,m + 1]n}.
Betrachte also eine bijektive Funktion f : M — [1,n+1]y. Da die Funktion bijektiv ist, gibt es genau ein Element
xo € M mit f(xg) = n+ 1. Betrachte auch eine weitere bijektive Funktion g : M — [0, m + 1]y: es gibt auch nur
ein Element 21 € M mit g(xz1) = m + 1. Wir wollen jetzt nur zeigen, dass
n+l=m+1.

Wir wiirden gerne die Induktionsannahme verwenden, leider sind aber im Bild von f bzw. g zuviele Werte
vorhanden. Wir wollen also die Abbildungen einschrianken, damit ihr Bild um einen Element kleiner wird — und
zwar so, dass die neuen Definitionsmengen immer noch iibereinstimmen.
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Definiere
g(x), falls x € M\ {xo, 21},
h(z) =< g(z1), falls x = wo,
g(xo), falls © = ;.

Nun kann man sich leicht iiberzeugen dass h : M — [1,m + 1] ebenfalls bijektiv ist: einerseits ist sie injektiv,
denn h(z) und h(y) nicht iibereinstimmen kénnen, aufler wenn = = y (insbesondere gilt genau dann h(x) = h(x1)
fiir © # xop und x # x1, wenn g(x) = g(xo) — was nicht sein kann aufgrund der Injektivitit von g; und es gilt
genau dann h(z) = h(xg) fir  # z¢ und x # x1, wenn g(x) = g(x1) — was wieder nicht sein kann aufgrund der
Injektivitét von g). Was ist also der Vorteil, die Hilfsfunktion A eingefiihrt zu haben?

Jetzt erreichen sowohl f als auch h Thr groBten Wert n+1 bzw. m+1 in 2g — und, aufgrund ihrer Bijektivitiat,
nur dort! Somit kann man ihre Einschriankungen auf M \ {x¢} betrachten, ndmlich

Fanvgaoy - M\ {zo} = [Lnln, Biangaey = M\ {0} — [1,mly.

Nun sind wir so weit: f und h sind bijektive Funktionen mit der selben Definitionsmengen und mit Werten in
zwei natiirlichen Intervallen [1,n]y, [1, m]y. Wegen unsere Induktionsvoraussetzung gilt dann n = m und somit
(dank den Peanoschen Axiomen!) n+1=m + 1. O

SATz 2.23. Es seien E, F nichtleere Mengen mit |E|,|F| € N und f eine Funktion von E nach F.
(1) Ist f injektiv, so ist |F| > |E|;
(2) Ist f surjektiv, so ist |F| < |E|.
(3) Ist f bijektiv, so ist |F| = |E)|.

BEWEIS. (a) Ist f injektiv, so haben paarweise verschiedene Argumente paarweise verschiedene Werte, und
somit hat f(FE) genauso viele Elemente, wie E. Da f(E) C F, folgt die Aussage.
(b) Ist f surjektiv, so gibt es fiir jedes y € F mindestens ein z € F sodass {z} C f!({y}). Da aufgrund der
Definition von Funktion Urbilder zweier verschiedener Werte immer disjunkt sind, hat f~!(V) C E mindestens
m Elemente.
(c) Die Aussage folgt unmittelbar aus (a) und (b). O

Anhand des Begriffs von Kardinalitdt kann man folgende Definitionen einfiihren.

DEFINITION 2.24. Fine Menge M heiffit unendlich, falls es fir alle m € N eine Teilmenge N gibt, mit
|N| = m. Sie heifst endlich sonst, d.h., falls |M| € N.

UBUNGSAUFGABE 2.25. Es sei M eine Menge. Zwei Alternative Definitionen ihrer Unendlichkeit sind die
folgenden:

e Es existiert eine echte Teilmengen N von M und eine bijektive Funktion A : M — N.

e Es existiert eine injektive aber nicht surjektive Funktion f: M — M.
. . . .. . L. i set
Zeige, dass jede dieser Definitionen dquivalent zur Definition %’c‘

SATZ 2.26. Es sei M eine Menge. Es sei eine Funktion f: N — M nur rekursiv definiert, d.h.,

e f(0) sei gegeben und
o es gebe eine Vorschrift, mit der aus f(n — 1) der Wert f(n) bestimmbar sei.

Dann st die Funktion eindeutig bestimmdt.

Diesen Satz haben wir schon (ohne das explizit zu erwéhnen) verwendet, um die Summe zweier natiirlichen
Zahlen anhand der Peanoschen Axiome zu definieren.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt iiber Induktion. Es sei A(n) die Aussage ,,f(n) ist eindeutig bestimmt*. Dann
gelten sowohl der Induktionsanfang A(1) als auch der Induktionsschritt A(n) = A(n+1) nach Voraussetzung. [
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BEISPIEL 2.27. Die moglicherweise beriihmteste rekursiv definierte Funktion wurde von Leonardo ,,Fibonac-
ci“ Pisano 1202 erfunden. Sie ist folgendermaflen definiert:

f(0) =0, fay =1, fn)=fin—=1)+ f(n—-2),n=2,3,....
Dass f wohldefiniert kann man durch vollstindige Induktion beweisen (Wie?). Die biologische Motivation fiir
die Einfithrung von f ist naiv, f taucht aber erstaunlicherweise oft in der Natur auf. Es ist z.B. bekannt,
dass méannliche Honigbiene ohne Befruchtung, aber weibliche mit Befruchtung zeugen — anders gesagt hat jedes
Minnchen ein Elternteil und jedes Weibchen zwei. Ein Mannchen hat somit 1 Elter (seine Mutter), 2 Grofeltern
(Mutter und Vater seiner Mutter), 3 Ur-grofieltern (beide Eltern seiner Grofimutter und die Mutter seines
Grof3vaters, 5 Ur-urgrofieltern, 8 Ur-ur-ur-groeltern usw., und i.A. f(n) (Ur)"~3-groBeltern, n > 3, mit f(3) = 2,
f(4) =3, f(5) =5, (6) =8, .... 0
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Algebraische Strukturen und Ordnungseigenschaften von N,7Z, Q, R

DEFINITION 3.1. Es sei G eine Menge und * : G X G — G eine Funktion — man schreibt in der Regel
T kY statt * (x,y).

Das Paar (G, x) heifst Halbgruppe, falls x assoziativ ist, d.h., falls:
o fir alle x,y,z € G (xxy)xz=x % (y* 2).
Es heifit Monoid, falls (G, *) eine Halbgruppe ist und zusdtzlich
e cs ein Element e € G gibt, so dass x e = x = e x x (sog. neutrales Element).
Es heifft Gruppe, falls (G, *) ein Monoid ist und zusdtzlich zu jedem Element von G ein bzgl. * inverses Element
existiert, d.h., falls
e zu jedem x € G es ein (von x abhingiges!) weiteres Element y € G existiert, so dass xxy =yxx =e
(sog. inverses Element).
Eine Halbgruppe oder Gruppe (G, *) heiffit Abelsch, falls
o firallex,y € G gilt xxy =yx*x.

ANMERKUNG 3.2. Jede Gruppe besitzt genau ein neutrales Element, denn zwei neutrale Elemente e, f
erfiillen

e=exf=f
BEISPIEL 3.3. Es sei X eine nichtleere Menge.

e Durch
M« N:=MNN, M,N C X,
wird auf G := P(X) eine assoziative Operation definiert, die X als neutrales Element hat: somit ist
(P(X),N) ein Monoid.
e Durch
frg="Ffog,  fg: X=X,
wird auf G := {f : X — X} eine assoziative Operation definiert, welche die identische Funktion als als
neutrales Element hat: somit ist ({f : X — X}, 0) ein Monoid.
O

Die Operation einer Gruppe kann man — statt mit % — auch anders bezeichnen: herkémmlich verwendet man
die Symbole + oder - (und dann wird das inverse Element von z durch —z bzw. 21 (oder oft 1/z) bezeichnet):
dies fithrt zu den Notationen

T+y und x -y (oder oftmals zy).

Mittels der Peanoschen Axiome (und insbesondere des Begriffs vom ,, Nachfolger®) definiert man die Addition
+ zweier natiirlicher Zahlen. Man beachte, dass dieOAddition auf N keine Gruppenoperation bildet, denn das
neutrale Element von (N, +) ist laut Anmerkung @'notwendigerweise die 0, aber keine natiirliche Zahl (bis auf
0) hat eine Inverse bzgl. +: z.B. hat
z+1=0

25
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keine Losung in N, da « + 1 = s(z) die Nachfolgerzahl von x ist (P2), aber s(z) # 0 fiir alle x € N (P3). Also

muss man eine neue Struktur (axiomatisch) einfiithren, wenn man (N, +) zu einer Gruppe erweitern will.

DEFINITION 3.4. Man bezeichnet mit (Z,+) die Gruppenerweiterung von (N,4), d.h., die kleinste Gruppe,
die (N, +) enthalt. Fir ein n € N wird sein bzgl. + inverses Element mit —n bezeichnet. Man schreibt
m—n:=m+ (—n),
Die Elemente von Z heifien ganze Zahlen.

Somit kann man Z wie iiblich als {z : z € N oder — z € N} definieren.

DEFINITION 3.5. Es sei G eine Menge und +,- : G x G — G zwei Funktionen. Das Tripel (G,+,-) heift
Ring, falls

e (G,+) eine abelsche Gruppe;

e (G,-) eine Halbgruppe;

o fiirallex,y,z€ G ygiltx-(y+2)=(x-y)+ (z-2).
Ein Ring (G,+,-) heifst zudem ein Kérper, falls zusditzlich

e (G\ {0},") eine abelsche Gruppe ist.

Somit ist (Z, +, -) sogar ein Ring, denn erweitert man Z auch um die Multiplikation -, so ist (Z, -) ein abelsches
Monoid (mit neutralem Element 1). Doch ist (Z,+,-) kein Korper, da fiir alle z € N ist  + y # 0 fiir jedes
y € N\ {0}.

DEFINITION 3.6. Man bezeichnet mit (Q, +, -) die Kérpererweiterung von (Z,+,-), d.h., den kleinsten Kérper,
der (Z,+,-) enthilt. Fiir ein m € Z wird sein bzgl. - inverses Element mit m~! bezeichnet. Man schreibt

n = nm_l,
m
Die Elemente von Q heifien rationale Zahlen.

Somit n
Q:{[E}R:nez,mEN\{o}}v

wobei die Aquivalenzrelation R durch

definiert wird.

ANMERKUNG 3.7. Da N wohlgeordnet ist, hat fiir jedes feste z € Q die Menge
{qEN\{O}:ElpGZS.d.z—x}

ein (einziges!) Minimum qqo. Somit hat die rationale Zahl x, also die Aquivalenzklassen solcher %, einen bestimmten

Vertreter
bo
€r= —

do
der gekiirzter Bruch genannt wird. Hierbei bezeichnet pg die zu qg gehorige ganze Zahl.

7

ANMERKUNG 3.8. Dass es eine iiberhaupt eine Korpererweiterung von Z und eine Gruppenerweiterung von
N gibt, soll man selbstverstédndlich zeigen. Das wird in dieser Vorlesung nicht gemacht, man weist stattdessen
auf [15 § 1.9] hin.

ANMERKUNG 3.9. Ein Korper braucht nicht unendlich zu sein. Z.B. wird die Menge Fy := {0, 1} mit den
Operationen -+, - versehen, welche durch
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+10|1 <101
0|01 0(0]0
111]0 1101

definiert werden, so bildet Fy ein Korper.

In der Tat werden Addition und Multiplikation auf R keine neue Eigenschaft besitzen, vielmehr hat R eine
reichere Ordnungsstruktur als Q. Das hat tatsdchlich mit der Moglichkeit, Wurzeln von beliebigen reellen Zahlen
ziehen zu koénnen, zu tun.

Man sieht, dass Z und Q totalgeordnete Mengen fiir die Relationen <:=<y bzw. <:=<g sind, die man
mittels der Kompatibilitdtsbedingungen

e m—+p<n+pfir alle m,n,p € Z, falls m <n, und
e m-n >0 fir alle m,n € Z, falls 0 < n und 0 < m,
von N auf Z erweitert, und durch

. % < % fiir alle m,n € N und alle p,q € N\ {0}, falls mq < np,

weiter von Z auf Q.

BEISPIEL 3.10. Die Gauf3sche Klammerfunktion | | : R — Z ist durch
|z] :=max{n € Z:n <z}
definiert. Beispielsweise gilt
7] =3 und |—2] = -2.
Offensichtlich ist diese Funktion surjektiv aber nicht injektiv. O

DEFINITION 3.11. Ein Quadrupel (G,+,-,<) heifst geordneter Kdrper, falls
(G, +,-) ein Korper ist,
< eine Totalordnung auf G ist, und
m+p<n-+p fir alle m,n,p € G, falls m <n, und
e m-n >0 firalem,n e G, falls 0 <n und 0 <m

(wobei 0 das neutrale Element bzgl. + bezeichnet).

Ist x > 0 (bzw. x < 0), so heifft x positiv (bzw. negativ); ist z > 0 (bzw. x < 0), so heifit x strikt positiv
(bzw. strikt negativ ).

UBUNGSAUFGABE 3.12. Es sei (G, +, -, <) ein geordneter Korper. Zeige, dass es insbesondere fiir alle m,n,p €
G gilt:
) genau dann 0 < n, wenn —n < 0;
(2) genau dann n < m, wenn 0 < m — n;
(3) np < mp, wenn n < m und 0 < p;
(4) ist n > 0, so gilt genau dann m - n > 0, wenn m > 0;
(5) n? >0 fiir alle n € G \ {0};
(6) genau dann 0 < n, wenn 0 < n~1;
(7) 0<n<m,falls 0 <m™t <n L

UBUNGSAUFGABE 3.13. Die einzigen totalen Ordnungsrelationen auf Fo sind
{(0,0)7(0,c}),(171)} und  {(0,0),(1,0),(1,1)}.
Folgere aus der Ubungsaufgabe %2 kein geordneter Korper sein kann.

UBUNGSAUFGABE 3.14. Es sei (G, <) eine totalgeordnete Menge und H C G. Dann sagt man, dass H dicht
in G liegt, falls
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o fiir alle z,y € G es z € H existiert mit x < z < y.
Zeige, dass weder N noch Z in Z oder Q dicht liegen, dafiir aber Q in Q.

Da Q totalgeordnet ist, konnen wir eine besondere Klasse von Mengen einfiihren.
DEFINITION 3.15. FEs seien a,b € Q mit a < b. Dann heif§t die Menge
[a,b] :={z€Q:a<2x<b}
abgeschlossenes Intervall mit Endpunkte a,b. Weiter betrachtet man auch das offene Intervall
(a,0) :={z€Q:a<z<b}
und die beiden halboffenen Intervalle
[a,b) :={z€Q:a<z<b} und (a,b] ={x €Q:a <z <b}
Man fiihrt auch die nach oben bzw. nach unten unbeschrdnkten abgeschlossenen Intervalle
[a,00) :={z€Q:a < x} und (—00,b] :={x €Q:2 <b}
sowie die nach oben bzw. nach unten unbeschrinkten offenen Intervalle
(a,00):={zx€Q:a<uz} und (—00,b) :={z €Q:2<b}
emn.
Nach Definition ist ein Intervall nie leer.

DEFINITION 3.16. Es sei (G, <) eine totalgeordnete Menge. Es sei M C G. M heifit nach oben beschrinkt,
falls es in G eine obere Schranke von M gibt.

Ahnlich heifit M nach unten beschrdnkt, falls ein x € G existiert, so dass x < y fir alle y € M: ein
solches x € G heifit untere Schranke von M.

Gehort die obere bzw. untere Schranke zu M selbst, so heifst sie Mazximum bzw. Minimum von M, be-
zeichnet durch max M bzw. min M.

Die Menge heifit nach oben bzw. nach unten unbeschrdnkt, wenn sie nicht nach oben oder nach unten
beschrainkt ist. Sie heiffit beschrdankt, wenn sie nach oben und nach unten beschrankt ist.

DEFINITION 3.17. Es sei (G, <) eine totalgeordnete Menge. Es sei A C G und betrachte die Menge M<(A)
der oberen Schranken von A. Hat M<(A) ein Minimum x, so heifft x das Supremum von A, x := sup(4).

Ahnlich, betrachte die Menge Mx(A) der unteren Schranken von A. Hat Ms(A) ein Mazimum y, so heifit
y das Infimum von A, x :=inf(A).

LEMMA 3.18. Es sei (G,<) eine totalgeordnete Menge. Es seien A C G und x € G. Dann ist genau dann
x =max A, falls x € A und x = sup A.

BEWEIS. Ist £ = max A, so ist x nach Definition eine obere Schranke von A und z € A, also notwendinger-
weise die kleinste der oberen Schranken (géibe es eine noch kleiner Schranke z, so wiire z < z, und damit kleiner
als ein Element von A, also doch keine obere Schranke von A).

Ist nun = = sup A, so ist x eine obere Schranke von A, die eben A angehort. (]

LEMMA 3.19. Es sei (G, <) eine totalgeordnete Menge. Es seien A C G und x € G.
(1) Dann ist genau dann x = sup A, falls
(i) y <z fir alley € A und
(ii) ist z € G mit z < x, so gibt esy € A mit z < y.
(2) Analog gilt: genau dann ist x = inf A, falls
(i) y > x fir alley € A und
(i) ist z € G mit z > x, so gibt esy € A mit z > y.
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BEWEIS. Wir zeigen nur (1).

Ist © = sup A, so ist 2 nach Definition eine obere Schranke von A, was (i) liefert. Es sei weiter z € G mit
z < x: dann ist z keine obere Schranke von A, d.h., es gibt ein Element aus A, das strikt groler als z ist — das
ist die Aussage von (ii).

Um die Riickrichtung zu beweisen, beachte, dass « nach (i) eine obere Schranke von A ist. Sie ist auch die
kleinste obere Schranke: Gébe es eine weitere obere Schranke z von A mit z < x, so gelte laut (ii) z < y fiir ein
y € A, d.h., z wire doch keine obere Schranke — Widerspruch! O

DEFINITION 3.20. Es sei (G, <) eine totalgeordnete Menge.
e Man sagt, dass G ordnungsvollstindig ist, falls jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von
G ein Supremum hat.
e Man sagt, dass G die Dedekindsche Schnitteigenschaft hat, falls fiir je zwei Teilmengen A, B C G,
fur die
a<b Y(a,b) e Ax B
gilt, es ein c € G mit a < ¢ < b gibt, so dass
a<c<b Y(a,b) € Ax B
Die Schnitteigenschaft wurde 1858 von Richard Dedekind entdeckt, jedoch erst 1872 veroffentlicht.

emma:dedek LEMMA 3.21. Es sei (G, <) eine totalgeordnete Menge. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) G ist ordnungsvollstindig.
(ii) Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Teilmenge von M hat ein Infimum.
(#ii) G hat die Dedekindsche Schnitteigenschaft.

BEWEIS. “(i) = (4#4)” Es sei A eine nichtleere, nach unten beschrénkte Teilmenge von G. Dann ist B := {b €
M : b < a fiir alle a € A} eine nichtleere, nach oben beschrénkte Teilmenge von G. Somit existiert sup(B). Nach
Definition ist sup(B) die kleinste obere Schranke, und da jedes Element von A eine obere Schranke von B ist,
folgt dass sup(B) < a fiir alle a € A. Somit ist sup(B) € B und, nach Definition, sup(B) ist sogar das Maximum
von B.

“(i1) = (4i1)” Es seien A, B C G mit der Eigenschaft, dass

a<b  V(ab)E€AxB.

Da jedes a € A eine untere Schranke von B ist gibt es ¢ := inf(B). (Ahnlich existiert auch sup(A): das werden
wir aber nicht verwenden), und insbesondere ist ¢ < b fiir alle b € B. Dieses Element ist nach Definition auch
die grdfite untere Schranke, d.h., ¢ > a fiir alle a € A.

“(4) = (i9)” Es sei A eine nichtleere, nach oben beschrénkte Teilmenge von G. Dann ist B :={be€ G : b >
a fiir alle a € A} eine nichtleere Teilmenge von G, fiir die a < b gilt, fiir alle (a,b) € A x B. Die Schnitteigenschaft
liefert dann die Existenz eines ¢ € G mit a < ¢ < b fiir alle (a,b) € A x B, d.h., einer unteren Schranke von B,
die selber eine obere Schranke von A ist — d.h., sie liefert die Existenz eines Minimums von B. Da aber B genau
die Menge der oberen Schranken von A ist, ist ¢ das Supremum von A. |

UBUNGSAUFGABE 3.22. Wie kénnte ein alternativer Beweis von “(i) < (4)” in einem totalgeordneten Korper
aussehen?

UBUNGSAUFGABE 3.23. Zeige: Das Infimum einer Menge aus positiven (bzw. negativen) Zahlen ist stets
positiv (bzw. negativ), aber das Infimum einer Menge aus strikt positiven (bzw. strikt negativen) Zahlen muss
nicht strikt positiv (bzw. negativ) sein: betrachte z.B. die Menge (0, 1), deren Infimum 0 ist.

BEISPIEL 3.24. Betrachte die Menge M := {x € Q : x > 0}. Dann ist M nach unten beschrinkt, denn jede
rationale Zahl = mit n < 0 und m € N\ {0} ist eine untere Schranke: 0 ist Infimum und auch Minimum von
M. O
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BEISPIEL 3.25. Die Menge N ist nach unten beschrédnkt und nach oben unbeschrénkt. Ihr Minumum ist
0. |

ANMERKUNG 3.26. Es sei M eine nach oben (bzw. nach unten) unbeschréankte Teilmenge von R. Dann
verwendet man die Schreibweise

sup M = 400 bzw. inf M = —o0.
Auch verwendet man konventionell die Schreibweise
R:=RU {400} U{—00}.
7Z.B. kann man so sagen, dass jede nichtleere Menge ein Supremum in R hat.
Offensichtlich sind N und Z ordnungsvollstindig, Q jedoch nicht: Betrachte die Menge
M:={zxecQ:2z>0und 2? < 2}.

Dann ist M nach oben beschrénkt, denn z.B. 2 ist eine obere Schranke. Wie man schon ahnt wire die kleinste
obere Schranke /2, die aber nicht in Q liegt.

SATz 3.27. 1) Die Gleichung
22 —2=0
hat in Q keine Ldsung.
2) Der Korper Q ist nicht ordnungsvollstindig.

Das heifit, die Zahl v/2 gehort nicht zu Q, und somit hat die nichtleere, nach oben beschréinkte Menge M
kein Supremum.

BEWEIS. 1) Es sei # € Q eine Losung der Gleichung, dann ldsst sie sich als gekiirzten Bruch x = 2 mit
m € Z und n € N\ {0} darstellen. Dann ist m? = 2n?, und somit ist m? gerade. Es folgt unmittelbar, dass m
selber gerade ist, also m = 2p fiir ein passendes p € Z. Also gilt 4p? = (2p)? = m? = 2n?, also 2p* = n?, und
somit sind auch n? und n gerade. Der Bruch ist also nicht vollstindig gekiirzt.
2) Betrachte die Mengen M und
N:={zcQ:z>0und 2 > 2}.
Dann ist 1 € M und 2 € N, somit sind M, N nicht leer und nach oben bzw. nach unten beschriankt. Da
b2 _ CL2
b—a= >0 fiir alle (a,b) € M x N,
b+a

folgt es, dass a < b fiir alle (a,b) € M x N.
Gébe es ein ¢ € Q mit

a<c<b fiir alle (a,b) € M x N,

so wiirde fiir
2 2
d==T22
c+ 2

gelten, dass

-2 2(c? —2)

d > -2=""""-7
c+2 e (c+2)2
Da z2 # 2 fiir alle € Q, es muss entweder ¢ < 2 oder ¢ > 2 sein. Im ersteren Fall wiirde folgen, dass d > ¢
und d? < 2, d.h., d > c und d € M, ein Widerspruch zur Definition von c. Im zweiten Fall wiirde folgen, dass
d<cund d?®>2,dh., d<cund d€ N, noch ein Widerspruch zur Definition von c. O

d=c—

Wir definieren die Menge der reellen Zahlen durch eine abstrakt Eigenschaft wie folgt.
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THEOREM 3.28. Es gibt einen ordnungsvollstindigen Korper, den man mit (R, +,-, <) bezeichnet. Dieser
Korper enthdlt eine isomorphe Kopie von Q, d.h., es gibt einen injektiven Homomorphismus von Q nach R.

Dabei ist fiir je zwei Ringe R, R’ (und insbesondere fiir je zwei Korper) ein Ringhomomorphismus, oder
einfacher: ein Homomorphismus eine Abbilung ¢ : R — R/, die

¢(a+0b) = ¢(a) +¢(b) und ¢(ab) = ¢(a)p(b),  Va,be R,

erfiillt. Ein bijektiver Homomorphismus heifit Ringisomorphismus oder einfacher ein Isomorphismus. Zwei
Ringe R, R’ heiflen Isomorph, falls es ein Isomorphismus von R nach R’ gibt.

Die Menge R, die man konstruiert, ist wohl keine Menge von Zahlen im herkémmlichen Sinne. Was wir
vielmehr machen ist, Zahlen mit (ausgezeichneten) Teilmengen von Q zu identifizieren.

BEWEIS. Betrachte die Menge der Teilmengen R C Q mit den Eigenschaften
e R#(und R # Q;

e das Komplement von R stimmt mit {z € Q : x < r fiir alle r € R} iiberein;
e I hat kein Minimum.

Wir werden diese Menge von Teilmenge (d.h., diese Teilmenge von P(Q)) mit R bezeichnen. Betrachte die
Funktion

(3.1) v:Q3r—=>{zeQ:z>r}eR.

Da die Funktion (¢, Q,R) injektiv ist, ist die Funktion (¢, Q, ¢(Q)) bijektiv. Man muss noch eine Addition, eine
Multiplikation und eine totale Ordnung auf R definieren — und beweisen, dass die damit versehene Menge R ein
ordnungsvollstédndiger Korper ist.

Erst definieren wir eine Ordnungsrelation (da sie auch bei der Definition einer Multiplikation eine Rolle
spielen wird). Man definiert ein Element R € R als kleiner/gleich R’ € R, falls R" C R. Nun, die so definierte
Relation ist auch fiir R offensichtlich eine Halbordnung, da (P(Q), C) eine Halbordnung ist. Dass sie auch total
ist, kann man so sehen: Es seien R, R’ Elemente von R. Ist R = R/, so muss man nichts zeigen. Gilt aber R # R/,
etwa R ¢ R’ so gibt es x € R\ R’ (wegen der Dichtheit von Q in Q), d.h., z < y fiir alle y € R’, und insbesondere
y € R fiir alle y € R. Somit R’ C R, d.h., R < R'. Ist jedoch R' ¢ R, so kann man entsprechend zeigen, dass
R > R’ gilt.

Die Addition von Elemente von R wird durch

R+R ={z+yeQ:z€Rundye R}

definiert. Sie ist wohl definiert, d.h., R + R’ € R. Insbesondere: Jedes (nach unten beschrinktes aber) nach
oben unbeschriinktes offene Intervall kann weder mit ® noch mit Q iibereinstimmen, und R + R’ hat auch kein
Minimum, da weder R noch R’ ein Minimum haben (warum?). Dariiber hinaus ist (R, +) eine abelsche Gruppe,
da sie die Menge 0 := (0, +00)g als neutrales Element hat, und fiir jedes R € R ist

{r €Q:z+r >0 fir alle r € R},

das bzgl. + zu R inverse Element.
Definiere nun die Multiplikation auf R durch

{ryeQ:z€ Rund y € R'}, falls R, R’ > 0,
R.R — —((—R)- R/, falls R<0< R/,
=Y —(&-(-R), falls R > 0 > R,

(—R) - (—R'), falls R, R’ <0.

Auch die Multiplikation auf R ist wohl definiert. Dariiber hinaus ist R\ (0, +00)g eine abelsche Gruppe bzgl. -,
da (1,400)g offensichtlich ein neutrales Element ist und fir R € Rist B! := {z € Q : 2r > 1 Vr € R} ein
Element aus R mit RR™! = (1, +00)g.
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Schliefllich ist die Ordnung auf R mit + und - vertréglich: es folgt aus
R<R, d.h. R' C R,
dass fiir alle S € R mit S > 0 auch
R+S={z4+yeQ:z2eRundye S} D{z+yeQ:ze R undyeS}=R'+S5

gilt. Auch gilt, falls R, R’ > 0, dass RR’ > 0, da Q ein geordneter Korper ist und somit zy > 0 fiir alle z,y € Q
mit x > aund y > f und o, B > 0.

Man sieht auch, dass R so konstruiert wurde, dass es ordnungsvollstindig ist: denn sei A eine nichtleere, von
unten beschriankte Teilmenge von R: d.h., gibe es R € R mit A C R fiir alle A € A. Fiir S := [J, 4 A sieht
man, dass S weder mit () noch mit Q iibereinstimmt (da S C R und ) # R® C SY). Auch ist

SCZ(UA)C: ﬂAC: ﬂ{me@:x<aVa€A}:{xe@:x<sVs€S},
AcA AcA AcA

und S hat kein Minimum, da kein A € A eines hat. Somit ist S € R.
Nun sieht man aber, dass S < A fiir alle A € A, d.h., S ist eine untere Schranke von A. Und gibt es eine
weitere untere Schranke S von A mit S < S, d.h. A C S C S, so folgt bereits, dass

UAacscs=J 4

AcA AcA
und somit S = S. Wir haben damit bewiesen, dass S = inf A, und somit, dass R ordnungsvollstindig ist. O

ANMERKUNG 3.29. Die Bildmenge ¢(Q) kann somit mit Q identifiziert werden. Dies suggeriert, wie Elemente
von R als Zahlen angesehen werden konnen. Insbesondere werden wir z.B.
q(x) <y
meinen, wann immer wir
<y

schreiben, fiir x € Q und y € R, und allgemeiner jedes Mal, dass wir Elemente von Q und R vergleichen.

Anders gesagt: kann man Q als disjunkte Vereinigung zweier Mengen A;, As betrachten, so dass jedes Element
von A; strikt kleiner als jedes Element von As ist, so konnen wir eine reelle Zahl mit der Menge A identifizieren.
Z.B. wird die Zahl v/2 definiert durch (A1, As), wobei

Alzz{xe(@:x2<2}, AQ::{LL‘EQ::C2>2}.

DEFINITION 3.30. Die Elemente von R heiffen reelle Zahlen. Jedes Element aus R\ Q heifit irrationale
Zahl.

Weiter kann man folgendes zeigen.

SaTz 3.31. Jeder weitere ordnungsvollstindige Korper, der (bis auf einem Isomorphismus) Q erweitert, ist
selber dem R isomorph.

Wir werden ab sofort Q mit seiner isomorphen Kopie, die Teilmenge von R ist, identifizieren. Insbesondere
werden wir z.B. Ungleichungen wie x < y mit € Q und y € R\ Q schreiben.

Man kann Intervalle von reellen Zahlen definieren, wie schon auch Intervalle rationaler Zahlen eingefiihrt
wurden — allgemeiner kénnen Intervalle definiert werden als Teilmengen jeder halbgeordneten Menge. Im Fall
von R schreibt man oft

Ry :=[0,400) und R_ = (—00,0].
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DEFINITION 3.32. Man sagt, dass ein geordneter Korper (G,+,-, <) die archimedische FEigenschaft hat,

falls fir alle

LEMMA

z,y € G mity >0 es m € N existiert, so dass
r<my:=y+...+y.
—_—
m Mal
3.33. Der geordnete Korper R hat die archimedische Figenschaft.

BEWEIS. Es sei x € R. Ist x < 0, so ist die Eigenschaft offensichtlich erfiillt. Ist z > 0, so widhle n = 1

und betrach

ordnungsvol
Lemmag%

te die nichtleere und (durch x) nach oben beschrinkte Menge M := {n € N : n < z}. Da R
sténdig ist, gibt es sup(M) € R. A priori ist es nicht klar, dass sup(M) € N. Es folgt aber aus
" dass es p € M (und somit p € N) gibt, mit

1

sup(M) — 5 <p.

Es sei nun m :=p+1 > sup(M) + 1. Dann ist m € N und m ¢ M und somit

r<l4+...4+1.
———
m Mal

Das vollendet den Beweis. O

.. : h
UBUNGSAUFCABE 3.34. Folgere aus Lemma @ld%ﬁ)lgenden Aussagen.

e Es

sei a € R mit a > 0. Gilt @ < 1/n fiir alle n € N\ {0}, dann ist bereits a = 0.

e Fiir alle ¢ € R mit a > 0 gibt es n € N\ {0} mit 1/n < a.
.. sarch
UBUNGSAUFGABE 3.35. Es sei b € R mit b > 0. Folgere aus Lemma @%ﬁe_ﬁ)lgenden Aussagen.

o Ist
o Ist

b > 1, so gibt es zu jedem k£ € R ein n € N mit b" > k.
b < 1, so gibt es zu jedem € > 0 ein n € N mit b" < .

i 11i
(Hinweis: verwende die Bernoullische Ungleichung aus der Ubungsaufgabeml.l_1

SATZ 3.36. Es seien a,b € R mit a < b. Die folgenden Aussagen gelten.
(1) Es gibt ¢ € Q mita < ¢ < b.
(2) Es gibt s € Q mita < s < b.

BEWEIS. (1) Da R die archimedische Eigenschaft hat, gibt es n € N mit

1
n>-—— >0,
a

h—
und somit
(3.2) nb > na + 1.
Wegen der archimedischen Eigenschaft gibt es auch mi, ms € N mit

mi1 > na und me > —na
Somit gilt —mgy < na < mq und es gibt ein m € N mit

m—1<na<m

(warum?). Das und iiefern

na<m<1+na<nb

und somit folgt die Aussage fiir ¢ := m/n.
(2) Betrachte das selbe ¢ € Q wie in (1) und, auch anhand von (1), ein weiteres p € Q mit ¢ < p < b.

Betrachte

pP—q

Ve

S:=q-+
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Nun, wire s € ), dann wére auch
V2 = ’8’%3 €Q,
t
was den Satz %rsmich‘c. Weiter gilt
1
<s und —s=(p— 1-—1]>0,
q p (p—a) ( \/i)

und somit s < p. Deshalb gilt ¢ < s < p und insbesondere
a<s<b.

Die Aussage ist vollstindig bewiesen. (Il

Da Q C R, hat auch Q die archimedische Eigenschaft. Das kann aber auch direkt bewiesen werden — was
fiir R nicht moglich ist, da unsere Konstruktion von R die Identifikation von natiirliche Zahlen als reelle Zahlen
nicht unmittelbar erlaubt (eine solche Identifikation werden wir erst spéter ansprechen).

UBUNGSAUFGABE 3.37. Es seien A, B zwei nach oben beschrénkte Teilmengen von R und s € R mit s > 0.
Zeige, dass
inf(—A) = —sup(4);
sup(A + B) = sup(A) + sup(B);
sup(sA) = ssup(A);
sup(A - B) = sup(A) sup(B), falls 2,y > 0 fiir alle 2 € A und alle y € B.

Dabei verwenden wir die Schreibweisen
A+B:={z+yecR:z€ Aund y € B}, A-B:={zyeR:x€ Aund y € B}
und, fiir r € R,

rA:={rceR:zec A}
(Hinweis: Um sup(A + B) > sup A + sup B zu zeigen, beweise man, dass sup(A + B) —x > sup B fiir beliebige
reA.)
UBUNGSAUFGABE 3.38. Es seien a,b € Z, mit b # 0. Zeige, dass es ¢,r € Z gibt, so dass
a=bc+r
gilt, mit r € [0,b) falls b > 0, oder r € [0, —b) falls b < 0. Zeige auch, dass ¢ und r eindeutig bestimmt sind.

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir algebraische Operationen von Funktionen definieren.

DEFINITION 3.39. Es sei E eine Menge und (F,+,-) ein Kérper. Es seien f,g Funktionen mit gleichen
Definitions- und Zielmenge E bzw. F. Dann ist die Summe bzw. das Produkt von f und g die neue Funktion
f+g bzw. f-g, ebenfalls mit Definitions- und Zielmenge E bzw. F, die durch

f+g:z— fla)+g(x), z€F
bzw.

frg:ize f(z)-g(x), wx€FE.
definiert sind.

Ist zusitzlich g(x) # 0 fiir alle x € E, so definiert man auch die Quotientenfunktion f/g mit Definitions-
und Zielmenge E bzw. F durch
f f(@)

—ixr e =, re k.
g 9(x)

ANMERKUNG 3.40. In dieser Weise kann man die Funktionenmenge {f : E — F} mit einer Vektorraum-
struktur versehen.
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UBUNGSAUFGABE 3.41. Essei A C R. Ein Polynom vom Grad n (mit Koeffizienten ay, ..., a,) ist eine
Funktion P, : A — R der Form
Pn = Z ak-k
k=1

fiir ein n € N, d.h.,

P,(z):= ao + a1z + asx? ..+ apa™, z € A.
Eine Rationale Funktion ist eine Funktion R der Form
R := Pn
QTIL

wobel P, Q. zwei Polynome sind.
1) Uberpriife, dass die Menge der rationalen Funktionen von A nach R ein Korper bzgl. der Funktionenad-
dition und -multiplikation ist. 2) Uberpriife, dass sie auch eine totalgeordnete Menge bzgl. der Ordnungsrelation

P Yt
Qm ZZLI by, "
ist, wobei a,, das entsprechende Koeffizient von P, ist. 3) Uberpriife, dass sie ein geordneter Korper ist. 4) Zeige,

dass sie die archimedische Eigenschaft nicht hat. (Hinweis: betrachte die Polynome Py : z + 1 und Q1 : © —
und betrachte die Rationale Funktionen

R1:

=R>0 = a, >0 VzeA,

B _ B
@

d Ry := —.
un 2 PO
UBUNGSAUFGABE 3.42. Es sei F eine Menge, G eine halbgeordnete Menge. Definiere eine Ordnungsrelation

fiir Funktionen von E nach R wie folgt:

f<g o f@)<g@)Veck
Zeige, dass < eine Halbordnung auf {f : E — R} ist, die nicht total ist.

DEFINITION 3.43. Es seien G1, G2 zwie Halbgeordnete Mengen und f : G1 — Ga. Es seien x,y € G1.

e Folgt aus x <y, dass f(x) < f(y), so heifit f monoton wachsend.

e Folgt aus x <y, dass f(x) < f(y), so heifit f streng monoton wachsend.
o Folgt aus x < y, dass f(x) > f(y), so heifit f monoton fallend.

e Folgt aus x < y, dass f(x) > f(y), so heifit [ streng monoton fallend.

UBUNGSAUFGABE 3.44. Zeige, dass die Verkettung zweier monoton wachsenden bzw. fallenden Funktionen
auch monoton wachsend bzw. fallend ist. Finde Beispiele dafiir, dass die Verkettung einer monoton wachsenden
und einer monoton fallenden Funktion nicht monoton sein muss.

UBUNGSAUFGABE 3.45. Es sei I, = [an,bn], so dass a, < apt1 < bpy1 < by, fiir alle n € N. Es sei weiter
lim;, 00 @n — by = 0. Zeige: Es gibt genau ein s € (), .y In (d.h. s € R und s € I, fiir alle n € N). Eine solche
Intervallfolge (I,,)nen heiBBt Intervallschachtelung.

Zeige umgekehrt auch: Fiir alle s € R gibt es eine Intervallenschachtelung (I, )nen mit I,, = [an, by] und a,, b, € Q
fiir alle n € N, so dass s € [,y In-






normfolgen

serstoigen

dreiecks

KAPITEL 4

Konvergenz von Folgen

DEFINITION 4.1. Es sei x € R. Der Betrag || von x wird durch

o= falls x > 0,
(4.1) ] = { —x sonst,

definiert.

Der Betrag einer reellen Zahl entspricht dem Abstand zwischen = und 0 auf der reellen Achse. Die drei
wesentlichen Eigenschaften des Betrags werden im Folgenden geschildert.

LEMMA 4.2. Es seien a,z,y € R. Dann gilt
(N1) 2| =0 2=0
(N2) |x +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung),
(N3) |az| = |al|z| (Multiplikativitit des Betrags),

.. . . . iecks .
UBUNGSAUFGABE 4.3. Beweise die Aussagen in Lemma @Ldﬁ:h Fallunterscheidung.

UBUNGSAUFGABE 4.4. Es seien x,y € R und betrachte die Menge {z,y}. Zeige, dass
1 . 1
max{ey} = (a4 y+lr o) wd  min{r,y) = Sty e )
fiir jedes x,y € R, wobei max{z,y} die groBere der beiden Zahlen z,y und min{z,y} die kleinere der beiden
Zahlen z,y bezeichnet.

Wie wir gleich sehen werden, sind diese Eigenschaften keinesfalls ausschliefilich fiir den Betrag. Vielmehr
sind wir motiviert, den folgenden Begriff einzufiihren. (Wir setzen die Kenntnis der Definition von Vektorrdumen
voraus).

DEFINITION 4.5. FEs sei X ein Vektorraum iiber ein Kérper K. Eine Norm, ks“ auf X ist eine Abbildung
-1 : X = R4 so dass die Eigenschaften (N1), (N2) und (N3) aus Lemma ar |- | = || - || gelten, fir alle
z,y € X und alle o € K.

FEin Paar (X, || -||) heifit normierter Raum.

BEISPIEL 4.6. Betrachte das kartesische Produkt
RI:=Rx...xR
———

d Mal
und setze
d
|zl == in, z:=(z1,...,2q) € R
k=1
sowie
d
Izl = loxl,  @=(x1,...,24) €RY,
k=1

37



38 Kapitel 4

Dann sind sowohl (R%, || - [|2) als auch (R%, || - ||;) ein normierte Réume. Sie stimmen zwar als Mengen iiberein,
doch ihre Normen unterscheiden sich, und insbesondere werden die Absténde zwischen Punkten anders gemessen.
Z.B. sehen die Einheitskugeln

{z eRY:|z|]y <1} bzw. {z eRY:|z||; <1}

anders aus: die erste Menge ist eine in 0 zentrierte “runde” Kugel mit Radius 1, die zweite ist ein in 0 zentriertes

Drachenviereck mit Seitenlinge /2. Die Norm || - || wird Euklidische Norm genannt.
(Wenn wir einfach ||z|| fiir x € R? schreiben, bzw. wenn wir ohne weitere Angaben R? als normierte Raum
auffassen, werden wir immer die Euklidische Norm von x meinen). O

UBUNGSAUFGABE 4.7. Beweise die Aussagen im Beispiel @

DEFINITION 4.8. Es sei X ein normierter Raum.

(1) Eine Menge A C X heifit beschrankt, falls ein M € Ry ezistiert, so dass ||z|| < M fir alle x € A. Dabei
heifst M eine Schranke von A.

(2) Es sei E eine weitere nichtleere Menge. Dann heifit eine Funktion f : E — X beschrdnkt, falls ihre
Zielmenge f(E) beschrinkt ist.

BEISPIEL 4.9. Das Signum sign z von einer x € R wird durch

sion g ﬁ falls = #£ 0,
BRT= 0 sonst,

definiert. Somit definiert sign eine beschrinkte, monoton (aber nicht streng monoton) wachsende Funktion.

BEISPIEL 4.10. Es seien F eine nichtleere Menge und X ein normierter Raum. Dann ist nicht nur die Menge
{f : E — X}, die in der Anmerkung eingefithrt wurde, ein Vektorraum, sondern auch ihre Teilmenge
B(E, X) aller Funktionen von E nach X, die beschrinkt sind.

Es sei f : E — X eine beschrinkte Funktion. Da f(FE) beschrinkt ist, ist auch

{If @)z € E}

eine nichtleere (da F # () beschrinkte Teilmenge von R. Wegen der Ordnungsvollsténdigkeit von R hat also
diese Menge ein Supremum, das man mit

[flloe == sup [[f(x)]l,  fe€ B(E,X),
zeFR
bezeichnet. Man kann zeigen, dass (B(E, X), || - ||eo) ein normierter Raum ist. Die Untersuchung der Normstruk-
turen auf Funktionenmengen ist ein wichtiges Thema der Funktionalanalysis — genauer gesagt, der unendlichdi-
mensionalen linearen Algebra. O

Somit sehen wir, dass definitionsgeméfl eine Funktion genau dann beschréankt ist, wenn es M € R, gibt, so
dass
If(@)] <M Va € E.

BEISPIEL 4.11. Es sei X ein normierter Raum und zg € X. Es sei € > 0. Dann heif3t
Ud(z0) := {z € RY : ||z — x| < €}
von X eine e-Umgebung von x. O
Offensichtlich ist jede e-Umgebung eine Teilmenge von X, die beschrankt (mit Schranke ||zl + €) ist.
BEISPIEL 4.12. Betrachte
M = {(x1,22) € R?*: ||z|| <1 und 2; > 0 und x5 > 0}.

Dann ist M eine beschrinkte Teilmenge von R?, mit Schranke M = 1. Wie sieht sie aus? O
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BEISPIEL 4.13. Die Teilmenge R% := {(z1,...,2n) € R? : 2y > 0} ist unbeschréinkt, denn fiir ein beliebig
grofies M > 0 erfiillt z.B. m := (M, ..., M) die Ungleichung ||m| > M. O

UBUNGSAUFGABE 4.14. Beweise die Aussage im Beispiel

UBUNGSAUFGABE 4.15. Es sei (X, -]|) ein normierter Raum. Folgere aus der Dreiecksungleichung, dass die
Inverse Dreiecksungleichung

Nzl =Nyl < lz =yl Va,yeX
gilt.

ANMERKUNG 4.16. Es sei X ein Vektorraum. Eine Metrik auf einem Vektorraum X ist eine Abbildung
d: X xX =Ry

so dass fiir alle z,y,z € X

(1) d(x,y) =0& 1z =y,
(2) d(z,y) = d(y,z), und
(3) d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2),

Dann heifit (X, d) ein metrischer Raum.
Es sei || - || eine Norm auf X. Dann definiert

d(@,y) =z —yl,  zyelX,

eine Metrik auf X (warum?). Umgekehrt kann man aber nicht jede Norm wie oben durch eine Metrik darstellen.

Fast alle Sétze, die wir in dieser Vorlesung fiir metrische Rdume formulieren werden, gelten in der Tat
bereits fiir metrische Rdume (meistens mit dem selben Beweis). Weil Beispiele von metrischen, nichtnormierten
Réume einigermafien von fortgeschrittenem Niveau sind (sie werden nither in der Vorlesung Funktionalanalysis
betrachtet), werden wir uns begniigen, die Séitze fiir normierte Rdume zu formulieren.

DEFINITION 4.17. FEine Menge M heifit abzdhlbar, wenn es eine Bijektion f : M — N gibt.
Gibt es keine Teilmenge N von N, fiir die eine Bijektion f: M — N ezistiert, so heifst M tiberabzdhlbar.

ANMERKUNG 4.18. (1) Ist eine Menge M abzihlbar, so gibt es keine eindeutige Abzihlung, d.h., M kann
nach N unter unendlich vielen Bijektionen abbilden. Dennoch ist es sicherlich méglich, eine solche Bijektion zu
betrachten: entsprechend kann man (und das werden wir immer wieder machen) eine Darstellung der Form

M = {yo,y1,-..,} ={yn : n € N}

verwenden, wobei y,, das n-te FElement von M ist.

Gelegentlich werden wir dennoch bevorzugen, andere Indexmengen zu verwenden, etwa Z.

(2) Definitionsgemaf ist jede abzihlbare Menge auch unendlich. Manchmal spricht man deshalb von hdchstens
abzdhlbaren Mengen, um zu sagen, dass die entweder endlich sind, oder abz&hlbar.

Insbesondere gilt folgendes: Ist eine Menge abzéhlbar, so ist jede ihrer Teilmengen abzéhlbar; ist eine Menge
iiberabzahlbar, so ist es auch jede weitere Menge, die sie enthélt.

Wir merken an, dass die Abzdhlbarkeit einer Menge dazu dquivalent ist, dass man einen Algorithmus be-
schreiben kann, um alle Elemente einer Menge abzuzihlen (daher der Name).

DEFINITION 4.19. Es seien M, N zwei Mengen. Eine Funktion f : M — N heifit Folge, falls M abzihlbar
15t.
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Oft schreibt man f, (oder, noch hdufiger, aus historischen Griinden: x,) statt f(n), und fiir die gesamte
Folge (bzw. Funktion) (2, )nen oder (2,)%2, oder (zq,z1,x2,...). Will man auch die Zielmenge erldutern, so
verwendet man herkémmlich die Schreibweise

(xn)nEM C N.

Da eine abzéhlbare Menge nach Definition dem N bijektiv ist, werden wir fast immer 0.B.d.A. N als Indexmenge
einer Folge betrachten.

ANMERKUNG 4.20. Es sei X ein normierter Raum und betrachte eine Folge (z,)n,eny € X. Da die Folge
einfach eine Funktion ist, ist sie definitionsgem#f beschrankt, falls M € R existiert, so dass ||z, || < M fir alle
n € N.

Es sei G eine halbgeordnete Menge und betrachte eine Folge (2,)neny C G. Dann ist definitionsgemif die
Folge monoton wachsend (bzw. fallend), falls z,, < xp41 (bzw. 2,41 < xy,) fiir alle n € N. Sie ist streng monoton
wachsend (bzw. streng monoton fallend), falls x,, < zp41 (bzw. X1 > zy) fiir alle n € N.

Besonders wichtig sind fiir uns die Folgen mit Werten in einem normierten Raum. Folgen mit Werten in
einer Mengen von Zahlen, etwa R, werden numerische Folgen genannt.

BEISPIEL 4.21. Bezeichne mit x,, die hochste Temperatur, die am n. Mai 2012 in Ulm gemessen wurde, wenn

n < 31, oder x,, = 0 sonst. Dann definiert (z,)nem o3 C R eine Folge. O
BEISPIEL 4.22. Es sei F' eine Menge und y € F. Es sei @, := y fiir alle n € N. So definiert (z,,)neny C F eine
konstante Folge. O
BEISPIEL 4.23. Es sei z, := (—1)"n fiir alle n € N. So definiert (x,)nen eine unbeschrinkte Folge, die
nicht monoton ist (weder fallend noch wachsend). Die Folge (|z,|)nen ist ebenfalls unbeschriinkt, aber monoton
wachsend. O

Die Folge (2 )nen, die durch x,, := (—1)", n € N, definiert wird, d.h.

I 1, falls n gerade,
Tn = -1, falls n ungerade,

ist beschrénkt aber nicht monoton (weder fallend noch wachsend). Strebt sie gegen eine Zahl? 7.B. gegen 1 oder
gegen —17 Oder vielleicht gegen ihren Mittelwert 0, wie manche mittelalterliche Mathematiker dachten? Dies
kann formell mittels des modernen Begriffs von Konvergenz untersucht werden.

DEFINITION 4.24. Es sei (Tn)nen eine Folge mit Werten in einem normierten Raum (X, ||-||]). Es seix € X.
Dann sagt man, dass (x,)n.n gegen x konvergiert, falls

1
vm e N\ {0} 3N,, e N s.d. Hxnfo:HSE Vn > Np,.

In diesem Fall schreibt man lim,,_, ., ©, = =, und x heifit Grenzwert der Folge. Gibt es ein x € X, so dass die
Folge gegen x konvergiert, so heifit sie konvergent. Ist der Grenzwert x = 0, so heifft (x,)nen eine Nullfolge.

ANMERKUNG 4.25. (1) Es folgt aus obiger Definition, dass eine Folge (x,, )nen genau dann gegen x konvergiert,
wenn die Folge (z,, — ©)nen eine Nullfolge ist.

(2) Auch folgt es unmittelbar aus der Archimedischen Eigenschaft von R, dass eine dquivalente Definition
der Konvergenz einer Folge gegen z lautet:

Ve >03N. €N sd. =z, € U(x) Yn > N..
Auch folgt aus der Dichtheit von R in R, dass es keine Rolle spielt, ob wir eine Ungleichung
1 1
lxn —z|| < — oder doch |zn — || < —
m m

fordern.
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UBUNGSAUFGABE 4.26. Begriinde genauer die Aussage in der obigen Anmerkung.

Wie man der Definition entnehmen kann, spielen in der Tat bei Konvergenz nur ,spétere Glieder® eine Rolle.
Genauer gilt der folgende

SaTz 4.27. Es sei X ein normierter Raum. Es sei (x,)nen C X eine gegen x konvergente Folge. Es sei
N € N und man betrachte eine beliebige neue Folge (Zy,)nen, so dass x, = &, fir alle n > N. Dann konvergiert
auch (Z,)nen gegen .

BEWEIS. Es sei m € N\ {0}. Nach Voraussetzung gibt es N,, € N, so dass |z, — z| < L fiir alle n > N,,.
Es sei nun N, := maX{Nm,N}. Dann ist |z, — z| = |z, — z| < % fiir alle n > N,y,. O

BEISPIEL 4.28. Es sei X ein normierter Raum und x € X. Betrachte die Folge mit kostantem Wert z, d.h.,
die Folge, die durch z,, := z fiir alle n € N definiert wird. Dann ist sie offensichtlich gegen x konvergent, da
x, —x =0 fir alle n € N und somit ist (x,, — z),en insbesondere eine Cauchy-Folge.

Betrachte die Folge (1),em oy C R: Sie konvergiert gegen z = 0. Es sei ndmlich m € N\ {0}, so ist fiir
Ny, =m

1 1
|2y — 2| == < — fiir alle n > N,,.
m
Die Glieder der Folge (%)neN\{o} werden also beliebig klein, wenn man n grofl genug wéhlt. |

UBUNGSAUFGABE 4.29. Wir verwenden fiir ein beliebiges Element von R die Schreibweise
r=(z',..., z%).

Somit ist das allgemeine Folgenglied einer Folge (z,,)nen C R? ein Vektor der Form
1 d)

T = (Tpy-vny To).

Zeige, dass eine Folge (z,)neny C R? genau dann gegen z € R? konvergiert, falls jede Koordinatenfolge
(2F)en C R gegen z* konvergiert, fiir alle k = 1,...,d (warum?)
UBUNGSAUFCABE 4.30. Konvergiert die Folge (1, 1),em (017 Und die Folge (£, n),em 037
:cauch
Im Allgemeinen ist es schwierig, einen Kandidaten fiir den Grenzwert zu finden. Im Kapitel ﬁgvmﬁllwir
sehen, wie man dieses Problem in vielen Féllen elegant meiden kann. Die Grundlage dazu bieten die n#chste
Definition und den néchsten Satz.

DEFINITION 4.31. Es sei X ein normierter Raum. Eine Folge (xn)nen C X heifst Cauchy-Folge, falls fiir
alle e > 0 es ein N, € N existiert, fir das

lzn — x| <e fir alle n > m > N..
Drei fundamentale Eigenschaften konvergenter Reihen sind im Folgendem gesammelt.

SaTz 4.32. Es seien X ein normierter Raum und (z,)neny C X eine konvergente Folge.

(1) Es gibt genau einen Grenzwert.
(2) Die Folge ist beschrinkt.
(3) Die Folge ist Cauchy.

BEWEIS. Man bezeichnet mit x einen Grenzwert der Folge.
(1) Betrachte einen weiteren Grenzwert y und bezeichne M := ||z — y|| > 0. Es sei nun m € N\ {0}, so dass
% < % Dann gibt es nach Definition von Konvergenz ein N a1, 80 dass
M M
lzn — 2] < 3 sowie ||, —yll < 3 fiir alle n > N .
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Also gilt fiir alle n > N M wegen der Dreiecksungleichung

M M 2
M:|x—y|:|x—xn—|—mn—y|§|xn—x|+|xn—y|§§—|—§:§M,

und deshalb %M = 0. Daher folgt, dass ||z — y|| = 0, was aus Definition der Norm liefert, dass = y.
(3) Bezeichne mit = den Grenzwert von x und betrachte ein € > 0. Dann gibt es N > 0, so dass fiir alle
n > N, gilt
€
|z, — x| < 5
Die Aussage folgt dann aus der Dreiecksungleichung, da fiir alle n > m > N, gilt

e €
|xn—xm|=|xn—x—|—m—xm|§|zn—x|+|x—$m\<§—|—§=6,

und somit ist der Beweis erbracht. O

i t
Wir habe dtie Aussage im Satz ﬁb) nicht direkt bewiesen. In der Tat ist sie eine unmittelbare Folgerung
vom Satz %&{) und vom Folgenden.

LEMMA 4.33. Es seien X ein normierter Raum. Ist (x,)nen C X eine Cauchy-Folge, so ist sie beschrankt.
BEWEIS. Es sei N € N, so dass
lxn — zm| <1 fiir alle n > m > N,
und insbesondere
lxn —zn] <1 fiir alle n > N,
d.h.,
lenll < 14|z fiir alle n > N,
Da die Menge {|z,| : m =1,..., N} endlich ist, hat sie ein Maximum, d.h., es gibt M > 0 mit
[T | < M firallem=1,...,N.
Insbesondere folgt, dass
lenll <1+ M fiir alle n € N,

was den Beweis erbracht. O

—cauch
Im Beweis vom Lemma @Eh_alﬁyww das folgende Lemma verwendet.

LEMMA 4.34. Es sei (M, <) eine totalgeordnete Menge. Dann gilt fir endliche, nichtleere Teilmengen von
M ein Minimum und ein Mazimum.

BEWEIS. Beide Aussagen werden dhnlich, nach Induktion iiber |M| bewiesen. Ist |M| = 1, so ist das einzige
Element freilich sowohl Maximum als auch Minimum.

Habe nun jede m-elementige Teilmenge von M ein Maximum und man betrachte eine Teilmenge N aus M
mit m + 1 Elementen, etwa

N :={z1,...,2ms1}.

Wir miissen jetzt nur zeigen, dass N ein Maximum hat. In der Tat hat N\ {z,+1} m Elemente, und somit auch
ein Maximum . Nun, betrachte x,,1: Entweder gilt £ < 2,41 und somit ) < z,,41 fiir alle k =1,...,m, oder
sonst ist & > @, 1 (warum kann nicht & = x,, ;1 gelten?). Im ersten Fall ist 2,41 Maximum von M, im zweiten
Fall ist £ auch Maximum von M. O
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ANMERKUNG 4.35. Somit kénnen wir ipshesondere folgern, dass die Folge @y, := (—=1)™, n € N (die iibrigens
beschrénkt ist — die Umkehrung vom Satz %?Z) gilt also nicht), keine konvergente Folge definiert. Denn fiir
€ =1 und fiir alle N € N gibt es 2INV,2N 4+ 1 > N, so dass
|Ton — zon41| =1 = (1) =2> 1.
Eine interessantere Anwendung ist die Folgende.
. » rfolge . . . .o .

Das grofite Problem mit der Definition @el_sh_ééss es im Allgemeinen nicht schwierig ist, die Konvergenz
gegen ein gewisses x zu {iberpriifen — vorausgesetzt, man weifl iiberhaupt, welches z € X ein Grenzwert sein
konnte. Eine wichtige Ausnahme wird im Folgenden erwihnt.

LEMMA 4.36. Es sei (2,)neny C R eine beschrinkte, monotone Folge. Dann ist die Folge gegen

e sup{z, : n € N}, falls die Folge wachsend ist, bzw. gegen
e inf{x, : n € N}, falls die Folge fallend ist.

konvergent.
BEWEIS. Es sei m € N\ {0} und = := sup{z,, € R: n € N}. Dann gilt fiir alle n € N
1
Tp ST ST A —,
m

wobei die erste Un lelchung gilt, weil x eine obere Schranke der Menge ist, und die zweite, weil _- stets positiv

ist. Aus der Ubung 3. 'f_lgt auch, dass ein N,, € N\ {0} existiert, so dass  — -~ < xy,,. Wegen der Monotonie
der Folge gilt aber fiir alle n > N,

1
r——<zn, ST, <r<2x+ —,
m m

d.h.
1 1
——<zp—z< —
m m’ indeut
und somit gilt die erste Implikation. Die Umkehrung folgt aus dem Satz ﬁ&) O

Die moglicherweise beriithmteste Anwendung des obigen Satzes ist der folgende

SATz 4.37. Die Folge ((1 + %)") konvergiert. Der Grenzwert dieser Folge wird mit e bezeichnet.

neN\{0}
BEWEIS. Man beweist I}%%§°£¥91u}§tionv dass die Folge monoton wachsend und beschrénkt ist. Die Aussage
wird dann aus Lemma §§§ folgen

Seie, = (1+4)" =(1+ %i)". Dann gilt

€ntl n+2 el n "
en +1 n+1

Dank der Bernoullischen Ungleichung gilt

und somit
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d.h., die Folge ist monoton wachsend.
Um zu zeigen, dass die Folge auch beschréinkt ist, beachte, dass e; = 2, und somit e,, > 2 fiir alle n > 1.
Wiederum folgt aus der Binomialformel

n\ 1 " /n\ 1

=3 (1)1 (1)
k=0 k=1

Diese Summanden werden abgeschiitzt durch

(n) i:ln(n—l)---(n—k—i-l) < 1 < 1
k) nk Kk n-n---n — kT 2k-10
Somit
k—1 n
engl—&-Z(;) =1+11_(é1)<1+}=3,
k=1 2 2
aufgrund der Konvergenzaussage in Lemma ﬁ (|

ANMERKUNG 4.38. Ob Leonard Euler die Bezeichnung e in Anlehnung an seinen Namen oder im Zusam-
menhang zur Exponentialfunktion eingefithrt hat, ist nicht bekannt. Die Zahl selber ist jedoch bereits 1690
erschienen, in einem Brief von Gottfried Leibniz. Heute ist bekannt, dass die Zahl e in mehreren Bereichen
auftaucht: insbesondere wurde sie von Jacob Bernoulli zur Zinseszinskalkulation untersucht.

LEMMA 4.39. Betrachte die Folge (x)nen, die durch

— 1
T, = -, n € N\ {0},
;k \ {0}

definiert wird. Diese Folge ist nicht konvergent.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass diese Folge unbeschréankt ist. Freilich gilt

sno= 1+3 + (343 + G+i+i+3) +..+ (4 +7=
2 37T 4 576 T7TR 2F 11 2
(42 > 1+ (D) ¢ Griried) b (g
= 1+§ + 3 + 5 + ...+ 5
und somit ist (s,)nen unbeschrénkt, also konvergiert die Folge nicht. O

ANMERKUNG 4.40. Der obige Beweis wurde bereits vor 600 Jahre von Nicole Oresme geliefert.

Die Divergenz der harmonischen Reihe zeigt insbesondere, dass man eine unendliche Briicke bauen koénnte.
Es reicht dazu, die Kl6tze mit einem der harmonischen Reihe entsprechenden Abstand aufeinander zu stapeln.
Der gemeinsame Schwerpunkt vom 1. Klotz und 2. Klotz liegt bei %%, der vom 1. Klotz, 2. Klotz und 3. Klotz
bei %%7 der vom n. Klotz bei %% Eine solche Briicke mit n Klétzen wiirde also bereits eine Lange von % Sory %
haben. Wenn man tber unendlich viele gleiche Klotze verfiigen konnte wiirde man somit eine Briicke der Lénge
%21?;1 % = +o0 errichten. O

ANMERKUNG 4.41. Ist man mit normierten Rdumen noch nicht ganz vertraut, so ist das an dieser Stelle kein
Problem! Denn der Grenzwert einer konvergenten Folge mit Gliedern aus R ist ebenfalls eine relle Zahl. Ahnlich
ist der Grenzwert einer konvergenten Folge mit Gliedern aus R auch eine positive Zahl. Aber Vorsicht! Sind die
Glieder einer konvergenten Folge rationale Zahlen, so ist ihr Grenzwert nicht unbedingt eine rationale Zahl. Das

liegt selbstverstindlich daran, dass Q kein ordnungsvollstdndiger Kérper ist. Z.B. sind die Zahlen (1 4+ %)" f
alle n € N\ {0} rational, doch konvergiert die dadurch definierte Folge gegen eine irrationale Zahl, vgl. Satz %

SATZ 4.42. Es seien (Xn)nen, (Yn)nen C R zwei beschrinkte Folgen. So ist die Produktfolge (2nyn)nen eine
beschrinkte Folge. Ist mindestens eine der Beiden sogar eine Nullfolge, so ist die Produktfolge auch eine Nullfolge.
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BEWEIS. (1) Es gibt nach Voraussetzung M, My > 0, so dass |z,| < M; und |y,| < M fir alle n € N.
Somit gilt aufgrund der Multiplikativitit der Norm

|Znyn| = |xn||yn| < My Mo,

d.h., die Produktfolge ist durch M; - My > 0 beschrankt.
(2) Es sei nun (2, )nen eine Nullfolge. Es sei m € N und betrachte eine natiirliche Zahl m > mMs. Dann
gibt es ein Ny, so dass |z,| < L fiir alle n > Ny. Also gilt fiir alle n > Ny,

My, 1
|ZnYn| = |Znllyn] < — <
m

m b
also ist (znyn)nen eine Nullfolge. O

SATZ 4.43. Gegeben seien zwei Folgen, (Tn)nen, (Yn)nen C R, welche gegen x bzw. y konvergieren. Dann
gelten die folgenden Rechenregeln.

(1) Die Folge (s, + Yn)nen ist konvergent und lim, o (x, + yn) = = + y.
(2) Die Folge (xpyn)nen ist konvergent und lim,, oo (Tnyn) = xy.
(8) Isty, # 0 fiir allen € N und auch lim,,—, oo yn # 0, so ist die Folge ( )neN konvergent und lim,, _, o yi = %
BEWEIS. (1) Es sei € > 0. Dann gibt es N', N? € N, so dass |z, — 2| < § und |y, — y| < § fiir alle n > N*
bzw. n > N2. Setze N, := max{N! N?}. Dann gilt
€
|20 +Yn — 2 =yl < |z — 2|+ |yn —yl < 5 +*:

[\

(2) Es reicht zu zeigen, dass

(xnyn - xy)nEN = (xnyn — TYn + TYn — wy)nEN = ((xn - x)yn + l‘(yn - y))nEN

eine Nullfolge ist. Man beachte, dass (z,, — =)nen und (yp)nen na gu}goraussetzung bzw. laut Satz ﬁ&) eine
Nullfolge bzw. eine beschriankte Folge sind, also ist dank Satz @Th_r Produkt eine Nullfolge. Aus dem selben
Grund ist (z(yn — ¥))nen und somit auch ihre Summe ((x,, — 2)yn + (yn — ¥))nen eine Nullfolge. Das vollendet
den Beweis. ]

UBUNGSAUFGABE 4.44. Beweise den Satz @(3).
ANMERKUNG 4.45. Insbesondere folgt aus dem Satz @ Ist y,, # 0 fiir alle n € N und auch lim,,—, yn # 0,

Tn

so ist die Folge ( 2 )nen konvergent und lim,, =2

v
Beachte auch "dass die Aussage im Satz @(1) auch gilt (mit dem selben Beweis) fiir Folgen mit Werten
in R.

Die Aussage in der folgenden Ubungsaufgabe wird oft Sandwichsatz oder Satz der Polizisten genannt.

SATZ 4.46. Es seien (Tn)nen, (Yn)nen C R zwei konvergente Folgen mit gleichem Grenzwert x € R. Es sei
Zn)nen eine dritte Folge, so dass es ein N € N gibt mit x, < 2, < yn fir alle n > N. Dann konvergiert auch
(2n)nen gegen x.

UBUNGSAUFGABE 4.47. Beweise den Sandwichsatz.
UBUNGSAUFGABE 4.48. Folgere aus den Rechenregeln oder aus dem Sandwichsatz, dass

. n 1 1
o lim, . (k‘) nE T kD

e lim, o % =0, und
e lim,, ., ¢" = 0 fiir alle ¢ € R mit |¢g|] < 1.
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ANMERKUNG 4.49. Es sei X ein normierter Raum iiber einem Koérper K. Eine Aussage, die dem Satz@(?)
entspricht, ist:
lim (az,) = a lim z,
n—oo n—oo

fiir jedes @ € K und jede konvergente Folge (z,,)nen C X.
LEMMA 4.50. Es sei ¢ € R. Betrachte die Folge (xy,)nen, wobei

n
Ty 1= Z q~, n € N.
k=0
Dann konvergiert diese Folge gegen ﬁ, falls |q| < 1, und divergiert sonst.

BEwEIS. Es gilt ndmlich

1— n+1
Tpn=14+q+...+q¢" = ¢ ,
l—gq
wie man direkt nachpriifen kann. Also ist nach Satz @
. . 1- q"+1 1- hmn—)oo qn+1 1
lim z, = lim = = ,
n—o0 n—oo 1 —gq 1—g¢q 1—gq
. C 01 . . . . . .
weil laut Ubungsaufgabe @f’ﬁ_mn_,oo q" = 0 gilt. Dass die Folge sonst divergiert sieht man dadurch, dass sie
fiir |g| > 1 unbeschrénkt ist. O

Der erste Beweis der Konvergenz dieser Folge wurde vor iiber 600 Jahre erbracht und geht auf Richard
Suiseht zuriick.

UBUNGSAUFGABE 4.51. Zeige sowohl durch direkten Nachweis (entsprechend der Definition), als auch durch
Ausnutzung der Rechenregeln fiir Grenzwerte, dass die folgende Folgen (z,,)nen konvergieren:

2
41
OngZ%,neN;
2
° I, = (1—1—%“) —1,neN;

. 3n%—4n41
® Ty = gurig,oin M EN

Wir haben gesehen, dass die Gleichung

2
<=2
in R — anders in Q — sich 16sen lésst. Diese Beobachtung kann stark verallgemeinert werden.
SaTz 4.52. Sind o > 0 und n € N\ {0}, so hat die Gleichung
zel-defieq| (4.3) 2" =«
eine einzige positive Losung x € R. Diese Losung findet man als Grenzwert der rekursiv definierten Folge
1 o
(4.4) P = <(k e+ xk_l) L e\ {0},

wobet xg eine beliebige positive reelle Zahl ist.
Diese Losung heifit dann n-te positive Wurzel von « und wird mit
Yo oder an
bezeichnet.
Somit konnen wir fiir « > 0 auch die Schreibweise

n

am

einfithren, fiir alle n € Z und alle m € N\ {0}.
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BEWEIS. Der Beweis besteht aus mehreren Schritten. Wir beachten zuerst, dass falls x,, > 0 ist auch x,, 1 >
0, und somit ist induktiv bewiesen, dass (2, )nen C (0, 00). ) roord

1) Die Eindeutigkeit der positiven Wurzel folgt daraus, dass (dank Ubungsaufgabe @ESE)_U <z <w
impliziert z* < w”.

2) Wir zeigen jetzt, dass (z,)nen konvergiert, in dem wir zeigen, dass sie monoton fallend ist (seine Be-
schréanktheit ist ja schon bekannt). Schreibe

1/«
(4.5) Tptl = Tn <1+k <xk—1)>, n €N,

n

Wir wollen aus dieser Ungleichung folgern, dass die Folgen monoton fallend ist, d.h., dass (1 + % (gﬂ% — 1)) <1.
zele n
Folgere dazu aus der Bernoullischen Ungleichung (an (ﬁ%; angewandt), dass

k
1/« «
k k k
Tpy1 = Ty, <1+k<xﬁ 1)) >z, (1—&—(%]2 1)) =q, n € N.

Somit gilt -5 <1 fiir alle m € N'\ {0}, d.h

1

1
(4.6) k(i—l)go, neN.
‘Tm
1 1
Aus ﬁeund @%%l%, dass
Tn41 < T, ne Nv

und somit ist die Folge monoton fallend.

3) Da (zn)nen C (0,00) mopoton fallend ist, konvergiert es gegen sein Infimym, etwa 2 > 0. Man soll nur
E'?E erfullf. % W’LB

noch zeigen, dass x tatséchlich ultipliziere beide Seiten von mit kz*~1. Dann gilt

kxF e, = (k—1zk +a,

und somit dank der Rechenregeln fiir Folgen

kx* = k lim 27! lim 2,4,
n—oo  n—o0
= lim szflxn_,_l
n—o0
: k
= lim (k- 1)z, +«
n—o0

= (k=1) lim z* + «
n—oo
= (k—=1)z"+aq,
woraus die Behauptung folgt. a

Im Beispiel @El%f%ﬁgwir den Fall zweier Folgen (2, )neny und (|z,])nen gesehen, welche unbeschriinkt sind
— und somit notwendigerweise gegen keine reelle Zahl konvergieren. Doch oszillieren die Werte der ersten Folge
stdndig und zwar mit immer gréfleren Spriingen, wiahrend die zweite Folge regelmiilig wachst. Wir méchten diese
beide Verhaltensweisen unterscheiden: dazu betrachten wir die Folgende.

DEFINITION 4.53. Es sei (z)nen C R. Die Folge heifst uneigentlich gegen +oco konvergent, bzw. unei-
gentlich gegen —oco konwvergent, falls
VM € NANy € N s.d. x, > M Vn > Ny,
bzw.
VM € NINy € N s.d. z,, < —M Vn > Ny

.. . . izisten .
UBUNGSAUFGABE 4.54. Wie kann man die Aussage des Satzes ﬁiig so umformulieren, dass er auch fiir
uneigentlich konvergente Folgen gilt?
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ANMERKUNG 4.55. Nach Definition ist jede uneigentlich konvergente Folge auch unbeschrinkt. Bitte be-
achte, dass der Begriff von uneigentlicher Konvergenz nur definiert ist, wenn eine Totalordnung vorhanden ist.
Deshalb schrianken wir uns auf R ein.

BEISPIEL 4.56. Ein Beispiel einer uneigentlich konvergenten Folge kennen wir schon: das ist die Folge im
Lemma %ﬂ@ne Folge ist monoton wachsend und unbeschrénkt und konvergiert somit uneigentlich gegen +o0.

DEFINITION 4.57. Es sei (xp)nen eine Folge, welche weder gegen ein x € R noch uneigentlich gegen +oo
oder —oo konvergiert. Dann heif$t die Folge divergent.

Betrachte eine monotone Folge reeller Zahlen. Wir wissen schon, dass genau dann die Folge konvergent ist,
wenn sie beschrénkt ist: in diesem Fall stimmt ihr Grenzwert mit dem Supremum (bzw. Infimum) der Menge
{zn € R:n € N} iiberein. Fiir unbeschrénkte Folge kann man ein #hnliches Kriterium formulieren.

SATZ 4.58. Es sei (xp)nen eine Folge mit Gliedern aus R. Es sei (x,)nen monoton wachsend (bzw. fallend).
Genau dann ist die Folge unbeschrinkt, wenn sie gegen +00 (bzw. —oco) uneigentlich konvergiert.

BeEWwEIS. Es sei 0.B.d.A. (z,,)nen unbeschrinkt und monoton wachsend — sonst betrachte (—z,)nen. Nach
Definition ist die Menge {z,, € R : n € N} nach oben unbeschrinkt, also gibt es fiir alle M € N ein Ny, € N; so
dass xn,, > M. Wegen der Monotonie der FOIEe %ﬂée%‘a?f auch z,, > M fiir alle n > N,.

Die Umkehrung folgt aus der Anmerkung ]

Wir listen einige Rechenregeln fiir uneigentliche konvergente Folgen auf.

SATZ 4.59. Es seien (Tn)neN, (Un)nen Folgen mit x,,y, € R C R.

o Es sei (xn)nen (gegen x € R!) konvergent und (yn)nen gegen +0o (bzw. —oo) uneigentlich konvergent.
Dann gelten die folgenden Rechenregeln.
(1) Die Folge (xy, + yn)nen ist uneigentlich gegen +oo (bzw. —oc) konvergent.
(2) Die Folge (xnyn)nen ist uneigentlich gegen +o0o (bzw. —oo) konvergent, falls lim, oo @y, > 0.
(8) Die Folge (xpyn)nen ist uneigentlich gegen —oo (bzw. +00) konvergent, falls lim, o x, < 0.

o s seien (Tn)neN, (Yn)nen zwei gegen +00 (bzw. —oo) uneigentlich konvergente Folgen. Dann konver-
giert die Folge (x,, + Yn)nen uneigentlich gegen +00 (bzw. —00).

e FEs seien (Tn)nen, (Yn)nen 2wei gegen +oo (bzw. —oo) uneigentlich konvergente Folgen. Dann konver-
giert die Folge (nyn)nen uneigentlich gegen +o0o.

ANMERKUNG 4.60. Im Allgemeinen kann man nichts iiber die Summe zweier uneigentlich gegen 400 bzw.
—o0 konvergenten Folgen sagen: z.B. ist
lim (n —n) =0, lim (2n — n) = 400, lim (n —2n) = —c0.
n—oo n—oo n—oo

Ebenfalls gibt es keine Regel {iber das Verhalten des Produktes einer Nullfolge und einer uneigentlich konvergenten

Folge: z.B. ist
. 1 . 1 2 . 1 2
lim ( —n) =0, lim [ —n° ) = +o0, lim [ —n* | = —o0.
n—oo \ 7 n—oo \ N n—oo \ —N

{BUNGSAUFGABE 4.61. Beweise den Satz Fiar
UBUNGSAUFGABE 4.62. Es sei (zn)nen eine konvergente Folge. Definiere eine neue Folge (&, )nen durch
B { Tn—100, wenn n > 101,
T, sonst.
Zeige, dass lim,, oo ©p = limy, 00 T
2

UBUNGSAUFGABE 4.63. Es sei (In)neN\{o} = (HZTLW) N\{0}
ne

(1) Zeige, dass limy, o0 5, = 1.
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(2) Zue=1,e=10"3, und ¢ = 10~¢ bestimme das kleinste n. € N so, dass |a,, — 1| < ¢ fiir alle n > n..

UBUNGSAUFGABE 4.64. Bestimme den Grenzwert der folgenden Folgen (2, )nen.

(1) Iy = n:_:_ﬁ
(2) zp = 55

(3) xp :=vn+1—/n.
Hinweise: Zu (2): benutze Ubungsaufgabe @ Zu (3): erweitere den Bruch 7M mit v/n+ 14 /n.

Manchmal ist es nicht nur interessant zu wissen, ob eine Folge uneigentlich konvergiert, sondern auch, wie
schnell sie das tut. Das ist bei der Untersuchung informationstheoretischer Algorithmen oder der Komple-
xitétstheorie oft der Fall. Eine solche Konvergenzgeschwindigkeit (auch ,asymptotisches Verhalten“ genannt)
wird iiblicherweise durch die sogenannte Landau-Symbole gemessen, die 1894 von Paul Gustav Heinrich Bach-
mann und 1909 von Lev Davidovich Landau eingefiihrt wurden.

DEFINITION 4.65. Es seien (ap)nen, (bn)nen Folgen mit ay,, b, € R fiir alle n € N. Dann sagt man, dass
(an)nen von Ordnung b, ist und schreibt (ap)nen = O((bn)nen) (oder manchmal einfacher a,, = O(by,)), wenn
die Folge (|3 |)nen beschrinkt ist. Auch schreibt man (an)nen € 0(bn), wenn (|32 |)nen eine Nullfolge ist.

UBUNGSAUFGABE 4.66. a) Zeige: Zwei Folgen (2, )nen, (Yn)nen konvergieren genau dann, wenn (z,, +yn )nen
und (z, — Yn)nen konvergieren.

b) Es sei ¢ € (0,1). Zeige: Wenn 0 < x,, und 2,41 < gz, fiir alle n € N, dann ist lim, o 2, = 0.
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KAPITEL 5

Hiufungspunkte und Cauchy-Folgen

Eng verwandt mit dem Begriff von Grenzwert ist der Folgende.

DEFINITION 5.1. Es sei X ein normierter Raum. FEin Vektor x € X heifst Haufungspunkt einer Folge
(Tn)nen C X, falls fiir alle e > 0 es unendlich viele Folgenglieder gibt, die in der e-Umgebung U.(z) liegen.

ANMERKUNG 5.2. Salopp ausgedruckt: eine Folge ist gegen x konvergent, wenn ihre Glieder beliebig nah an x
kommen, und schlielich (d.h. fiir gréfiere Indizes) auch dort bleiben; wihrend a ein Hiufungspunkt ist, wenn die
Folgenglieder beliebig nah an z kommen, und sie das immer wieder tun. D.h., falls  ein Grenzwert ist, miissen in
einer beliebig kleinen e-Umgebung von x nicht nur unendlich viele, sondern schlielich alle Folgenglieder liegen.
Somit ist jeder Grenzwert ein Haufungspunkt, aber nicht umgekehrt. Insbesondere hat eine konvergente Folge
notwendigerweise nur einen Haufungspunkt.

Wiederum muss eine Folge, die nur einen Haufungspunkt hat, nicht notwendigerweise konvergieren: betrachte
z.B. die Folge

R { 0, falls n gerade,
" m, falls n ungerade,
Man kann iiberpriifen, dass 0 der einzige Hiufungspunkt ist (warum?). Doch ist die Folge unbeschrinkt und
somit sicherlich nicht konvergent.

DEFINITION 5.3. Es seien F eine Menge, (xn)nen C F eine Folge und (ng)ren C N eine weitere, streng
monoton wachsende Folge. Dann ist die Verkettung dieser beiden Abbildungen, d.h.,

N k— x(n(k)) = Tn, eFr
eine neue Folge, die Teilfolge von (x,,)nen heifft und durch
(xnk)kGN
bezeichnet wird.

_ BEISPIEL 5.4, 1213( g;‘i,bt offensichtlich unedlich viele Teilfolgen einer Folge. Z.B. hat die Folge, die in der
Ubungsaufgabe emgefithrt wurde, u.A. die Teilfolgen der geraden und ungeraden Glieder, die jeweils durch

Lo, =0 und Topt+1 i =N

definiert werden. Man sieht, dass die erstere Teilfolge konvergent ist. Das ist kein Zufall, wie die Aussage in der
néchsten Ubungsaufgabe besagt.

LEMMA 5.5. Es sei X ein normierter Raum und (x,,)nen C X eine konvergente Folge. Dann ist jede Teilfolge
(Tn, )ken C I eine konvergente Folge.

BEWEIS. Esseie > 0. Da man N, findet, so dass die Konvergenzbedingung erfiillt ist, und da die Abbildung
k +— nj streng monoton wachsend ist, gilt um so mehr fiir alle ny > k > N., dass z,, € U.(z), wobei x der
Grenzwert von (2, )nen ist. |

LEMMA 5.6. Es sei X ein normierter Raum und (x,)nen C X eine Folge. Dann ist x € X genau dann ein
Hiufungspunkt von (x,)neny C X, wenn es eine Teilfolge von (x,)nen gibt, die gegen x konvergiert.
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BEWEIS. Es sei  ein Hiufungspunkt von (z,,),eny C X. Definiere rekursiv eine Folge (ng)reny C N durch
ng := 0 und
ng = min{m € N:m > np_y mit ,, € U1 (2), k e N\ {0}.
R rdnN . . .
Aufgrund der Wohlordnung von N, vgl. die Ubungsaufgabe %nk dadurch wohl definiert. Dies zeigt, dass
Yv: N>k —>npeN

eine wohl definierte und streng monoton wachsende Folge ist. Es reicht zu zeigen, dass die Teilfolge (2, )ren
gegen x konvergiert. Dazu, sei es ¢ > 0 und betrachte K. € N\ {0} mit 1/k < ¢ fiir alle £k > K. Dann gilt

Tn,, € Us(z) C Ue(w) Vi > K,

und somit x = limy o0 Zn,, -
Es sei umgekehrt (x,, )ren eine Teilfolge, die gegen x konvergiert. Somit ist = ein Haufungspunkt von (z,,, )ken
und somit auch von (2, )nen. O

Es sei (2, )nen C R. Betrachte die Folgen (2 ),en € R und (z3)nen C R, die durch
! = sup{zp:k>n} und
zh = inf{xy : k>n}

n

definiert werden. Diese Folgen konvergieren (im normalen oder eigentlichen Sinne), da sie monoton (fallend bzw.
wachsend) sind.

DEFINITION 5.7. Die (méglicherweise uneigentlichen) Grenzwerte der Folge (z])nen C R (bzw. (})nen C
R) heifit limes superior (bzw., limes inferior) von (x,)nen. Diese Grenzwerte bezeichnet man durch

limsup z, := lim ] (bzw. liminf z, := lim z}).
n—oo n—oo n—oo n—oo

i:limsu
Wiéhrend die Definition Ef mog icherweise verwirrend klingt, verfiigt man zum Gliick {iber eine einfachere
Charakterisierung,.

LEMMA 5.8. Es sei (p)neny C R. Dann hat die Menge der Hiufungspunkte von (x,)neny C R sowohl ein
Mazimum zv als auch ein Minimum z* in R, welche mit lim SUD,, o0 Tn bzw. liminf, o z,, dbereinstimmen.

BEWEIS. Wir zeigen nur, dass 27 = limsup,,_, ., Z,,- Der andere Beweis ist #hnlich.
Definitionsgem$ gilt lim sup,,_, . @, = inf,en 2. Nun betrachten wir die drei moglichen Fille: lim sup,, , . T, =
—oo, limsup,,_, ., Zn € R, limsup,, ., x, = +o0.

o Ist limsup,,_,., n = —00, so gibt es fiir alle M > 0 ein n € N mit
~M >z, dh, a€(—0c0,—M),

(da sonst gelte auch
—M™* > limsup z,,

n—oo
fiir ein M* > 0—ein Widerspruch zu unserer Annahme). Das zeigt, dass keine relle Zahl ein Haufungspunkt
der Folge sein kann, d.h., —oo ist der einzige Haufungspunkt
. . . ar . .
o Ist limsup,,_, ., zn = infen x,t € R, so gibt es nach Lemma %&fﬁr alle y > inf,, ey a:,t ein n € N, fiir

das

y>x£2xk fir alle k > n.
D.h., fiir e := y — 2] gilt

xr & Ue(y) fiir alle k > n,
und insbesondere kann z;, € U.(y) fiir hochstens endlich viele k € N gelten — anders gesagt ist y kein
Héufungspunkt.
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Somit kann kein Hiufungspunkt von (z,)nen strikt grofer als limsup,,_, . , sein. Es reicht nun
zu zeigen, dass limsup,,_, ., ©n tatséchlich ein Hiufungspunkt ist. Es sei € > 0. Es gilt definitionsgeméf

hellf\l x) <zl =sup{zy, : h >k} fiir alle k € N.
n

Somit gibt es nach Lemma %ﬁ?ﬁr alle £ € N ein n, > k, so dass

T, > inf 2] — e =limsupz, —¢.
) neN n—00
Andererseits kénnen hochstens endlich viele Glieder der Teilfolge (2, )ren groBer als limsup,, . 2, +¢
sein. Mustern wir diese endlich viele (Teil)Folgenglieder aus, so erhalten wir (zy,, Jnen C Ue(limsup,,_, o zn).
Nach Lemma ist Im sup,,_, o, T ein Haufungspunkt.
e Ist schlieBlich limsup,, ., =, = +00, so ist ¥} = sup{z : k > n} = +oo fiir alle n € N. Das heifit, fiir
alle M > 0 und alle n € N gibt es £ € N mit k¥ > n so, dass z;, > N. Das bedeutet gerade, dass 400
ein Haufungspunkt ist — und dann notwendigerweise der Grofite.

Damit ist der Beweis vollstidndig. O

Der Folgende ist der Satz von Bolzano—Weierstrafl, der zum ersten Mal 1817 von Bernard Bolzano
bewiesen wurde.

SATZ 5.9. Es sei d € N\ {0}. Dann hat jede beschrinkte Folge (x,)nen C R? eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS. Wir zeigen die Aussage nach Induktion iiber d.

Bechtrachte eine beschrinkte Folge (rz)aen C R. Da sie beschréinkt ist, ist limsup,,_, ., @, eine reelle Zahl
(also # £00). Somit haE siF daut. Lemma p B[sicherlich (mindestens) einen Haufungspunkt in R (d.h., # +o0), der
wiederum laut Lemma auch der Grenzwert einer Teilfolge von (z,,)nen sein muss. Dies vollendet der Beweis.

Gelte nun die Aussage fiir d und es sei (,,)nen C R4T! beschrinkt. Betrachte die Folgen (y,)neny C RY und
(z3+1),en C R, wobei

Yn = (zk, ..., 2%)
und fiir alle k = 1,...,d + 1 z* die k-te Koordinate von z ist. Es folgt nun aus
d d+1
lz¥| < Z|xh|2§ Z\thS [l]| firalle k=1,...,d+ 1,
h=1 h=1

dass beide Folgen beschriinkt sind, und somit nach Induktionsvoraussetzung eine konvergente Teilfolge haben.
Unser Ziel ist jetzt, daraus eine konvergente Teilfolge von (z,)nen zu basteln. Betrachte also erst die Folge
(Yn)nen C R?, und es sei (yn, Jeen C R? eine konvergente Teilfolge. Betrachte nun die Teilfolge (z&™)ien C R
von (x4*t1), cn, die mit der selben selbe streng monoton wachsende Funktion

No>k—ngeN

Nk,

assoziiert ist. Diese Teilfolge ist auch beschrénkt, und hat somit eine konvergente Teilfol eta%tfwa (x4 1) ey C R.
el
Aber auch die Teilfolge (yy,, Jnen der konvergenten Folge (yn, Jken ist, laut Lemma %é_mergent. Somit sind

d+1

sowohl (z5F
h

Jhen C R %ls auch (ynkh)hEN C RY konvergent. Die Aussage folgt dank einer Anwendung der
.. rpro
Ubungsaufgabe O

Der Begriff einer Cauchy-Folge hat sich in dem letzten Jahrhundert als einer der weitreichendsten Konzepte
der Analysis erwiesen. Diesem Kapitel ist dazu gewidmet. Der Startpunkt ist der Folgende.

SATZ 5.10. Genau dann ist eine Folge (x,)neny C R konvergent, wenn sie Cauchy ist.
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Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir ein wenig Vorbereitung.

Wir haben gesehen, dass der Begriff von Cauchy-Folge i.A. schwécher ist, als der Begriff von konvergenten
Folge. Das liegt aber micht daran, dass eine Cauchy-Folge zu viele Haufungspunkte besitzen kann, wie das
Folgende zeigt.

onv-cauchy LEMMA 5.11. Es sei X ein normierter Raum. Hat eine Cauchy-Folge (x,)nen C X eine konvergente Teil-
folge, so ist (xp)nen selber bereits konvergent.

BEWEIS. Es sei (z,)neny C X eine Cauchy-Folge in einem normierten Raum. Es sei (2, )ren €ine gegen
x € X konvergente Teilfolge. Wir wollen jetzt zeigen, dass (x,)nen gegen x konvergiert. Betrachte e > 0 und
finde N. € N mit

|zn — zm]| < % fiir alle n > m > N.

Es sei nun NE € N so, dass
|2, — 2| < % fiir alle k > N,

Da ny > k fir alle k € N, gilt auch

E €
5t 5
und somit ist die Aussage vollstindig bewiesen. ([l

auch: i t
BEWEIS VOM SATZ wDie ersfe Implikation wurde im Satz ﬁ&{) bewiesen. Es sei nun (z,)neny € X
eine Cauchy-Folge. Laut dem Lemma muss sle beschrénkt sein, was nach de_rcr}a lﬁ:rﬁtz von Bolzano—Weierstrafl
impliziert, dass sie einen Haufungspunkt hat. Eine Anwendung des Lemma Ei i Vervoilsténdigt nun den Beweis.
|

|z — || < [|l2n — Tn, || + |20, — 2] < = + fiir alle k > max{Na,Ng}

[\)

ANMERKUNG 5.12. Das obige Kriterium besagt, dass eine Folge genau dann konvergent ist, wenn es einen
Index gibt, so dass alle folgenden Folgenglieder nah beieinander sind. Vorsicht! Es reicht dazu nicht, dass nur oih
die Folgenglieder x,,, z,41 fiir grofle n beliebig nah aneinander liegen, wie das Beispiel der Folge im Lemma ﬁr_
zeigt.

DEFINITION 5.13. Es sei X ein normierter Raum. Ist jede Cauchy-Folge mit Werten in X bereits konvergent,
so heifst X ein Banachraum.

~cauch
Eine unmittelbare Folgerung des Lemma ﬁi% Folgende.

nztf=grenz KOROLLAR 5.14. Es seien X ein normierter Raum und (x,)neny C X eine konvergente Folge — etwa gegen
x € X. Dann ist notwendigerweise x auch der Grenzwert von (Tp)nen.

Somit besagt der Satz %ﬂdass R ein Banachraum. In der Tat gibt es viel mehr Banachrdume.

LEMMA 5.15. Es sei d € N. Dann ist R? bzgl. der beiden Normen, die im Beispiel% eingefiihrt wurden,
ein Banachraum.

.. rprod
BEWEIS. Aufgrund von der Aussage in der Ubungsaufgabe ﬁk}gﬁlen ir s auf den Fall d = 1 ein-
schrinken (warum?). Dass aber die Aussage im Fall d = 1 gilt, besagt der Satz‘% ]

5.1. Der Koérper C
Wir haben gesehen, dass die Gleichung

in R sich 16sen ldsst. Und die Gleichung
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Dass diese Gleichung eine reelle Losung besitzt, ist verboten von der Tatsgche dass R nach Konstruktion ord-
nungsvollsténdig ist, und von der Aussage in der Ubungsaufgabel@%‘)n_mes schien den Mathematikern im 18.
Jahrhundert eine unnétige Einschrinkung zu sein, so unnétig wie frither die Unlsbarkeit

z+2=0
in N. Um diese Liicke zu schlielen hat man die komplexen Zahlen eingefiihrt.

Die Menge C der komplexen Zahlen wurde also dadurch eingefiihrt, dass man annimmt, die Gleichung

(5.1) 2 =—1
habe eine Losung, die man mit ¢ bezeichnet. Genauer gilt der Folgende.

THEOREM 5.16. Es gibt einen Kdorper, den man mit (C,+,-, <) bezeichnet, in dem die Gleichung@ eine
Lésung hat. Dieser Kdorper enthdlt eine isomorphe Kopie von R.

BEWEIS. Wir wollen C konstruieren, indem wir auf dem Vektorraum R? eine spezielle Multiplikation einfiihren.
Die Addition bleibt also wie gehabt durch
(@,9) + (w, 2) := (z+ w,y + 2)
definiert, aber man setzt auch
(5.2) (z,y) - (w, 2) == (zw — yz, 2 + wy).
Man identifiziert © € R mit dem Vektor (z,0) € C: itsichlich !%eﬁniert dieses einen injektiven Homomor-
;E%i dass

phismus, wie man leicht sieht. Insbesondere folgt aus
(5.3) (0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

Mit diesen beiden Operationen ist C ein Korper: O¢ := (0,0) ist das neutrale Element fiir +, 1¢ := (1,0) das
neutrale Element fiir die Multiplikation, —(z,y) := (—z, —y) die Inverse von (z,y) bzgl. +, und

xr2 + y2 xr2 + y2
die Inverse bzgl. -. O

ANMERKUNG 5.17. 1) Man n zeigen, dass der oben konstruierter Korper der (bis auf Isomorphismus)
kleinste ist, in dem die Gleichung eine Losung hat und der eine isomorphe Kopie von R enthélt.
2) Aufgrund der Identifikation von R mit einer Teilmenge von C, werden wir nicht mehr

(z,0) oder (0,4y)
schreiben, sondern nur
T bzw. 1.
Vorsicht: C ist ein Vektorraum iiber den Koérper C und R kann als Teilmenge von C angesehen werden, R ist
aber kein Unterraum von C (da z.B. fiir A := i € C liegt fiir z := 1 € R das Vektorprodukt Az nicht in R).

3) Damit man die Additions- und Multiplikationsregeln leichter merken kann (quasi als Eselsbriicke), hat
man eine niitzliche Schreibweise eingefiihrt, ndmlich

z + iy = (z,y).
. . . . . tiplkompl-ima .
Mit dieser Schreibweise und angesichts von 15%) sieht man tatséchlich, dass
i?=i-i=(-1,0)=—1.

Diese Schreibweise werden wir immer verwenden, wenn wir nicht eine andere, die wir gleich im néchsten Punkt
sehen werden, bevorzugen.

4) Da C fiir viele Zwecke mit R? identifiziert werden kann, bietet sich an, jede komplexe Zahl mittels zweier
Koordinaten zu identifizieren. Eine l\r{léglichkeit besteht aus den kartesischen Koordinate Re und Im. Eine andere
werden wir in der Anmerkung sehen.
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5) Beachte, dass R? nur ein Vektorraum ist und kein Korper: ein Vektorprodukt (d.h., eine Multiplikation
R? - R? — R?) ist gar nicht definiert. In der Tat ist C ein unitirer Raum bzw. Prihilbertraum im Sinne der
linearen Algebra, doch ist nicht (z,y) — xy das zugehorige Skalarprodukt, sondern (x,y) — 7.

DEFINITION 5.18. Die Elemente von C heiflen komplexe Zahlen. Jedes Element aus iR := {(x,y) € C :

x = 0} heifit rein imagindre Zahl.

DEFINITION 5.19. Es sei z = x + iy € C. Sein Realteil Rez ist z, sein Imaginérteil Imz ist y. Seine
komplex konjugierte Zahl ist
Zi=x—1y.

|z| := V2zZ = Va? + y?

Der Betrag von z wird durch

definiert.
Insbesondere sind Re z,Im z, || reelle Zahlen.

ANMERKUNG 5.20. 1) Man beachte, die Definition des Betrags einer komplexen Zahl mit @%%ereinstimmt,
falls die Zahl reell ist. Auch ist fiir eine reelle Zahl das Imaginérteil 0. Somit ist eine komplexe Zahl genau dann
reell, wenn sie mit ihren komplexen Konjugierten iibereinstimmt.

2) Auch dieser Betrag definiert (diesmal auf C) eine Norm. In der Tat ist somit die Norm einer komplexen Zahl
z gleich, egal ob man sie als komplexe Zahl Re z+i Im z oder als Vektor (Re z,Im z) auffasst. Alle Aussagen, die nur
auf die Struktur von R? als normierter Raum beruhen (wie z.B. Beschrinktheit von Mengen oder Konvergenz
von Folgen), gelten somit auch fiir C. Man sagt, dass die Topologie des C? gleich der Topologie von R?? ist.
Insbesondere liefert der Satz von Bolzano—Weierstra$, dass auch C? fiir alle d € N\ {0} ein Banachraum ist.

Das zeigt, dass die Einfithrung von Folgen und, allgemeiner, von Funktionen mit Werten in C keinerlei
Schwierigkeit bereitet. Insbesondere gelten alle Konvergenz- und Divergenzkriterien fiir Folgen, die nur auf die
Kérperstruktur (aber nicht auf die Ordnungsstruktur) von R beruhen.

Es ist oft bequem, das Real- und Imaginérteil einer Folge einzufiihren.

DEFINITION 5.21. Es sei E eine Menge. Fs sei f : E— C. Dann sind das Realteil bzw. das Imagindrteil
von f die neuen Funktionen, mit Definitionsmenge E und Zielmenge R, die durch

Re f : z — Re f(x), rekl

bzw.
Im f: 2z — Im f(x), e k.

definiert sind.

UBUNGSAUFGABE 5.22. Es sei (2,)nen. Zeige, dass (,)nen genau dann konvergiert, wenn die Folgen
(Re(zn))nen und (Im(zy))nen der Real- und Imaginérteilen konvergieren.

ANMERKUNG 5.23. 1) Man soll aber vorsichtiger sein, wenn Funktionen auch komplexe Argumente haben.
Insbesondere die Eigenschaften der Differentialrechnung solcher Funktionen sind sehr anders von denen der
herkémmlichen Funktionen einer reellen Variabel: sie sind das Hauptthema der Funktionentheorie.

2) Der Grund, warum man wahlweise und alternativ mit R oder C arbeitet, ist dass C sowohl Vor- als auch
Nachteile gegeniiber R hat. Eine Gleichung n. Grades hat z.B. stets kompleze Losungen (ab“er nicht unbedingt reell— ord
le Losungen — s. Fundamentalsatz der Algebra), aber C kann aufgrund der Aussage in der Ubungsaufgabe%&%
kein geordneter Kérper sein (C kann aber wohl lexikographish angeordnet werden).

3) Auch 7 I6st die Gleichung 22 = —1, also ist die Wurzel einer Zahl in C nicht eindeutig. Allgemeiner gilt: fiir
alle n € N gibt es genau n komplexe Zahlen z1,...,z,, so dass 2 = ... = 2] = 1: alle haben notwendigerweise
Betrag =1 (warum?).
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Was noch? Etliche Mathematiker haben versucht, die Konstruktion von Zahlen weiter zu verallgemeinern.
1843 sind somit durch William Hamilton Quaternionen (ihre Menge wird durch H bezeichnet) und durch John T.
Graves Oktonien (0) eingefiihrt worden. Quaternionen koénnen als 4-Tupel dargestellt werden, Oktonien sogar als
8-Tupel. Quaternionen spielen aber in der Mathematik eine viel kleinere, Oktonien sogar eine sehr viel kleinere
Rolle als komplexe Zahlen.

Uber 150 Jahre nach ihre Einfiihrung muss man sagen, dass wesentliche Anwendungen (noch?) fehlen, die
ihre Untersuchung motivieren kénnten. (Quaternionen werden allerdings gelegentlich in der Physik tatséichlich
verwendet). Thre Bedeutung ist also fast nur historisch: eine Wikipedia-Recherche ist aber trotzdem interessant
— etwa um zu entdecken, warum man nicht weiter geht, um 2"-Tupel einzufiihren.

5.2. Die Uberabzihlbarkeit von R

Eine interessante Anwendlin% ?%ng}cz%uchy—]?‘olgen besteht darin, die herkémmliche Darstellung der reellen
Zahlen — die wir mit dem Satz verabschiedet hatten — wiederzufinden.

DEFINITION 5.24. Es sei b € N mit b > 2. Eine Folge (zy,)nen der Form

n
T, =% Z apb™", n €N,
h=—k
wobei k € Z und (ap)—r<n C [0,b — 1]n sind, heifit ein b-adischer Bruch.
Konvergiert die mit einem b-adischem Bruch assoziierte Folge, so verwendet man die Schreibweise
ta_pa_gy1...a-100,0103 . ...
Werden die Koeffizienten ay, ab einem Index K periodisch, d.h., gibt es £ € N\ {0}, so dass

UK = QK {ht; OK41 = QK414hls -+ OK44—1 = OFK 40— 14he fiir alle h € N,

so schreibt man

ia,ka,kﬂ ...a-100,0102 .. . OKOGK 41 -+ - QK 40+1-
Insbesondere spricht man bei b = 10 von Dezimalbriichen.
BEISPIEL 5.25. Der Dezimalbruch mit & = —1 und Koeflizienten
a_1=3, ap=5>5, a =2, ax=7, az=>5, und schliellich ap = 0 fiir alle h > 4
konvergiert gegen eine relle Zahl, die wir mit
35,275

bezeichnen.

BEISPIEL 5.26. Betrachte die Zahl 0,9 := 0,99999. ... Damit ist wohl die reelle Zahl gemeint, die als Grenz-
wert des Approximationsprozesses

0,9, 0,99, 0,999, cee

erhalten wird, d.h. der Grenzwert der Folge

9 9 999 1
1071007 1000 """’ w0m7 )7

n 9 1 n
Z)l=(1-= .
<§:uw> ( w)’ nel
k=1

d.h., von

Es gilt offensichtlich

1 1
- -<1—-— <1,
n 10m B
und dank dem Sandwichsatz sieht man, dass lim,_, (1 — 1én) =1. Also ist 0,9 = 1. O
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SATZ 5.27. Es sei b € N mit b > 2. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Jeder b-adische Bruch konvergiert gegen eine reelle Zahl.
(2) Jede reelle Zahl ist Grenzwert eines b-adischen Bruchs.

Bitte beachte, dass die Aussage in (2) nur die Existenz, nicht aber die Eindeutigkeit einer solchen b-adischen
Entwicklung aussagt.

BeEWwEIS. (1) Es reicht zu zeigen, dass jeder b-adische Bruch eine Cauchy—Folge darstellt ourégtgggar, dass
jeder positive b-adische Bruch das tut. Es sei also ¢ > 0. Es folgt aus der Ubungsaufgabe asses ein N; € N
gibt mit b™ < e. Betrachte also n > m > N. Dann gilt

n

|Tn — xm| = Z apb™"

h=m-+1
< > -1t
h=m-+1
n—m-—1
= (b-1pmt Y bt
h=0
< oyt
1—b1

< pm<bVN<ce

Die vorletzte Ungleichung folgt aus der Konvergenz der Folge, die im Lemma ﬁeingeﬁihrt wurde.
(2) Es sei > 0. Die archimedische Eigenschaft von R liefert die Existenz eines m € N mit = < b™ "1, also
ist die Menge
{meN:z <™}

nichtleer. Da N wohlgeordnet ist, hat diese Menge ein Minimum, etwa k. Somit ist 2 < b**! und daher
b " < b

Wir behaupten jetzt, dass es zwei Folgen (ap)p>—r C [0,b — 1]y und (&,)nen C R gibt, so dass fiir alle n > —k
gilt

o &, €[0,b7™) sowie

o v =35 _pand™" +&n.
Diese Aussage wird nun induktiv bewiesen, d.h., solch eine Folge wird rekursiv konstrutlert

Dass die Aussage fiir n = —k gilt, wiirde glelch aus der Ubungsaufgabe%ﬁl@ wenn sie nur fiir reelle

Zahlen formuliert wiire — was sie nicht war (und tatséichlich beruht jener Beweis auch stark auf die \?Vo%lordnungt
von Z — R ist stattdessen nicht wohlgeordnet). Zum Gliick kann aber die Aussage der Ubungsaufgabe eic
auf R iibertragen werden: Da nimlich xb=* € [0,b), gibt es a_j := [2b~*| € [0,b — 1]y (wobei |-| die GauBsche
Klammerfunktion ist), so dass zb=% = a_j, + § fiir ein § € [0,1). Somit gilt fiir £_j, := §bF € [0, %),

z=a_pb" + &g,

wie man zeigen wollte.
Es sei nun das Folgenglied a,, konstruiert. Da &,b" ™! € [0,b), gibt es ap11 := [£,0" T | € [0,b — 1]y, so dass
E " = a,4 1 + 6 fiir ein 6 € [0,1). Somit gilt fiir &, := b~ € [0,b7"71)

n n+1
x = Z apb ™" 4 (apyp1 +0)b L = Z anb™" + o1,
h=—k h=—k

was die Aussage fiir x > 0 beweist.
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Ist nun z < 0, so gilt

n
—x= 1 —h
T = HILH;O Z apb
h=—k
fiir eine geeignete Zahl k und eine geeignete Folge (a,,)nen, und somit

— ~h
o=l 3 anb
h=—k
Dies vollendet den Beweis. O

ANMERKUNG 5.28. Neben dem — heute wohl iiblichsten Fall von b = 10 — kann man in der Geschichte
Beispiele von Kulturen finden, welche z.B. 12-, 20-, oder 60-adische Zahlensysteme benutzt haben. In dem
(heutzutage wichtigsten) Fall von p = 2 geht die Intuition eines solchen alternativen, sog. bindren, Zahlensystems
auf Gottfried Leibniz zuriick. Er erfand es 1679 bei seinem Entwurf einer Rechenmaschine. Die Hauptmotivation,
um das binéirerSystem einzufiihren ist tatséchlich die Leichtigkeit, mit der Multiplikationen durchgefithrt werden
kénnen, vgl. [2] § 1.3] fiir das Beispiel der Berechnung eines konkreten Produktes im binéiren System.

Mit dem obigen Satz haben wir nicht nur die Moglichkeit, mit R vertrauter umzugehen, da wir iiber eine
dezimale Darstellung verfiigen. Vielmehr kénnen wir auch eine der wesentlichen Unterschiede zwischen Q und R
erldutern.

SATZ 5.29. Die Menge Q ist abzdhlbar.

BEWEIS. Zum Beweis reicht es einen Abz#hlalgorithmus auf Q zu formulieren. Betrachte die Punkte auf
einem 2-dimensionalem Gitter Z x N\ {0}. Jede rationale Zahl ™ mit m € Z und n € N\ {0} ldsst sich mit
einem Punkt dieses Gitter identifizieren. Man duchlaufe dieses Gitter entlang konzentrischen (alternieren gegen
den Uhrzeigersinn und im Uhrzeigersinn) Halbkreisen, also (0,1) — (1,1) — (0,2) — (-1,1) — (-2,1) —
(-1,2) — (0,3) = (1,2) = (2,1) — (3,1) — .... Dadurch werden alle rationale Zahlen aufgelistet — eigentlich
sogar mehrmals, denn z.B. wird sowohl (1, 2) als auch (2,4), (4,8), ... gezihlt. Um so mehr kénnen die rationalen
Zahlen nicht iiberabzéhlbar sein. ]

UBUNGSAUFGABE 5.30. Es sei (An)nen eine Familie abzidhlbare Menge. Zeige, dass auch A,, abzahlbar

ist (Hinweis: Imitiere den Beweis der Abzihlbarkeit von Q.)

neN

SATZ 5.31 (G. Cantor 1891). Die Menge [0, 1] ist iberabzihlbar.

BEWEIS. Es sei eine Abzdhlung von [0,1] moglich, liste also [0,1] = {z1,22,...} auf. Jedes x; hat eine
Darstellung als Dezimalzahl, also z; = 0, a;1a:2a;3 . . ., wobel jedes a;; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Es sei nun

x::0,a1 203 ...,

wobei
. { 0 falls ap, = 1,
’ 1 sonst.
Dann ist nach Konstruktion & sowohl eine Dezimalzahl (also muss & € [0, 1] sein), als auch von allen Zahlen
Z1, X2, ... unterschiedlich. Dies widerspricht die Annahme, dass jede Zahl zwischen 0 und 1 bereits durch x1,x2, . ..
aufgelistet wurde, und beweist die Aussage. O

ANMERKUNG 5.32. Wir merken an, dass dieser Beweis eine Anwendung des allgemeinen Ccmtoz“schen Dia-
gonalverfahrens. Insbesondere, dieses Verfahren lidsst sich auch zu anderen Zahlensystemen ohne Anderungen
anwenden, z.B. bindr (2-adische Briiche).

Insbesondere ist jede Menge, die [0, 1] enthiilt, iiberabzihlbar.
KOROLLAR 5.33. R ist diberabzdhlbar. Somit sind auch R? und C? fiir alle d € N\ {0} tiberabzihlbar.
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ANMERKUNG 5.34. Man nennt algebraisch alle Zahlen, die Nullstellen eines Polynoms mit rationalen koef-
fizienten sind (insbesondere sind alle rationale Zahlen algebraisch). Aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra
ist auch die Menge A der algebraischen Zahlen abzihlbar, also muss die Uberabzihlbarkeit von R an R\ A lie-
gen. Die Zahlen aus R\ A heiflen transzendent. Sogar die Existenz transzendenter Zahlen wurde vor 1844 blof§
vermutet, bis Joseph Liouville sie endlich beweisen konnte.

UBUNGSAUFGABE 5.35. (1) Es sei A eine nichtleere Menge. Zeige: Es existiert keine surjektive Abbildung
von A nach P(A). (Hinweis: Betrachte die Menge B:={x € A:x & f(x)}.)

(2) Folgere, dass P(N) iiberabzéhlbar ist.

(3) Zeige, dass die Menge aller endlichen Teilmengen von N doch abzéhlbar ist.
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Reihen

Wir formulieren die folgenden Sétze in grosster Allgemeinheit, d.h., fiir Folgen mit Werten in normierten
Réaumen. Man sollte zu diesem Zeitpunkt aber unbedingt mit C vertraut sein, da komplexwertige Folgen eine
zentrale Rolle in dieser Vorlesung haben werden.

DEFINITION 6.1. FEs sei X ein normierter Raum. Gegeben sei eine Folge (an)nen C X und setze

k
Sk = Zan, k e N.
n=0

Dann heifit sy, die k-te Partialsumme von (a,)nen und die Folge (sp)nen die zur Folge (a,)nen assoziierte
Reihe: sie wird mit Y -, a, oder > ke @k bezeichnet. Ist die Folge (s, )nen konvergent, so heifit die Reihe
konvergent und der Grenzwert dieser Folge wird ebenfalls mit Y -, aj bezeichnet.

Ist die zur Folge (|lan||x)nen assoziierte Reihe konvergent, so heifit >~ a, absolut konvergent.

Ist X = R und konvergiert die Folge der Partialsummen uneigentlich gegen +oo, so heifst die Reihe diver-
gent.

ANMERKUNG 6.2. Wir kenne schg{]h Beispiele sowohl von konvergenten als auch von divergenten Reihen:
vgl. die Beispiele, die von Lemma %ﬁd Lemma ﬁgeleistet werden. Sie heiflen harmonische Reihe bzw.
geometrische Reihe.

Die Definition einer divergenten Reihe ist nicht ganz mit der Definition einer divergenten Folge konsequent.
Der Ursprung dieser Definition liegt aber beim néchsten Satz.

LEMMA 6.3. Es sei (an)nen C R eine Folge, so dass a,, > 0 fir alle n € N. Dann ist die mit (an)nen
assoziierte Reihe genau dann konvergent, falls die Folge der Partialsummen beschrinkt ist.

Somit hat die mit einer Folge positiver Zahlen assoziierte Reihe eine Folge partieller Summen, die entweder
konvergent oder aber uneigentlich (gegen +00) konvergent ist. Im zweiten Fall spricht man aus historischen
Griinden eben von einer divergenten Reihe.

BEwELS. Die etl(ll%ng@rtiellen Summen ist eine monotone Folge. Die Aussage folgt somit aus den
i D

LEMMA 6.4. Es seien X ein normierter Raum und (an)nen C X keine Nullfolge. Dann ist die mit (an)nen
assoziierte Reihe micht konvergent.

BEweEls. Wire die Reihe konvergent, dann gelte nach Definition limg_, o, s = s. Aus

ap = Sp — Sp—1, HEN,
folgt auch
lim a, = lim (s, — $p—1) = lim s, — lim s,_1 =0, n €N,
n—oo n— oo n—oo n—oo
wie wir zeigen wollten. O
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Allerdings konvergiert nicht jede zu einer Nullfolge assoziierte Reihe, wie das Beispiel der harmonische Reihe
zeigt.

BEISPIEL 6.5. Daher folgt, dass fiir a, = (—1)", n € N, die mit (a,)nen assoziierte Reihe nicht konvergiert.
(]

ANMERKUNG 6.6, , Der Begriff von konvergenten Reihe kann allgemeiner auch fiir Familien (statt fiir Folgen)
definiert werden,vgl. [[6] § 6.3].

Aufgrund der obigen Definition kann man diverse Eigenschaften von Reihen auf Eigenschaften von Folgen
zuriickfithren, unter anderem die folgenden Rechenregel.

rrr SATZ 6.7. Es sei X ein normierter Raum iiber K. Gegeben seien eine Zahl ¢ € K und zwei Folgen (an)nen, (bn)nen C
X, so dass die assoziierten Reihen gegen a bzw. b konvergieren. Dann gelten die folgenden Rechenregel.

(1) Die zur Summenfolge (an + bp)nen assoziierte Reihe ist konvergent und Y, (ax + bi) = a +b.
(2) Die zur Folge (can)nen assoziierte Reihe ist konvergent und Y -, (cay) = ca.

{JBUNGSAUFGABE 6.8. Beweise den Satz .1l

ANMERKUNG 6.9. Ein bekanntes Paradoxon stammt vom antiken griechischen Philosophen Zenon von
Elea. Zenon stellt sich vor, der schnelle Achilles wird von einer 10 mal langsameren Schildkrote herausgefor-
dert, eine Strecke zu laufen — allerdings unter der Bedingung, dass ihr ein Vorsprung von 10 Léngeneinheiten
gewihrleistet wird. In der Zeit, die Achilles braucht, um den Startpunkt der Schildkréte zu erreichen wird sie
wohl 1 Léngeneinehit gelaufen sein; in der Zeit, die Achilles braucht, um diese Léngeneinheit durchzulaufen,
wird die Schildkréte weitere 1/10 Lingeneinheit gelaufen sein, usw. Dieses ,,usw.“ interpretiert Zenon als die
Unmoglichkeit des Achilles, die Schildkrote zu erreichen — daher das scheinbare Paradoxon. In der Tat wissen
wir heute, ein solches Paradoxon lésst sich leicht 16sen. Denn die von der Schildkréte gelaufene Strecke betrigt
zum n. Schritt genau

1 1 "1
=l — =5
s BT kZ_Olok

Léngeneinheiten. Diese bildet eine geometrische Reihe, die gegen % konvergiert (es handelt sich in der Tat um

seinen Dezimalbruch). Nachdem sie % = 1,1 Léngeneinheiten gelaufen ist wird also die Schildkrte tatsichlich

erreicht. Diese Losung des Paradoxon wurde 1647 von Grégoire de Saint-Vincent gefunden.

Unser Ziel ist typischerweise, Voraussetzungen an die Glieder einer Folge zu formulieren, welche die Kon-
vergenz der assoziierten Reihe implizieren. Unmittelbar aus dem Satz olgt das folgende Cauchysche
Konvergenzkriterium fiir Reihen.

SATZ 6.10. Es seien X ein normierter Raum und (a,)nen C X eine Folge. Konvergiert die assoziierte Reihe,
so gibt es fiir alle e > 0 ein N. € N, so dass

n
>
k=m

Die Umkehrung gilt, falls X ein Banachraum ist.

<e fiir allen > m > N..
X

cor:akk KOROLLAR 6.11. Es seien X ein Banachraum und (ap)neny C X eine Folge. Ist die damit assoziierte Reihe
absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

BEWEIS. Es sei € > 0. Dann gibt es NV € N mit

n
Z lax|| < e fiir alle n > m > M.
k=m
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Es folgt aus der Dreiecksungleichung dann das

n n
Zak < Z llak]| < e fir alle n > m > M.
k=m

k=p

2
Da X ein Banachraum ist, folgt die Aussage aus dem Satz ﬁy_ O

ANMERKUNG 6.12. Man kann zeigen, dass auch die folgende Umkehraussage gilt: Gibt es keine Folge
(an)nen C X, X ein normierter Raum, deren assoziierte Reihe absolut konvergent ist, ohne konvergent zu
sein, so ist X ein Banachraum.

. endl
ANMERKUNG 6.13. Ahnlich wie in Satz @‘sp—lelen bei der Konvergenz einer Reihe die ersten endlich vielen
Glieder keine Rolle: Es seien N € N, (an)nen eine Folge und betrachte eine beliebige neue Folge (ay, )nen, so dass
an = a, fiir alle n > N. Genau dann konvergiert die zur Folge (a,)nen assoziierte Reihe, wenn die zur Folge
(an)nen assoziierte Reihe konvergiert (die Grenzwerte stimmen aber in diesem Fall offensichtlich nicht iiberein.

SATz 6.14. Es seien X ein normierter Raum, (an)nen C X eine Folge und betrachte die zur Folge
(an = @n—1)nen\ {0}
assoziierte Reihe. Genau dann konvergiert (an)nen gegen a, wenn die Reihe gegen a — ag konvergiert.

Solche Reihen heiflen Teleskopenreihen.

BEWEIS. Die Folge der Partialsumme lautet
$§1 = a1 — ao, S2 =a2 — a1 +a; —ap = az — aop,
und i.A.
Sn=an — (@p—1 —ap_1)...— (a1 —ay) — ag = a, — ao, n € N.

Also gilt nach Satz @ genau dann konvergiert die Folge (s, )nen, wenn die Folge (ay,)nen konvergiert und in
diesem Fall ist

(oo}
(an —ap—1) = lim s, = lim a, — ag,
el n—oo n—oo
was zu beweisen war. O
BEISPIEL 6.15. Betrachte die Folge (ay)nem {0}, wobei a,, := m Da
1 1 1
= n € N\ {0},

nin+1) n n+1
ist die zu (a,, )22, assoziierte Reihe eine Teleskopreihe. Somit konvergiert sie gegen a1 —lim,, ,oc a,, = 1-0=1. O
Das folgende Majorantenkriterium ist oft niitzlich.

SATZ 6.16. Es sei X ein Banachraum. Es seien (an)neny C X und (by)nen C R Folgen, so dass es N € N
gibt, mit

(6.1) lan]lx < bn fir allen > N

(und insbesondere b, > 0 fiir alle n € N).
Ist die Reihe ZEOZO by, konvergent, so ist auch die Reihe Z;‘;O ag absolut konvergent.
Divergiert die Reihe Y p- o |lak||x, so divergiert auch die Reihe Yy o by.
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BEWEIS. Es sei Y - by konvergent. Somit ist die Folge der Partialsummen Cauchy, d.h., fiir alle € > 0 gibt
es N, € N mit N. > p, so dass

Zbk<€ fir alle n > m > N,.

jorantenbedin

Wegen gilt atuc

Z lak] < Z b fiir alle n > m.
= k=m

cakk -
Somit ist dank dem Korollar @éc(ﬁe mit (||an||)nint N assoziierte Reihe konvergent.
Das selbe Argument liefert wiederum, dass die mit (b )ren assoziierte Reihe divergiert, falls die mit (|ax|)ken
assoziierte Reihe das tut. g

ANMERKUNG 6.17. Es folgt unmittelbar aus dem Majorantenkriterium, dass jede absolut konvergente Reihe
auch konvergent ist.

BEISPIEL 6.18. Es sei s € Q und betrachte die mit
ap ==mn"%, n e N\ {0}

assoziiert R%jh}}n%h R%el eist diese Reihe genau dann konvergent, wenn s > 1. Wir zeigen dies unter Verwendung
vom Satz %SI
Betrachte erst den Fall s > 1. Es sei m € N mit 2™ — 1 > n: dann gilt

Sn < Sgm_3

1+ 1+1 T S
3s e 2(m—1)s e (2m _ 1)5

< 1s2tg g !
- 92s 2(m—1)s
172(175)m
= o
1
< m

Diese Beschrianktheit liefert die Aussage.
Ist jedoch s < 1, so gilt divergiert die Reihe nach dem Majorantenkriterium, da

an >n"t, n € N\ {0}
und wir wissen schon, dass die mit (n‘l)neN\{o} assoziierte Reihe (d.h., die harmonische Reihe) divergiert.

UBUNGSAUFGABE 6.19. Verallgemeinere das Resultat iiber die Konverge zlder geometrichen Reihe auf den
komplexen Fall mit Hilfe des Majorantenkriteriums und Ubungsaufgabe %ﬂf

BEISPIEL 6.20. Betrachte die Folge (ay,)nen, wobei a,, := # Da

2 ()

n € N\ {0},

n

M ]

1
— k2
und
< 1 < !
“(n+1)2 " nn+1)
ist die zu (ay,)S2; assoziierte Reihe nach dem Majorantenkriterium und Beispiel @ konvergent. O
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BEISPIEL 6.21. Es sei a, := 2 fiir n € N'\ {0}. Dann konvergiert die Reihe >0 | a,,, denn
n! 1-2-...-n 2
2 e 2
n" nen-...on " n?
fir alle n > 2. O

Unser Ziel ist also, hinreichende Bedingungen an eine (Null)Folge zu finden, so dass die assoziierte Reihe
konvergiert. Das folgende Quotientenkriterium ist meistens sehr niitzlich.

SATZ 6.22. Es sei X ein normierter Raum. Es sei (an)neny C X eine Folge, so dass ein N € N und ein
q €1[0,1) mit

62)

Dann ist die assoziierte Reihe absolut konvergent. Wenn aber ein N € N existiert mit

an+1
Ganp

<gq fiir alle n > N.

Ap+1

quot2| (6.3) >g>1 fir alle n € N,

Qn

dann ist die assoziierte Reihe gegen +00 uneigentlich konvergent.

Das Quotientenkriterium kann leicht direkt bewiesen werden. Wir wollen jedoch ihn als Folgerung eines noch
allgemeineren Satzes erhalten, des sogenannten Wurzelkriteriums fiir Reihen.

SATZ 6.23. Es sei X ein normierter Raum. Es sei (an)nen C X eine Folge und
q :=limsup V/|an|.
n— o0

Ist ¢ < 1, dann ist die assoziierte Reihe absolut konvergent.
Wenn aber ¢ > 1, dann ist die assoziierte Reihe nicht konvergent, ja ist die mit (|a,|)nen assoziierte Reihe
divergent.

BEWEIS. Ist ¢ < 1, so gilt ab einem N € N
Vlan| < g, d.h. lan| < ¢" <1 fiir alle n > N.

Somit wird die mit (|a|)nen assoziierte Reihe durch die geometrische Reihe )7 ¢ majorisiert. Die Aussage
folgt somit, dank dem Majorantenkriterium. |

UBUNGSAUFGABE 6.24. 1) Zeige, dass das Wurzelkriterium das Quotientenkriterium impliziert, aber nicht
umgekehrt. (Hinweis: Betrachte die mit der Folge

27", n gerade,
ay = _
" 3 n ungerade,

assoziierte Reihe.)
2) Zeige, dass im Fall ¢ = 1 weder das Wurzelkriterium noch das Quotientenkriterium aussagekriiftig sind.
(Hinweis: Betrachte die mit der Folge
Qp :=n"°, n €N,

assoziierte Reihe, fiir ein s € Q.)

UBUNGSAUFGABE 6.25. a) Es sei (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen. Es sei ¢ := lim,, oo %/|an|. Zeige,
dass die Reihe Y7 | a,, konvertiert (bzw. divergiert) wenn ¢ < 1 (bzw. ¢ > 1): dies nennt sich Wurzelkriterium.
(Hinweis: Zeige dass die Reihe absolut konvergent ist, wenn q < 1.)

b) Es sei

S { 2—n falls n gerade,
T 3T falls n ungerade.

Zeige mit Hilfe von a), dass >~ a,, konvergiert. Konnte das Quotientenkrierium auch angewandt werden?
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UBUNGSAUFGABE 6.26. a) Es sei (,)nen eine Folge reeller Zahlen, so dass x,, > 0 fiir alle n € N. Zeige,
dass genau dann lim,, ., x, = 0 gilt, wenn lim,,_, % = 400.
b) Es sei z > 0. Zeige, dass lim,,_,oc 22 = +o0. (Hinweis: Wende a) an und benutze, dass die Reihe S
konvergiert. )

o] x™
n=0 n!

Das néchste wird Leibniz-Kriterium genannt.

SATZ 6.27. Es sei (ap)neny C R eine

e monoton fallende
o Nullfolge
e mit a, > 0 fiir allen € N.

Dann konvergiert die (sog. alternierende) Reihe

> (=1)"an.

n=0

Ist a der Grenzwert der Reihe, so erfillt die n-te Partialsumme die Abschitzung |a — sn| < an, n € N.

BEWEIS. Es sei (s)ren die Folge der partiellen Summen. Dann gilt

Sok+2—2k = —Q2k+1 + G2k+2 < 0,

und somit
S0 > S > ...S9k > Sop+2, fiir alle k € N.
Es gilt aber auch
Sok4+3—2k+1 = —G2k13 + azk2 <0,
und somit
51 < 83 < ...S9k41 > S2k+3, fiir alle k € N.

Man sieht schliellich, dass aus sor+1 — sor = —agr+1 < 0 folgt, dass

Sok+1 < Sok, fiir alle k € N.

Wir haben damit bewiesen, dass die Teilfolge (s2r)reny monoton fallend und (wegen sgi, > s fiir alle k € N)
beschrinkt, also konvergent gegen infrey 2. Auch gilt, dass die Teilfolge (s2x+1)keny monoton wachsend und
(wegen sap11 < o fiir alle k € N) beschrénkt, also konvergent gegen supycy Sok+1-

Diese beiden Grenzwerte stimmen {iberein, denn

S-S5 = kli_{lgo(st — Soka1) = kli_{xolo aspy1 = 0.

Man zeigt zum Schluss die Konvergenzaussage. Ist € > 0, so gibt es N € N mit
|sop — S| < e so wie auch |sop+1 — S| < e fiir alle kK > N,
und insbesondere _
[sp, — S| <e fiir alle h > N := 2N + 1.
Da a € [sk, sg+1] (fiir k ungerade) bzw. a € [sgy1, si] (fiir k gerade) liegt, folgt aus
|sk+1 — Sk| = agt1, fiir alle k € N,

die Abschitzung. ]

DEFINITION 6.28. Es seien X ein normierter Raum, (a,)ny C X eine Folge, und 7 : N — N eine Bijektion.
Dann heifst die mit (flr(n))neN assoziierte Reihe eine Umordnung der mit (an)nen assoziierten Reihe.

SATZ 6.29. Es sei X ein Banachraum und (a,)n C X eine Folge, deren assoziierte Reihe absolut konvergent
ist. Dann konvergiert jede Umordnung dieser Reihe absolut (und alle haben den selben Grenzwert).
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-akk
BEWEIS. Es sei a den Grenzwert der mit (a,, )y assoziierten Reihe, der dank dem Korollar @Eﬂs‘uiert. Es
sei € > 0. Da die Reihe absolut konvergent ist, gibt es N, € N mit

> €
> ax| < 5
k=N

Somit folgt aus der Dreiecksungleichung, dass

N-1 e oo c
o= Y=Y w| <> lul <
k=0 k=N k=N

Man kann immer N so gross wihlen, dass
{0,1,2,...,N =1} Cc {7(0),7(1),7(2),...,7(N)}.

Somit gilt (wieder dank der Dreiecksungleichung) fiir alle m > N

m N-1 N-1 m oo c
G—ZGT(k) < a—Zak + Zak—ZaT(k) §Z|ak|+§<s.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=N

Dies zeigt, dass auch die mit (a,(,))n assoziierten Reihe gegen a konvergiert. Tatséchlich konvergiert sie sogar
absolut, da die obigen Argumente sich auch auf die mit (|a,|)n assoziierten Reihe anwenden lassen. O

ANMERKUNG 6.30. Man nennt eine Reihe unbedingt konvergent, falls jede ihrer Umord ungen | ]gonver—
giert. Somit ist insbesondere jede unbedingt konvergente Folge auch konvergent, und der Satz%’lﬁagt, dass
in einem Banachraum jede absolut konvergente Reihe auch unbedingt konvergent ist. Umgekehrt besagt der
sog. Satz von Dvoretzky—Rogers, dass es in jedem wunendlichdimensionalen Banachraum eine Reihe gibt, die
unbedingt aber nicht absolut konvergiert.

BEeispiEL 6.31. Es sei z, := (frll)n. Dann erfiillt die Folge (2)nen (o} die Bedingungen des Leibniz-
Kriteriums und somit konvergiert die assoziierte (alternierende) Reihe, welche alternierende geometrische
Reihe heifit.

Man zeigt aber (Ubungsaufgabe!), dass es eine nichtkonvergente Umordnung dieser Reihe existiert. (Hinweis:

betrachte die ungeraden Folgenglieder von (z,)nen und wende das Majorantenkriterium an). O

BEISPIEL 6.32. Folgere aus dem Leibniz-Kriterium, dass man unter den Rechenregeln fiir konvergente Rei-
hen keine Regel fiir Produktreihen erwarten kann, d.h., konvergieren die mit den Folgen (ay)neny und (by,)nen
assoziierte Reihen, so konvergiert i.A. die mit (a,b,)nen assoziierte Reihe nicht.

Jedoch gilt die folgende sogenannte Cauchysche Produktformel

SATZ 6.33. Gegeben seien zwei Folgen (ap)nen, (bn)nen, so dass die assoziierten Reihen konvergieren, eine

davon sogar absolut. Dann gilt
o0 oo (oo} n
(Z an) (Z bm) = Z < akbn—k> .
n=0 m=0 n=0 \k=0

Man kann sogar zeigen: Konvergieren die beiden Reihen absolut, so konvergiert auch die dritte Reihe absolut.

BEWEIS. Es sei 0.B.d.A. die mit (a,)nen assoziierte Reihe absolut konvergent, etwa

00
E an =: Q.
n=0
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Es seien (A)nen, (Bn)nen, (Cn)nen die Folgen der partiellen Summen der mit

(an)neNa (bn)nENa (Cn)neN = (Z akbnk>
k=0

assoziierten Reihen, welche nach Voraussetzung konvergieren — etwa gegen A, B, C' — und bezeichne mit (5, )nen
die Nullfolge, die durch

neN

Bn = B, — B, n €N,
definiert ist. Dann kann man C,, so umschreiben:
Cyn, = agpby + (agbr + a1bo) + ... + (apby, + . .. anbo)
apB, + a1Bp_1+ ... +a, By
ag(B + Br) + a1(B+ Bn-1) + ...+ an(B + fo)
A,B+ aofn + a18n_1+...a,80

= A,B+ v,
Nun gilt nach Definition lim,, ,., A,,B = AB, und somit ist
lim C, = AB
n—oo
mit
lim v, =0
n—roo
Aquivalent.

Da lim,,_,~ B, = 0 gibt es fiir alle € > 0 ein N, € N mit |§,| < € fiir alle n > N,. Somit gilt

vl < |Boan +...8N.@n-nN.|+ |BN.4+1Gn—N.—1 + ... Bnao]
< |60an + ...+ ﬂNgan—Ne + ea.

Somit, im Grenzwert fiir (N, fest und) n — oo bekommen wir

limsup |y, | < ea,
n—oo

da (an)nen eine Nullfolge und (Br)n bes%gz;g&t ist. Diese Abschiitzung kann fiir alle € > 0 erhalten werden,
somit muss laut der Ubungsaufgabe E%%ﬁ I) bereits
limsup |y,| =0
n—oo

bedeutet — was bei einer positiv-wertigen Folge (|7, |)nen C [0,00) genau dann der Fall ist, wenn lim, o ¥ =
0. O

Der obige Satz geht auf Augustin Louis Cauchy zuriick, der aber nur den Spezialfall zweier absolut kon-
vergenten Reihen betrachtet hat (und in diesem Fall ist die Produktreihe sogar absolut konvergent). In dieser
Allgemeinheit stammt der Satz von Franz Mertens.

UBUNGSAUFGABE 6.34. Sind die folgende Reihen konvergent oder divergent?

= n?+1 Znd &= (=) g L By £
UBUNGSAUFGABE 6.35. Es sei zy > 0 eine ganze Zahl und (2n)nem {0} eine Folge von Zahlen aus {0, 1,...,9}.
Man definiert a,, := zo + 1§ + ... + {g& und schreibt a,, = 20,2122 . .. z,,. Zeige

(1) (an)nen ist konvergent,
(2) lim, 00 an =1, falls 29 = 0 und z, = 9 fiir alle n € N,
(3) limy, o0 an, € Q, falls ng,p € N existieren, so dass z,4+, = 2, fiir alle n > ny.
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Es sei nun a > 0 beliebig. Finde eine ganze Zahl zy und eine Folge (z,,)nen von Zahlen aus {0,1,...,9}, so dass
a =limy,—00(20,21 - - - 2). Mann nennt (2, 21 ... 2, ) die Dezimalbruchzerlegung von a. Ist sie eindeutig?

BEISPIEL 6.36. Es sei z € [0,10). Thre Darstellung als Dezimalzahl kann man als

=29, T1X2...,

hinschreiben, wobei z; € {0,1,...,9} fiir alle i € N. Aquivalent kann man sie auch in Reihenform darstellen, also
o] Tr
k=0

Lass uns noch mal zeigen, dass diese Reihe konvergiert. Tatséchlich wird sie durch die Reihe
00 e’} k
1 1
0> 1 =93 (1)
k=0 k=0

majorisiert, welche eine (konvergente) geometrische Reihe ist.
Die Darstellung lésst sich leicht auf allgemeine reelle Zahlen verallgemeinern, indem man zg € Z zulafit. O

ANMERKUNG 6.37. Es sei 29 = ... = ;-1 = 0. Manchmal benutzt man (und Rechner sowieso) die sog.
FEzxponentialschreibweise: der entsprechend ist

0y T1L2 « - - T 1T Tl - - - = (T, Tk 1Tmas - - - B —m).

Z.B. schreibt man die Zahl 0,015 dquivalent als (1,5FE — 2). Allgemeiner schreibt man

S T2 1T, T1L2 . T Tl - = (Tgqy Tegt1 .- - E @),
falls x,, = 0 fiir alle n < —q, z.B. 13,2 = (1,32F 1). Allgemeiner heift also die Schreibweise
(Yo, y1y2... En) = A
’ 10k—n

k=0
6.1. Potenzreihen

Besonders wichtig sind die Reihen der folgenden Gestalt.

DEFINITION 6.38. Es sei (an)neny C K. Dann heifit

o
P:z— E anz"
n=0
eine Potenzreihe.

Bitte bedenke, dass der (formale) Ausdruck P(z) einfach
P(z) = nli_}ﬁ;OkZakzk
=0

bedeutet. Falls P(z) fiir alle z € M C K konvergiert, kann man P als Abbildung von M nach K betrachten.
Es bereitet keinerlei Schwierigkeiten, Potenzreihen mit komplexen Argumenten zu betrachten — was wir
immer machen werden, d.h., K = C in diesem Teilabschnitt.

SATZ 6.39. Es sei P eine mit einer Folge (an)nen C C assoziierte Potenzreihe, welche an der Stelle zg € C
konvergiert. So konvergiert P(z) absolut in jedem z € C mit |z| < |zo].
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BEWEIS. Da (a,2{)nen nach Lemma @%ullfelge ist, gibt es notwendigerweise ein M > 0 mit
lanzg| < M fiir alle n € N.
Es sei nun z € C mit [2] < |z|. Schreibe ¢ := [Z| und beachte, dass
lanz"| < Mq", n €N,
gilt. Weil nach dem Satz ﬁ
- - M
;Z:OMq" = M;;Oq” b
gilt die Aussage dank dem Majorantenkriterium. O
Das motiviert die Einfithrung der Folgenden.
DEFINITION 6.40. Es sei P eine Potenzreihe und setze
R(P) :=sup{r € R: P(r) konvergiert }.
Dann heifst R(P) Konvergenzradius von P.

Man merke, dass {r € R : P(r) konvergiert } sicherlich nicht leer ist (da 0 darin liegt), und somit existiert
immer das Supremum dieser Menge.
Selbstverstéindlich hat jede Potenzreihe genau einen Konvergenzradius in [0, 00) U {oo}.

SATZ 6.41. Es sei P eine Potenzreihe. Dann ist P(z) fir alle z € C konvergent (sogar absolut), falls |z| <
R(P), und divergent, falls |z| > R(P).

Bewes. Gilt |z[ < R, so nimm ¢ > 0 mir r € (|z|, R). Da nach Definition von Konvergenzradius P(r)
konvergiert, konvergiert nach dem Satz z) bereits absolut. Es sei wiederum |z| > R. Wére P(z) konvergent,
so konnte man einen Konvergenzradius grofler als R finden, was die Voraussetzung widerspricht. ([

LEMMA 6.42. Es sei P eine mit einer Folge (an)nen C C assoziierte Potenzreihe. Dann gelten die folgenden
beiden Formel zur Bestimmung ihres Konvergenzradius:

1 1
R = - = -,
p q
wobei
p:= lim Intl und q = limsup {/|ay|,
n—oo an n—oo

unter der Konvention, dass %

iberhaupt existiert).

= +o0 und ﬁ = 0. (Dabei setzt man natiirlich voraus, dass der Grenzwert p

BEWEIS. Lass uns erst zeigen, dass R = p~!. Fiir alle z € C \ {0} gilt

anJrl
Qnp

Apt1zn+l
anz"

p* = lim
n—oo

= |z| lim =1,

n—o0

je nach dem, ob |z| > p~! (und insbesondere, wenn p = +o0), oder |z| < p~! (und jnsbesondere, wenn p = 0).
Somit folgt die Aussage direkt aus dem Quotientenkriterium und aus dem Satz %L
Wir zeigen nun, dass R = ¢~ '. Fiir alle z € C \ {0} gilt

q" := limsup W: |Z|thU'p Van 2 1,

je nach dem, ob |z| > ¢~! (und insbesondere, wenn ¢ = +oc), oder |z| < ¢~! (und insbesondere, wenn ¢ = 0).
Somit folgt die Aussage direkt aus dem Wurzelkriterium. |
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ANMERKUNG 6.43. Es gibt eigentlich keinen Grund, um nur Potenzreihen der obigen Gestalt zu betrachten.
Es sei (an)nez eine Folge, man kann also auch

o0
Z Z anz"
n=-—o00
betrachten. Solche heiflien Laurent-Reihen, nach Pierre Alphonse Laurent. Thre Konvergenztheorie ist dhnlich,
wenn auch die Resultate teilweise sich unterscheiden — z.B. sind sie nicht auf Kreisscheiben, sondern auf Kreis-
ringen konvergent. Genauso wie Potenzreihen spielen Laurent-Reihen eine sehr wichtige Rolle in der Funktionen-
theorie.

Eine wichtige Anwendung des Quotientenkriterium ist die Folgende.

otenzreihe SATZ 6.44. Es sei z € C. Dann konvergiert die Exponentialreihe > - z—, absolut.

n=0 n

BEWwEIS. Fiir die Folge (an)nen := (3 )nen gilt

! 1
dnt1) 0 = , n € N.
an n+1)! n+1
. . . . cauch C
Somit hat diese Potenzreihe Konvergenzradius R = co dank dem Lemma @fuﬁﬁnsbesondere ist sie fiir alle
z € C absolut konvergent. O

Was ist der Grenzwert dieser Reihe? Diese Frage wurde 1748 von Leonhard Euler beantwortet.

lemma: expf LEMMA 6.45. Es sei (zp)nen C C eine gegen z € C konvergente Folge. Dann gilt
= 2" Zn\ "™
> = m (1+2)
n!  n—oco n
n=0

BEWEIS. Es sei € > 0. Betrachte ein N, € N grofl genug, dass sowohl

o0

1 k
Z w < % als auch |z, <|z| +1 fiir alle n > N,
k=K ’
gilt. Somit gilt fiir alle n > N, auch
00 Ne—1 n 0
Zn\ ™ P % n\ 2k 2k n\ |znl* |z|*
(3 -Xals () -5 2 () 5 2 i
k=0 k=0 k=N. k=K

.. 1
Wir wollen alle drei Summanden abschétzen. Aus der Ubungsaufgabe @%d aus der Voraussetzung lim, o0 2n, =
z folgt, dass

NS 2k ek
d.h., es gibt N, € N mit
Ne—1 k k
S (r) o2 o
k) n k! 3
k=0

()55 03 (-2) (-5 <

folgt, dass der zweite Summand fiir n grof genug durch

- n |Zn|k |Zn|}IC - (|Z‘+1)k €
Z(k)nk<z WS M3
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abgeschitzt werden kann. Schlieflich gilt fiir den dritten Summand

fiir K grof§ genug, aufgrund der Konvergenz der Exponentialreihe. Somit gilt fiir alle n > N,
o0 k
Zn\ ™ z
1 l) _\ A2
( + n Z k!
k=0

was den Beweis erbracht. O

< €,

ANMERKUNG 6.46. Deshalb gilt: Ist z = 1, so konvergiert diese Reihe gegen die Zahl e aus dem Beispiel@[l
Ist z = m € N, so konvergiert die Reihe gegen die Potenz e™.

DEFINITION 6.47. Die Funktion
Zn
exp: C:z— E EGC

n=0
ist wohldefiniert. Sie wird (komplexe) Exponentialfunktion genannt. Die Zahl exp(z) wird iblicherweise auch
e? geschrieben.

it.d
ANMERKUNG 6.48. Wir haben in der Anmerkung @g_gsehen, dass die Einfithrung der Zahl e geht auf eine
Frage des Jacob Bernoulli iiber Zinseszinskalkulation zuriick. Diese Frage wurde von seinem Neffe Daniel Bernoulli

beantwortet, der somit 1728 die Formel exp(z en:zﬂl}nrlgﬁ—’oo (1 + %)n vorgeschlagen hat. Die Reihendarstellung
der Exponentialfunktion wie in Definition wurde bereits 1669 von Sir Isaac Newton bewiesen.

SATZ 6.49. Die Exponentialfunktion geniigt der Gleichung
(6.4) e*e? = e*tv fiir alle z,w € C,
dem sogenannten Gruppengesetz.

Das Gruppengesetz wird manchmal auch Funktionalgleichung der Ezponentialfunktion genannt.

: £
BEwEIS. Nach dem Lemma ﬁ%ﬁ}'{f&fﬁr alle z,w € C
w

exp(z)exp(w) = lim (1 + %)n (1 + 7)77,

n—00 n

+w+ ZE\"
—  lim (szn)
n

n—oo

exp(z + w),
was zu beweisen war. O

.. A : semi
UBUNGSAUFGABE 6.50. Leite den Satz @W&er Cauchyschen Produktformel (statt aus dem Lemma
her.

ANMERKUNG 6.51. Exponentiglfunktionen (oder, genauer gesagt, Funktionen der Form cexp(-) fiir ein ¢ €
X
C) die einzigen Abbildungen, die @;Snd

(6.5) exp(0) = 1.

erfiillen, vgl. Ubungsaufgabe ﬁlﬁ%geine ghnliche Aussage. Dies wurde zuerst 1821 von Augustin Louis Cauchy
und 1826 von Niels Abel erkannt.

KOROLLAR 6.52. Es sei x € R. Dann gilt
le| = 1.
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BEWEIS. Man hat fiir alle z € R

(warum gilt die zweite Gleichung?). O

Da €' immer auf der Einheitssphiire {z € C : |z| = 1} von C liegt, sind wir dazu motiviert, folgende
Definition einzufiihren.

DEFINITION 6.53. Es sei x € R. Dann heifit Ree'® Cosinus von x, wihrend Im e Sinus von z heifit.
Diese Objekte werden mit cos bzw. sin bezeichnet.

Somit definieren cos und sin zwei Funktionen von R nach R.

DEFINITION 6.54. Die Zahl m wird dadurch definiert, dass 5 die kleinste strikt positive Nullstelle von cos :
R — R ist.

ANMERKUNG 6.55. Anders gesagt gilt
e = cosx +isinx, x €eR.
Es folgt unmittelbar aus den Formeln 2Rez = z + Z bzw. 2iIm z = z — Z, dass

eZCE + e*ZI . elﬂ? _ e*lll)
cosr = ————— sing = ——
2 21

Damit kann man die Funktionen cos und sin leicht auf C erweitern.

DEFINITION 6.56. FEs sei z € C. Dann heiflen die Funktionen

eiz _|_e—iz ) eiz _e—iz
CBZ'—)COSZIZTEC Casmz::TEC
7

(komplexe) Cosinus- bzw. Sinusfunktion.

UBUNGSAUFGABE 6.57. Die Einschrinkung der komplexen Exponentialfunktion auf R ist die iibliche (reelle)
Exponentialfunktion. Zeige induktiv, dass

exp(q) = e fiir alle ¢ € Q.

ANMERKUNG 6.58. Im Allgemeinen stimmt nicht mehr, dass cos(z) = Ree® und sin(z) = Ime® fiir alle
z € C. Allerdings gilt definitionsgem#fl die fundamentale Fulersche Identitit

e* = eR* (cosImz +isinImz), z e C.

Das motiviert zur Einfithrung einer neuen Koordinatendarstellung der komplexen Ebene. Jede Zahl z €
C \ {0} kann namlich durch ihren Betrag |z| € (0,00) (ihr Abstand vom Ursprung von R?) sowie durch den
Winkel ¢ € [0,2f7) zwischen dem Vektor z und der x-Achse in R? eindeutig bestimmt werden. Dies liefert die
alternative Darstellung

z = |z|(cos ¢ + isin @),
wobei |z| einfach der Betrag von z ist, withrend die Zahl ¢ Argument von z heifit. (Diese Darstellung bestimmt

0 nicht eindeutig, denn selbstversténdlich 0 = Ocos¢ 4 i0sin¢ fir alle ¢ € R). Man spricht von polaren
Darstellung von z.

UBUNGSAUFGABE 6.59. Beweise die Additionsformel
cos(z + w) = cos z cosw — sin z sinw, sin(z + w) = sin z cosw + cos z sin w, z,w € C.

Direkt aus der Exponentialreihe folgt eine Potenzreihendarstellung dieser trigonometrischen Funktionen.
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LEMMA 6.60. Es sei z € C. Dann gilt

Ccos z = i (_1)kz2k sinz = i ﬂz%*l
N (2k)! 7 7 = (2k+ 1) '

ANMERKUNG 6.61. Diese Definition zeigt unmittelbar, dass cos eine gerade Funktion ist und sin eine ungerade
Funktion, d.h. cos(—z) = cos(z) bzw. sin(—z) = —sin(z) fiir alle z € C.
SATZ 6.62. Die Exponentialfunktion erfillt die folgenden Eigenschaften.

(1) Fir alle v € R ist € (reell und) strikt positiv.
(2) exp : R — R ist streng monoton wachsend.

BEWEIS. Es folgt direkt aus der Definition, dass e € R. Da R ein geordneter Korper ist, folgt aus der
Darstellung

dass e* > 0. Da aber
efe =" =" =1 fir alle z € R
gilt, ist notwendigerweise e* # 0.
Um die Monotonie von exp zu zeigen reicht es zu sehen, dass

ew-i—h
>1 fiir alle x € R, A > 0.
ef
Tatséchlich folgt aus dem Gruppengesetz
6x+h _ L
e* '
Somit gilt die Aussage, denn definitionsgeméfl hat man fiir alle » > 0
h2

J:1+h+3~h”>L
Das beweist (2). O
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Stetige Funktionen und Elemente der Topologie

DEFINITION 7.1. Es seien X,Y normierte Riume und A C X. Es sei f : A =Y und g € X (xo nicht
notwendigerweise Element von A!) und y € Y. Man sagt, f konvergiert gegen y fiir x gegen xq, falls fir
alle e > 0 ein 0 > 0 existiert so, dass

x € A und ||z —xol| < implizieren || f(x) —y| <e,
d.h.

7

xeUs(xg)NA = f(x) € Uly),
Man schreibt dann
lim f(z) =y.

Tr—T0o

In diesem Fall heifst y Grenzwert von f fiir x gegen x.

Der moderne Begriff von Konvergenz von Funktionen wurde erst von Karl Weierstral am Ende des 19.
Jahrhunderts formuliert.

Der Vollstéandigkeit halber definieren wir auch die folgenden Begriffe von Konvergenz, falls die Definitions-
und/oder die Zielmenge einer Funktion eine Teilmenge von R ist.

DEFINITION 7.2. Es seienY ein normierter Raum und A C R, A nach oben (bzw. nach unten) unbeschrinkt.

Es seien f: A=Y undy € Y. Man sagt, f konvergiert gegen y fiir x gegen +oo (bzw. fiir x gegen —oc),
falls fiir alle ¢ > 0 ein m > 0 existiert so, dass

x € Aundxz>m (bzw. x < —m) implizieren | f(z)—vy| <e.

Man schreibt dann
lim f(z)=y (bzw. ll)IEl flx)=y).

xr—+00
DEFINITION 7.3. Es seien X ein normierter Raum und A C X. Es sei f : A — R. Man sagt, f konvergiert
uneigentlich gegen +oo (bzw. —o0) fiir x gegen xq, falls fiir alle M > 0 ein § > 0 existiert so, dass
x €A und ||z —xol| <0 implizieren f(x) > M (bzw. f(x) < —M).

Man schreibt dann
lim f(z) =400 (bzw. lim f(z) = —o0).

Tr—x0 T—rTo

DEFINITION 7.4. Es seien A C R und f: A — R, A nach oben (bzw. nach unten) unbeschrinkt. Man sagt,
f konvergiert uneigentlich gegen +oco fir x gegen 400 (bzw. fiir x gegen —oo), falls fir alle M > 0 ein
m > 0 existiert so, dass
x€Aundx>m (bzw. x < —m) implizieren f(x)> M.
Man schreibt dann
J:Br—sr-loo f(z) =400 (bzw. xll)r_noof(x) = +00).
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Ahnlich sagt man, f konvergiert uneigentlich gegen —oo fiir © gegen +oo (bzw. fiir x gegen —oco), falls
fiir alle M > 0 ein m > 0 existiert so, dass

x€Aundz>m (bzw. x < —m) implizieren f(z) < —M.

Man schreibt dann

$ETOO flz)=—0c0 (bzuw. mgr_noof(m) = —00).
BEISPIEL 7.5. Die identische Funktion f : C 5 z +— 2 € C konvergiert gegen y fiir x gegen jedes y. O

BEISPIEL 7.6. Es sei X ein normierte Raum und a € C. Die konstante Funktion f : X > 2z — a € C
konvergiert gegen « fiir x gegen jedes y € X. g

DEFINITION 7.7. Es seien X,Y normierte Riume und A C X. Es seien f: A =Y und x € A. Ein Vektor
y €Y heift Hiufungspunkt von f an der Stelle x, falls fiir alle € > 0 das Urbild von U.(y) NU:(f(x)) unter
f eine unendliche Menge ist.

UBUNGSAUFGABE 7.8. Es seien X,Y normierte Riume und A C X. Esseien f: A Y, 20 € Aund y € Y.
Zeige:

e Konvergiert f fiir x gegen xg, so ist sein Grenzwert auch ein Haufungspunkt von f an der Stelle zq.
e Gibt es mehrere Hiufungspunkte von f an der Stelle xq, so kann f nicht konvergieren, fiir x gegen x.

f:arl—>sin(1>
T

DEFINITION 7.9. Eine Funktion f : R — R heifit periodisch, falls es L > 0 existiert, so dass f(z+ L) = f(x)
fiir alle x € R. Die Periode von f ist

Folgere, dass die Funktion

nicht konvergent ist, fiir « gegen 0.

inf{L >0: f(x+ L) = f(x) fir alle x € R}.

BEISPIEL 7.10. Eine periodische Funktion f : R — R kann fiir  gegen 0o nicht konvergent sein, denn jedes
Element aus f(R) Hiufungspunkt von f in oo ist.

BEISPIEL 7.11. Betrachte die Funktion f : R — R, die durch

1 falls = # 0,
flz) = { 0, falls x = 0,

definiert wird. Dann konvergiert f nicht gegen 0, fiir  gegen 0. Es sei ndmlich ¢ = 1, dann gibt es fiir § beliebig
klein stets ein z € R so, dass |z — 0] < § und dennoch |f(x) — f(0)] = |f(z)| = ﬁ > 1. O

UBUNGSAUFGABE 7.12. Es sei n € N (beliebig grof). Folgere aus der Definition der Exponentialreihe, dass

die Exponentialfunktion
xT xr

lim — =4+ sowie lim — =0
rz—+oco " rx——oo M

erfiillt.

SATZ 7.13. Es seien X,Y normierte Riume und A C X. Fine Funktion f: A —'Y ist genau dann gegen y
fiir x gegen xo konvergent, wenn lim, . f(x,) =y fir jede gegen xo konvergente Folge (x,)nen C A.
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BEWEIS. Es sei f gegen y konvergent, fiir z gegen x¢, und sei (z,)nen eine gegen x konvergente Folge. Es
sei € > 0. Nach Voraussetzung gibt es § > 0 so, dass

(7.1) x € Aund ||z — x| < impliziert |f(z) —y| <e.
Da aber lim,,_, o, x,, = = gibt es also fiir das obige § > 0 ein N € N, so dass

(7.2) lzn, — zo]| < d fiir alle n > N.

Wegen @1_1 und @5_2 gilt also: Es gibt fiir alle e > 0 ein N € N, so dass

(7.3) If(xn) —yl| <e firallen > N,

was zu zeigen war.
Es sei umgekehrt lim,,—, o f(x,) = y fiir jede gegen x konvergente Folge (z,,)nen, so dass z,, € A fir alle
n € N. Gilt die Konvergenzbedingung nicht, so gibt es € > 0 so, dass fiir alle § > 0

e r € A mit ||z — x| < J und dennoch
o [f(x) = fzo)] Z e

Insbesondere gebe es also fiir alle n € N ein x,, € A so, dass
1
|z —z,|| < = := 4.
n

Damit wird eine gegen x konvergente Folge (2, )nen gebildet — aber auch ||y — f(z,)|| > & — und somit keine
gegen y konvergente Folge (f(x,))nen. Das ist ein Widerspruch zur Annahme. O

ANMERKUNG 7.14. Manche Autoren bevorzugen die folgende dhnliche, aber unterschiedliche Definition der
Konvergenz: Man sagt dann, f konvergiert gegen y fiir  gegen xg, falls fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert so, dass

z€ Aund 0 < ||z — zo|| und || — xo|| < implizieren | f(z) —y| <e.

eus orst,kk
Wéhlt man diese Definition (wie z.B. in Frﬁﬁ’aber nicht in }fa;ﬁtDTSO fordert man in der Definition von Konvergenz,
dass bereits aus der (schwicheren) Annahme 0 < || —z¢|| < ¢ (und nicht allgemein aus ||z — z|| < J) folgen soll,
dass f(x) € Uc(y). Denn Heuser und alle wollen bewusst Félle wie den Folgenden betrachten: Es sei f: R — R,

die durch
] 0, falls = # 0,
flz) = { 1, falls z = 0,

definiert wird. Mit unseren Definition hat die Funktion in 0 keinen Grenzwert, denn in jeder Umgebung von 0
gibt es sowohl einen Punkt, in dem f den Wert 1 annimmt (die 0), als auch unendlich viele Punkte, in denen die
Funktion den Wert 0 annimmt. Doch fiir die obige, schwéchere Definition der Konvergenz, gilt ndmlich

lim f(z) =1
(warum?). ) )
.. i:uneiggrenzi
Ahnlich sollte man auch in der Definition e Bedingung
x € Aund ||z — zo]| < 6 implizieren f(x) > M (bzw. f(x) < —M).
durch die (schwichere) Bedingung
x € Aund 0 < ||z — x| < implizieren f(z) > M (bzw. f(z) < —M).

ersetzen.

Auch das Folgenkriterium fiir die Konvergenz adndert sich dann wie folgt:

Es seien X, Y normierte Rdume und A C X. Eine Funktion f : A — Y ist genau dann gegen y fiir « gegen
xo konvergent, wenn lim, . f(z,) = y fiir jede gegen xo konvergente Folge (z,,)neny C A\ {0}.

Es ist wie iiblich moglich, Rechenregel zu beweisen, welche die Uberpriifung der Konvergenz vereinfachen.
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SATZ 7.15. Es seien X,Y normierte Riume und A C X. Gegeben seien zwei Funktionen f,g : A — Y,
welche gegen yo bzw. zg fiir x gegen x¢ konvergieren. Dann gelten die folgenden Rechenregel.
(1) Die Funktion (f + g) konvergiert gegen yo + 2o fiir x gegen xg.
(2) Es seien zusitzlich Z ein normierter Raum, B C Y mit f(A) C B und h : B — Z so, dass yo € B.
Konwvergiert h gegen wq fiir y gegen yg, so konvergiert h o f gegen wq fir x gegen xg.
Ist insbesondere X =Y =K, so gilt auch:
(8) Die Funktion f - g konvergiert gegen yozo fiir x gegen xg.
(4) Ist g(x) # 0 fir alle x in einer e-Umgebung von xg und ist zg # 0, so konvergiert die Funktion g gegen g—g
fiir © gegen xg.

BEWEIS. (1) Es sei ¢ > 0. Dann gibt es d1, 02 so, dass | f(z) —yo| < § und |g(z) — 20| < § fiir alle z € A mit
| — xo| < 01 bzw. | — 2g| < 2. Es sei nun § := min{dq, d2}, so gilt
€ €
I(f +9)(@) = (Yo + 20)| < [f(2) = yo| + [g(x) — 20| < 5 t5=¢
fiir alle  so, dass |z — zg| < 4.
(2) Es sei € > 0. Dann gibt es n; so, dass |h(y) —wp| < ¢ fiir alle y € B mit |y — yo| < n1. Es sei zusitzlich
n2 > 0 so, dass die Umgebung U, (yo) C B und setze 1 := min{n;,n2}. Zu diesem 7 gibt es nun ¢ > 0, so dass
f(z) € Bund |f(x) —yo| < n fiir alle x € A mit |z — | < J. Insgesamt gilt fiir alle z € A so, dass |z — x¢| < 4,

auch |f(x) — yo| < n und somit |(h o f)(x) — wo| = |A(f(x)) —wo| < . O
UBUNGSAUFGABE 7.16. Fiihre den Beweis vom Satz @(3)7(4) durch.
SATZ 7.17. Es seien X ein normierter Raum, A C X, f,h : A — R drei Funktionen. Es seien xg € X und

y € R, fir die
lim f(z)= lim h(z) =y.

Tr—xo Tr—xo
Dann ist

lim g(z) =y
rT—rX0o
fiir jede weitere Funktion g : A — R, fiir die
flz) < g(x) < h(z) fir allex e A
gilt.
BEWEIS. Es sei € > 0. Dann gibt es §1,02 > 0, so dass
x€Us, (zo)NA = f(x) €Uy,

und

x €Us,(xg)NA = h(zx) € Uc(y).
Betrachte nun 6 := min{d;, d2 }, so dass

Us(xo) N A C (Us, (x0) N A) N (Us, (z0) N A).

Dann ist fiir alle z € Us(xg) N A

y—e<f(z)<g(@) <h(r) <y+e,
und somit

—e<g(z)—y<e

was den Beweis erbracht. O

UBUNGSAUFGABE 7.18. Bestimme
. 1 2 1 .
(1) limg <z+3 ~ 3245 171)’

(2) limg,_,, ;:l—:ll, in Abhéngigkeit von n,m € N und a € R.
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7.1. Elemente der Topologie

DEFINITION 7.19. FEs sei X ein normierter Raum. Fine Teilmenge A C X heif$t abgeschlossen, falls der
Grenzwert jeder konvergente Folge (x,)nen C A ebenfalls in A liegt.
Eine Teilmenge A C X heifit offen, falls ihr Komplement AC abgeschlossen ist.

_ DEFINITION 7.20. Es sei X ein normierter Raum. Es sei A C X. Dann ist der Abschluss von A die Menge
A C X, so dass

o A abgeschlossen ist,
e ACA, und
e A C B fiir jede abgeschlossene Menge B, die A enthilt.

Die mathematische Theorie der offenen und abgeschlossenen Mengen heifit Topologie. Wir werden sie nur
skizzieren. Normierte Rdume sind nur ein sehr spezieller Fall sogenannter topologischer Rdume, in denen die
meisten topologischen Begriffe leichter untersucht werden kénnen.

LEMMA 7.21. Es seien X ein normierter Raum und A C X. Genau dann ist A offen, wenn es fiir alle x € A
ein € > 0 gibt, so dass Uc(x) C A.

BEWEIS. Es sei A offen und x € A. Gelte die Aussage nicht, dann géibe es fiir alle n € N ein x,, € X mit
x, € U1 (x) aber z,, ¢ A. Diese Folge ist offensichtlich gegen x konvergent. Da A® abgeschlossen ist, ist aber ihr

Grenzwert 2 ebenfalls in A®, ein Widerspruch.

Es sei nun A nicht offen. Somit ist A nicht abgeschlossen, d.h., es gibt eine Konvergente Folge (z,,)nen C A,
deren Grenzwert = nicht in A liegt — und deshalb ist € A. Also hat man bewiesen, dass es = € A gibt, so dass
U 1 () \ A # 0 fiir alle n grof} genug, da — eventuell durch Betrachtung einer Teilfolge — man annehmen darf,

dass z,, € U1 (z). O

ANMERKUNG 7.22. Es sollte schon aus der Definition % klar sein, aber besser ist es dies explizit zu
bekriftigen.

e Fine Menge kann gleichzeitig offen und abgeschlossen sein.
e FEine nichtoffene Menge kann abgeschlossen sein, muss aber nicht.
e FEine nichtabgeschlossene Menge kann offen sein, muss aber nicht.

Zum Beispiel erfiillen sowohl die leere Menge als auch R? offensichtlich die Definition einer abgeschlossener Menge
und sind somit beide sowohl offen als auch abgeschlossen. Das Intervall [0,1) = {z € R: 0 < z < 1} ist jedoch
weder offen noch abgeschlossen.

BEISPIEL 7.23. Es sei X ein normierter Raum und z¢p € X. Jede e-Umgebung U, (xg) ist offen und wird
deshalb oft auch offene Kugel mit Radius ¢ und Zentrum z. Es sei nédmlich (z,)nen eine konvergente Folge,
deren Glieder in dem Komplement von U.(zg) liegen. Nimm an, ihr Grenzwert & liegt jedoch in U.(z), also
| — xo|| < & und somit existiert £ mit Uz(Z) C U.(xo). Nach Definition von Grenzwert gibt es dann N € N,
so dass ||Z — z,|| < €. d.h., so dass z,, € Uz(Z) C Ug(xm) fiir alle n > N. Somit liegt aber z,, fir n > N in der
Menge U, (o). Dies ist ein Widerspruch dazu, dass x,, nach Voraussetzung in dem Komplement von Ug(zg) fiir
alle n € N liegt. Eine e-Umgebung ist auch nicht abgeschlossen: warum? |

BEISPIEL 7.24. Es sei X ein normierter Raum und zg € X. Der Abschluss der e-Umgebung U, (z¢) ist die
Menge

Be(xo) :={y € X : [lzo —yll < e}.

Diese Menge heifit abgeschlossene Kugel mit Radius € und Zentrum xy.
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BEISPIEL 7.25. Es seien a,b € R, so dass a < b. Dann ist das offene Intervall (a,b) offen im Sinne der

Definition Némlich kann man (a,b) als 1-dimensionale Umgebung Us—a o (2Fb) darstellen, und somit folgt
open

die Aussage aus Beispiel uch gilt: jedes offene unbeschréinkte Interval in R ist offen im Sinne der Defini-

tioni%? ia ]

UBUNGSAUFGABE 7.26. Zeige:

(1) Die Vereinigung unendlich vieler offenen Mengen M,,, n € N, d.h. die Menge der Elementen, die zu jeder
Menge M; gehoren, ist offen.

(2) Der Durschnitt endlich vieler offenen Mengen Mj, ..., My, d.h. die Menge der Elementen, die mindestens
zu einer Menge M; gehoren, ist offen.

(3) Es gibt eine unendliche Familie offener Mengen, deren Durchschnitt nicht offen ist.

UBUNGSAUFGABE 7.27. Zeige:

(1) Der Durchschnitt unendlich vieler abgeschlossenen Mengen M,,, n € N, d.h. die Menge der Elementen, die
mindestens einer Menge M; gehoren, ist abgeschlossen.

(2) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossenen Mengen Mj, ..., My, d.h. die Menge der Elementen, die jeder
Menge M; gehoren, ist abgeschlossen.

(3) Es gibt unendlich viele abgeschlossene Mengen, deren Vereinigung nicht abgeschlossen ist.

UBUNGSAUFGABE 7.28. Es sei X ein normierter Raum und Y ein Unterraum von Y. Man kann immer Y
als nomierter Raum versehen, indem man die Norm von X auf Y einschrinkt. Zeige: Ist X ein Banachraum
und Y ein abgeschlossener Unterraum von X (d.h., abgeschlossen als Teilmenge von X), dann ist Y auch ein
Banachraum.

UBUNGSAUFGABE 7.29. Zeige, dass der in der Definition ﬁeingefﬁhme Begriff von Abgeschlossenheit mit
dem gerade definierten Begriff {ibereinstimmt.

BeispieL 7.30. Wir haben schon angemerkt, dass jede (beschrénktes oder unbeschrinktes) abgeschlossenes
Intervall in R eine abgeschlossene Menge ist. Die Umkehrrichtung gilt nicht, wie die Beispiele der Mengen
[0,1] U [2, 3] zeigt oder Q zeigen (warum sind sie abgeschlossen?). O

BEISPIEL 7.31. Die Menge M aus Beispiel @ ist abgeschlossen. Es sei (215, Zan)nen €ine gegen (27, 22)
konvergente Folge, deren Glieder in M liegen. Es gilt also x1, > 0, x2, > 0 und x%n + x%n < 1 fiir alle n € N.
Da alle Glieder x,, und w9, positiv sind, miissen auch 1, Zs positiv sein: Damit sie beliebig nah an (27, Z2)
rankommen wiirden sonst (etwa wie im obigen Beispiel) unendlich viele Folgenglieder z1,, < 0 und z3, < 0
erfiillen, ein Widerspruch. Es sei 212 + @22 = 1 +¢, so gibt es nach Definition von Grenzwert ein N € N, so dass

|21 — 210 — |92 — 20| < [(#1, F2) — (T1n, T20)||* = (F1 — 210)? + (T2 — 22,)* < €

fiir alle n € N, und somit notwendigerweise x1,,2 + 2,2 > 1, ein Widerspruch zur Annahme, dass (21, 72,) € M
fiir alle n € N, O

UBUNGSAUFGABE 7.32. Zeige: Die Menge aus Beispiel ist abgeschlossen.

ANMERKUNG 7.33. Obwohl die algebraische Struktur von C bzw. R? unterschiedlich sind, ist die Norm eines
Elements in beiden RiAumen gleich definiert. Somit sind die topologischen Eigenschaften von C und R? gleich:
genauer gesagt ist jede Menge A C R? genau dann beschriinkt /abgeschlossen/offen, wenn A := {(Rez, Imz) €
C: (z1,72) := (Rex,Imz) € A} beschriankt/abgeschlossen/offen ist.

7.2. Stetigkeit

DEFINITION 7.34. FEs seien X,Y normierte Riume, A C X und xg € A. Dann heif§t eine Funktion f : A =Y
in xo stetig, falls sie gegen f(xo) fiir v gegen xo konvergiert. Sie heifit in A stetig (oder einfach stetig), falls
sie in jedem xg € A stetig ist.
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ANMERKUNG 7.35. Anders gesagt, nach Definition vom Grenzwert: f : A — Y heifit stetig, falls fiir alle
xg € X und alle € > 0 es ein § > 0 gibt, so dass

z€Us(xzo)NA = f(z) € Ucf(20))

ANMERKUNG 7.36. Eine besonders interessante Klasse von stetigen Funktionen bilden diejenigen von der
Form

f: X —>R

Aus historischen Griinden spricht man dabei von stetigen Funktionalen. Sie bilden einen der Kerne der soge-
nannten Funktionalanalysis.

SATZ 7.37. Es seien X,Y normierte Riume und A C X. Fine Funktion f: A —'Y ist genau dann stetig,
wenn das Urbild jeder offenen Teilmenge von Y unter f offen ist.

BEWEIS. Es sei U offen und z € f~}(U). Da f(x) € U, und U offe ist, gibt es laut Lemma@e%l e>0
mit Uc(f(z)) C U. Dann folgt aus der Stetigkeit von f dank Lemma 1e Existenz eines § > 0, fiir das

r€Us(xo)NA = f(z) € Udf(xo)),

d.h.,
v €Us(zg)NA =a e f HUddf(zo) C F 1 U),

wie wir zeigen wollten.

Es sei umgekehrt das Urbild j dmenllraoﬂ’enen Menge unter f offen, und betrachte g € A und € > 0. Dann
ist f(xzo) € Y. Da laut Lemma (f(z0)) in Y offen ist, ist sein Urbild unter f auch offen, d.h., fiir jedes
Element aus f~'(Uc(f(z0))) gibt es § > 0 so, dass die §-Umgebung dieses Elements in f~(Uc(f(z0))) liegt.
Insbesondere gibt es fiir 2o ein § > 0 mit Us(zo) N A C f~1(Uc(f(20))), und somit f(Us(z¢) N A) C Uc(f(z0)).

Anders gesagt: fiir alle g € A und alle € > 0 gibt es § > 0, so dass

x €Us(ro)NA = f(z) € Ue(f(x0)).

Das vollendet den Beweis. O

tetig .

UBUNGSAUFGABE 7.38. Zeige das folgende Korollar vom Satz @EES_S%%H X,Y normierte Réume und
A C X. Eine Funktion f: A — Y ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder abgeschlossenene Teilmenge von
Y unter f abgeschlossenen ist.

Nach Definition von Stetigkeit einer Funktion sowie den Rechenregeln aus Satz @ kann man die folgenden
unmittelbar beweisen.

SaTz 7.39 (Rechenregel fiir stetige Funktionen). Es seien X,Y normierte Riaume und A C X. Gegeben sei-
en zwei Funktionen f,g: A —Y, welche in xg € A stetig sind. Dann gelten die folgenden Rechenregel.
(1) Die Funktion (f + g) ist in xo stetig.
(2) Es seien zusditzlich Z ein normierter Raum und n > 0 so, dass f(A) C Uy,(f(xo)) ist. Ist h: Uy(f(xo)) = C
in f(xo) stetig, so ist die Funktion ho f in xq stetig.
Ist insbesondere X =Y =K, so gilt auch:
(3) Die Funktion (f - g) ist in xo stetig.
(4) Ist g(x) # 0 fiir alle x in einer e-Umgebung von xg, so ist die Funktion 5 n xq stetig.
ANMERKUNG 7.40. Insbesondere bildet C(X,Y"), die Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y einen
Vektorraum.

UBUNGSAUFGABE 7.41. Es sei X ein normierter Raum. Zeige: || - || : X — R ist eine stetige Funktion und
folgere aus der Stetigkeit einer Funktion f auch die Stetigkeit von ||f|| : x — || f(x)].
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ANMERKUNG 7.42. Vorsicht! Wéhrend jede Summe und jedes Produkt zweier stetigen Funktionen stetig
(vegl. Satz (2)) ist, kann das Produkf, zweier unstetigen Funktionen auch stetig sein: betrachte z.B. die
Dirichletfunktion D aus dem Beispiel@c_DHnn sind D und offensichtlich auch 1 — D : z — 1 — D(x) unstetig,
doch sind D + (1 — D) sowie D(1 — D) stetig: die erste ist die Funktion mit konstantem Wert 1, die zweite ist
die Funktion mit konstantem Wert 0. Sie sind somit auf R stetig.

. . .
BEISPIEL 7.43. Es folgt aus dem Beispiel @t{s‘l—ned dem Satz (2)7 dass auch die Potenzfunktion z + z"

fiir alle n € N auf C stetig ist. Allgemeiner folgt aus den obigen Rechenregeln: fiir alle «y, ..., a, definiert das
Polynom ag + a1z + apx? + ... + o, x™ vom Grad n eine auf C stetige Funktion. Weiter gilt: fiir alle By, ..., fm
ist die sogenannte rationale Funktion

ag+ai1x+ ...+ a,x”

Bo+ Brz+ ...+ Bpa™
auf C\ D stetig, wobei D die Vereiningung der (héchstens m) komplexen Nullstellen des Polynoms Sy + 12 + ... 4+ Bpaz™
ist, welche nach dem Fundamentalsatz der Algebra existieren. Dabei darf € > 0 beliebig klein gew#hlt werden. O

BEISPIEL 7.44. Aus den obigen Rechenregeln folgt, dass aus der Stetigkeit einer komplexwertigen Funktion
f auch die Stetigkeit von Re f,Im f folgt.

Noch allgemeiner als rationale Funktionen kann man den folgenden Begriff einfiihren.

BEISPIEL 7.45. Es seien n € N und o € N” ein Multiindex der Lange |af, d.h., a = (oq,...,ap) € N?
und |o := Zjvzl o (man nennt |a| die Linge von a). Definiere fir = (z1,...,2,) € K" die Potenz z* :=
izt e K

Es seien nun k € N und a,, € K fiir alle Multiindizes o € N™ mit || < k. Dann heifit jedes

P:K"3 (21,...,25) — Z anz® € K

aeN"
la|<k

ein multivariates Polynom vom Grad k € N. Dann folgt aus dem Satz @ f und alle ihre partielle Ableitungen
stetig sind.

ANMERKUNG 7.46. Es sei f eine Funktion mehreren Variablen, welche aber nur von einer Variable z,, ex-
plizit abhéngt, wie z.B. die Funktion f : (z,y) — 2y. Die Funktion f ist genau dann stetig, wenn nur ihre
Abhéngigkeit von x,,, stetig ist.

Betrachte nun eine Funktion g von n Variablen, welche sich als Summe, Produkt oder Verkettung von n Funk-
tionen fi, fo, ..., fn einer Variablen darstellen lisst, wie z.B. f(z,y) = fi(z)f2(y). Sind dann alle Funktionen
f1, fa, .., [n stetig, so ist auch f stetig.

. . i tStet . . . .
BEISPIEL 7.47. Laut Beispiel ﬁgﬁt_cﬁe identische Funktion stetig = +— x auf C. |

3 L. tstet . .
BEISPIEL 7.48. Es sei a € C. Laut Beispiel ﬁsl_st_cﬁe konstante Funktion z +— « stetig auf C. |

UBUNGSAUFGABE 7.49. Zeige: Ist eine Funktion f in A stetig, so ist sie auch in jeder Teilmenge A von A
stetig.

UBUNGSAUFGABE 7.50. Es sei X ein normierter Raum. Zeige: Eine K-wertige Folge, d.h. eine Funktion
f X — K mit abzéhlbarer Definitionsmenge, ist immer stetig.

UBUNGSAUFGABE 7.51. Betrachte die Funktion
21
L falls x # 1
= r—1 ’
J(@): { 3 falls z = 1.

Zeige, dass die Funktion auf R nicht stetig ist. Kann man die Definition der Funktion in « = 1 so #ndern, dass
die dementsprechend modifizierte Funktion stetig auf R wird?
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BEISPIEL 7.52. Es sei A eine beschriankte Teilmenge von R und betrachte die sog. charakteristische Funk-

tion von A, d.h. die Funktion f : R — R, so dass f(z) = 1 falls # € A und f(z) = 0 sonst. Dann ist f in

a :=sup A unstetig. Denn fiir ¢ = 1 und alle § > 0 gilt wenn a € A (bzw. wenn a ¢ A)

1
If(a) = fly)|=1> 3 fiir alle y € (a,a+9) (bzw. fur alle y € (a — §,a)).
Ahnlich zeigt man, dass f auch in b := inf A unstetig ist. |

UBUNGSAUFGABE 7.53. Betrachte die Funktion f, die durch

fla,y) = {
definiert wird. Zeige, dass f : R> — R nicht stetig ist, und dass jedoch f(-,y) : R — R fiir alle y € R stetig ist,
sowie f(x,-) : R — R fiir alle z € R.
BEISPIEL 7.54. Die Funktion f : R? — R, welche durch
f(@1,22) = :El;Q

definiert wird, konvergiert gegen 32 fiir (x1,22) gegen jedes (yi,y2). So liefert f(x1,r2) bekanntlich den
Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn man mit z1, x5 die Linge seiner Katheten bezeichnet. Diese
Funktion ist also stetig. O

0 wenn x =y = 0,

Ty
2497 SOnSt,

BEISPIEL 7.55. Die sogenannte Zustandsgleichung ist das Gesetz, welches das Volumen V eines idealen Gases
in Abhéngigkeit von Druck p, Masse m und Temperatur 7" beschreibt. Sie lautet

T
Vip,m,T) = Rm?,

wobei R ~ 8,314472 die universelle Gaskonstante ist. Laut Anmerkung @ ist diese Funktion stetig. O
Im folgendem Satz wird eine wichtige dquivalente Bedingung fiir die Stetigkeit einer Funktion formuliert.

SATZ 7.56. Es seien X,Y normierte Riume und A C X. So ist f : A — Y 2 genau dann in g € A stetig,
wenn fir jede gegen xg konvergente Folge (xy)neny C A auch lim, . f(z,) = f(xo) gilt.

BEWEIS. Es i%l xgsgeéaggd f : A — Y. Nach Definition ist f in z( stetig, wenn lim, . f(z) = f(x¢) und

das ist nach Satz genau dann der Fall, wenn fiir jede gegen ¢ konvergente Folge (z,,)nen, deren Glieder in
A liegen, auch lim,, oo f(x,) = f(x0) gilt. O

UBUNGSAUFGABE 7.57. Formuliere ein Gegenstuck des Cauchyschen Konvergenzkriteriums fiir die Konver-
genz von Funktionen.

Das obige Kriterium lé3t sich kaum im positiven Beweisen der Stetigkeit einer Funktion anwenden, doch ist
es sehr geeignet, um zu iiberpriifen, dass eine Funktion nicht stetig ist.

BEISPIEL 7.58. Definiere die sogenannte Dirichletfunktion D : R — R durch

D(x) = 1, fallsze@Q .
0, fallsx &€ Q.

Sowohl Q als ihr Komplement in R sind unendliche Mengen, doch sind wie bereits bekannt die irrationalen Zahlen
,mehr“ als die rationalen, denn Q ist eine abzéhlbare Menge. M6chte man also den Graph von D skizzieren
sollte man der Funktion D unendlich oft den Wert 1 zuordnen, doch nur in der ,absoluten Minderheit“ der
Stellen im Definitionsbereich. Ist D stetig? Nein, D ist nicht stetig, und sogar stetig in keinem Element ihres
Definitionsbereichs: denn man kann jede Zahl z mit (mindestens) zwei verschiedenen Folgen anndhern, welche
jeweils aus nur rationalen bzw. nur irrationalen Zahlen bestehen. In deren Folgenglieder ausgewertet wére dann
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die F ktin%t%ep identisch 1 bzw. 0 und wiirde somit auch gegen 1 bzw. 0 konvergieren, was der Bedingung in
Satz %ewmﬁrspricht.

Die Funktion D wird oft Dirichletfunktion nach Peter Gustav Lejeune Dirichlet genannt.

Eine Variante der Dirichletfunktion ist die sogenannte Popcorn-Funktion P : R — R, welche von Carl
Johannes Thomae eingefithrt wurde. Sie wird durch

fla) = % falls z = Zj € Q in gekiirzter Form,
0 falls z € Q,

definiert. Man kann zeigen, dass P in jeder irrationaler Zahl unstetig und in jeder rationaler Zahl stetig ist.
(Umgekehrt kann es keine Funktion geben, welche in jeder rationaler Zahl unstetig und in jeder irrationaler
Zahl stetig ist.) O

enzfunkt
In Definition aben wir bereits die komplexe Exponentialfunktion eingefiihrt, mittgls der auch die

trigonometrischen und hyperbolische Funktionen definiert werden koénnen, vgl. Beispiel %Nun zeigen wir,
dass sie stetig ist.

SATZ 7.59. Die Ezxponentialfunktion exp : C — C ist stetig.
BEWEIS. Wir werden erst zeigen, dass exp in 0 stetig ist, und werden dann den allgemeinen Fall betrachten.
Wir merken zuerst, dass nach Definition

k

) Zk ‘ oo 5
S a-1-
| |
— k! Pt k!
|Zk71| ‘Z|k71
— <
'Z'; o _\zg(k_l)!?
izistenfunkt

also fir z € C mit |z|] < 1 gilt wohl |exp(z) — exp(0)] < |z|exp(l). Aus dem Satz ﬁaﬂm, dass
lim,_,o |exp(z) — exp(0)| = 0, also lim,_,o exp(z) = exp(0) und exp ist in O stetig.

Es sei nun w € C und betrachte ein Nt}l{llfolge (zn)nen. Jede gegen w konvergente Folge ist tatséichlich von der
Form (w + #p,)nen. Dann ist dank und der Stetigkeit der Exponentialfunktion in 0

le* —1] =

IN

lim exp(w + z,) = exp(w) lim exp(z,) = exp(w) exp(0) = exp(w),
n—oo n—oo
also ist exp auch in w stetig. O

BEISPIEL 7.60. Zur Erinnerung: Die komplexen trigonometrischen Funktionen cos, sin werden durch

_ exp(iz) + eXp(—zz)7 sin z — exp(iz) — .exp(—zz)7
2 24

Es ist unmittelbar klar, dass die Abbildung z + iz auf C stetig ist, und somit auch ihre Verkettung z — exp(iz)

mit der Exponentialfunktion. S hliefglich folgt aus der Rechenregel im Satz (1)7 dass auch cos und sin auf

C stetig sind. Wie im Beispiel erklart stimmen die komplexen mit den iiblichen, geometrisch motivierten

(reellen) trigonometrischen Funktionen iiberein, falls das Argument z reell ist. ]

z € R.

COS 2

ANMERKUNG 7.61. Ist die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion stetig? Im Allgemeinem nicht. Ein Ge-
genbeispiel erhiilt man, indem die Funktion f : (0,1) U [2, 3] — R betrachtet wird, wobei

. €T falls €T € (03 1)7

Die Funktion ist in jeder der beiden Teilmengen ihres Definitionsbereiches stetig, da eine gegen 2 konvergente
Folge (5, )nen deren Glieder im Definitionsbereich von f liegen notwendigerweise aus Elemente von [2, 3) besteht,
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so dass lim, 00 f(2n) = limy, o @, — 1 = =1 + lim,, 00, = —1 + 2 = 1. Also ist das Bild von f die Menge
(0,2) und die Umkehrfunktion ist durch
1,8 | = falls z € (0,1),
Fo{e) = { z+1 fallsze€(l,2),

sodass sie in 1 unstetig ist.

ANMERKUNG 7.62. Die Definition der Stetigkeit durch € und ¢ gilt fiir viele als der Inbegriff der mathema-
tischen Pingelichkeit. Doch gibt es gute Griinde fiir die obige Definition: obwohl fast alle iibliche Funktionen,
welche durch ein analytisches Gesetz hingeschrieben werden kénnen, stetig sind, ist von Jean-Baptiste Joseph
Fourier beachtet worden, dass es OBn%ispiele von Funktionen gibt, die {iber eine Reihe definiert werden und doch
unstetig sind. Die Definition auf Bernard Bolzano zuriick, der sie 1817 eingefiihrt hat. Eine dquivalente

; i nstet r
Formulierung wurde aber im Satz vorgestellt, s. auch TZ, § VL4].
Auch die empirische Definition, der Graph einer stetigen Funktion soll keinen Sprung entahlten, ist manchmal

irrefithrend: tatséchlich ist jede Funktion stetig, deren Gﬁ?ﬁ)th sprungfrei ist — doch gibt es nicht immer eine treue
graphische Darstellung der Funktion, vgl. Beispiel%&ZWei weitere Beispiele liefern z.B. die Funktionen

) sin (l) falls x # 0,
f.x*—>{0 ‘ sonst,

und
) zsin (1) falls = # 0,
g { 0 sonst,
welche in der Nahe von z = 0 so schnell oszillieren, dass das genaue Plotten unméglich wird. In der Tat ist die
Funktion f in 0 unstetig, die Funktion g jedoch in 0 stetig.

Die folgende Aussage formalisiert schliefllich die Vorstellung, bei dem Graph einer stetigen Funktion lagen
keine Sprunge vor, d.h. ihr Wertebereich sei liickenfrei. Sie wurde 1817 von Bernhard Bolzano bewiesen und wird
Zwischenwertsatz genannt.

SATZ 7.63. Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] = R stetig. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a)
und f(b) mindestens einmal an.

BEWEIS. Es sei 0.B.d.A. f(a) < f(b) (sonst lduft der Beweis im Wesentlichem gleich) und betrachte v €
[f(a), f(b)]: Man will zeigen, dass ein x € [a,b] existiert, mit f(z) = 5. Definiere rekursiv zwei Folgen (ay)nen
und (b, )nen derart, dass b, — a, = (bp—1 — ay—1) und v € [f(ay), f(by)] fiir alle n € N. Setze z.B. ag = a und
bop = b. Nun betrachten wir die Stelle cg = %(ao + bo). Ist f(ecp) < 7, so setze a; = ¢g und by = by, andernfalls
a1 = ag und b; = c¢g. Dann betrachtet man die Stelle ¢; = %(al + b1) und verfihrt genauso um asg, by zu
konstruieren, usw. Dadurch werden wohl zwei Folgen (a,)nen, (an)nen rekursiv definiert. Dabei gilt stets, dass
bp — @ = 2(bn—1 — ap—1) fiir alle n € N\ {0} und 7 € [f(ay), f(by)].

Da die Lange b, —a,, des Intervalls [a,, b,] gegen 0 konvergi s 1Laut Satz@limnﬁoo a, = lim,,_ o b, =
x gelten, und somit wegen der Stetigkeit von f und des Satzes%éaﬁh’hmnﬁoo flan) =lim, o0 f(bn) =: f(2).
Da stets Intervall f(a,) < v < f(bn) gilt, folgt wegen des Sandwichsatzes lim, oo f(an) = v = lim, o0 f(bn)-
Somit ist f(x) = . O

ANMERKUNG 7.64. Die im Beweis vom Satz @c}é—er?gewandte Methode heifit Bisektionsverfahren. Sie er-
laubt die algorithmische Bestimmung von Nullstellen von beliebingen stetigen Funktionen. Hat eine Funktion
zusétzliche Eigenschaften, so kann man effizientere numerische Schemata benutzen, wie wir im néchsten Kapitel
zeigen werden.

KOROLLAR 7.65. Es sei A C R ein Intervall und f: A — R stetig. Dann ist auch f(A) ein Intervall.
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BEWEIS. Es seien
o= inf f(A) €R, B :=sup f(A) € R.
Da definitionsgemifl A # ) und somit f(A) # 0, ist & # +oco und 8 # —oo. Wir wollen nun zeigen, dass
(o, B) C f(A): Es sei y € (,8). Dann gibt es a,b € A mit f(a) < y < f(b), und nach dem Zwischenwertsatz
gilt f(x) = y fir mindestens ein € A — somit ist y € f(A). Nun kann f(A) nur (o, 8), (a, 8], [a, B) oder [a, §]

sein. O

UBUNGSAUFGABE 7.66. Es sei a > 0. Folgere aus dem Zwischenwertsatz die Existenz einer n-ten Wurzel von

SATZ 7.67. Die Einschrinkung der Exponentialfunktion ist bijektiv von R nach (0,00).

BeEweEIs. Da die Funktion exp streng monoton ist, ist sie notwendigerweise injektiv. Um zu zeigen, dass
sie auch surjektiv ist, sei y > 0 und betrachte die Félle y > 1 und y < 1. Ist y > 1, so gilt exp(0) = 1 und

exp(y) =1+y+> res 7{@—}? > 14y, also liefert der Zwischenwertsatz die Existenz eines 2 € R, so dass exp(z) = y.
Ist nun 0 < y < 1, so folgt aus der Monotonie der Exponentialfunktion und der Tatsache, dass exp(0) = 1, dass
ein solches ix notwendigerweise Z < 0 erfiillen soll. Es ist y ! > 1 und somit gibt es Z € R, so dass exp(Z) = y~!.
Nach %ﬁi%t dann y = exp(7)~! = exp(z71). O

ANMERKUNG 7.68. Aus der Bijektivitit der reellen Exponentialfunktion folgt unmittelbar die Existenz einer
Umkehrfunktion (0,00) — R, also einer Funktion log so, dass

x = log(y) falls y = exp(x).
Diese Funktion wird natirlicher Logarithmus, oder einfach Logarithmus, genannt. Die folgenden Eigenschaften
sind unmittelbare Konsequenzen der Definition des Logarithmus bzw. der Exponentialfunktion:
log(zy) = log(z) + log(y) fur alle z,y > 0;
log(z?) = plog(x) fiir alle x > 0 und p € Q;

log ist auf (0, 00) streng monoton wachsend;

lim, .o 22 = 0.

Insbesondere besagt dieser %%rennzyvert, dass die Logarithmusfunktion langsamer als jede Potenz wichst. Dariiber

hinaus folgt aus dem Satz ass die Logarithmusfunktion auf (0, 00) stetig ist.
Es ist moglich, eine komplexe Erweiterung der Logarithmusfunktion zu definieren: Dies wird aber erst in der
Funktionentheorie durchgefiihrt.

SATZ 7.69. Es seien A C R ein Intervall und f : A — R eine streng monotone wachsende (bzw. fallende),
stetige Funktion. Dann ist auch die Umkehrfunktion f=1 : f(A) — A von f streng monotone wachsende (bzw.
fallende) und stetig.

BEWEIS. Da f streng monoton ist, ist es offensichtlich auch injektiv, und somit bijektiv wenn man sie seine
Zielmenge mit seiner Bildmenge ersetzt. Somit ist f : A — f(A) bijektiv. Die strenge monotonie zu Uberpriifen
wird als leichte Ubungsaufgabe iiberlassen.

Um die Stetigkeit von f~! zu beweisen, nimm an, f sei streng monoton wachsend (falls es fallend ist, ist
der Beweis analog). Um zu zeigen, dass f~! an der Stelle b stetig ist, betrachte b € f(A) und € > 0 und setze
a:=f7 ()€ I%énLiegt U.(a) innerhalb A, d.h. (e —€,a+€) C A, dann gilt (aufgrund der Monotonie von f und
vom Satz @ﬂéss f(la—ea+¢€) = (fla—e),f(a+e)). Dann gilt fiir 6 := min{b — by, by — b}, dass

FH(Us()) € Ue(a),

d.h.: aus z € Us(b) folgt, dass f(x) € Uc(a) ist.

Ist jedoch U(a) ¢ A fiir jedes € > 0, d.h., ist ¢ Endpunkt von A, dann ist (wegen Monotonie) f(a) auch
Endpunkt von f(A). Den obigen Beweis kann man reproduzieren, indem man [a,a + €) bzw. (a — €,a] statt
(a — €,a + €) betrachte (Details werden als Ubungsaufgabe iiberlassen). O
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t
Somit ist die Potenzfunktion 2 — 2™ bijektiv von (0, 00) nach (0, 00). Sie ist stetig nach Beispiel @tg—nd
somit ist laut Satz %%Ch ihre Umkehrfunktion stetig.

LEMMA 7.70. Es seien a,b € R mit a < b und es sei f : [a,b] — [a,b] stetig. Dann gibt es x¢ € [0,1] mit

f(xo) = .
Man sagt, dass zg ein Fixpunkt von f ist und somit heifit dieser ein Fixpunktsatz.

UBUNGSAUFGABE 7.71. Beweise den obigen Fixpunktsatz. (Hinweis: Betrachte die Funktion g : [0,1] 3 x
f(z) —x € R. Zeige, dass g eine Nullstelle hat.)

UBUNGSAUFGABE 7.72. Nimm an, die Temperatur auf der Erde wird in jedem Zeitpunkt von einer stetigen
Funktion beschrieben. Bezeichne also mit f(#) die Temperatur im Punkt auf dem Aquator mit geographischer
Liange 6 € [—180, 180]. Aufgrund der Stetigkeit ist f(—180) = f(180). Zeige, dass es mindestens zwei Punkten
auf dem Aquator gibt, die gleiche Temperatur haben.

ANMERKUNG 7.73. Es sei a > 0. Man definiert die Exponentialfunktion zur Basis a durch exp,(z) :=
exp(zlog(a)), z € C, und schreibt manchmal auch a* fiir exp,(z). Folgende Eigenschaften gelten:

e Die Exponentialfunktionen sind stetig: Weil log(a) konstant ist, ist g : z — zlog(a) stetig, und somit
auch exp, = expog, denn exp ist stetig.

e Die Exponentialfunktionen sind auf R streng monoton wachsend (bzw. fallend) falls @ > 1 (bzw. a < 1).
Denn wenn a > 1 (bzw. a < 1) ist log(a) > 0 (bzw. log(a) < 0), also ist exp,(z) = exp(za) mit o > 0
(bzw. a < 0), also folgt die Monotonie aus der Monotonie der Exponentialfunktion exp.

e Es gilt exp,(z + w) = exp,(z) exp, (w) fiir alle w, z € C sowie expey, (5)(y) = exp,(zy) fiir alle 7,y € R,
weil

exp,(z +w) = exp((z+w)log(a)) = exp(zlog(a) + wlog(a))
exp(z log(a)) exp(wlog(a)) = exp,(z) exp, (w)

sowie
XPexp. (1) (4) = exp(ylogexp, () = exp(ylog exp(x log(a))) = exp((yx)log(a)) = exp, (vy).
eEsseiz =" € Qmitn € Nund n 6 N\{O} Dann gllt exp, () = %Va", weil exp,(7+) =

m

exp(nlog(a)) = exp(nlog(a )i = exp,(n)m = {/exp,(n Van gilt.
e Fiir alle n € N\ {0} gilt av = {/a.
Man schreibt a® := exp,(z). Dabei gilt selbstverstiandlich exp, = exp.

UBUNGSAUFGABE 7.74. Es sei f(x) := ﬁ—: Bestimme den Grenzwert von f(z) fiir x — oo und z — 0.

UBUNGSAUFGABE 7.75. a) Es sei f: R — R eine Funktion mit f(1) = e, die stetig in 0 ist, und f(z +y) =
f(z)f(y) fir alle z,y € R erfiillt. Zeige

(y
(i) £(0) =
i) f(rw:) ( )™ fiir alle z € R und n € N.
(iii) f(r)=¢" fiir alle r € Q.
f
f

= e
=R

(iv) f ist stetig auf R.
v) f(x) = exp(x) fir alle z € R.

(
b) Es sei f : R — R stetig, so dass f(z +vy) = f(z)f(y) fir alle z,y € R. Zeige: Es gibt ¢ > 0, so dass
f(z) = cexp(x).

et
Da laut Satz %p eine stetige Funktion auf C ist, folgt unmittelbar dank den Rechenregeln, dass auch
die trigonometrischen Funktionen cos und sin sowie ihr Quotient tan stetig sind.
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BEISPIEL 7.76. Man sieht wie fiir die Exponentialfunktion, dass auch die Einschrinkungen von sin und

cos auf R reellwertig sind. Man kann sogar zeigen, dass die Einschrankungen sin : [-5, 5] — R sowie cos :
[0, 7] — R streng monoton wachsend und somit injektiv sind. Dank dem Zwischenwertsatz folgt schliefilich, dass
sin : [-%, 5] — [=1,1] sowie cos : [0,7] — [~1,1] auch surjektiv sind. Somit sind sie bijektiv und invertierbar:

ihre Umkehrfunktion nennt man Arcussinus (arcsin) bzw. Arcuscosinus (arccos). Auch die Funktion Tangens,
welche durch

; __ sin(x) T

an() = cos(z)’ ve ( 2’ 2) ’
definiert wird, ist bijektiv und somit invertierbar: ihre Umkehrfunktion heifit Arcustangens und wird durch arctan
bezeichnet. O

Betrachte einen Kreis mit Radius 1, also die Menge K := {(z,y) € R? : 22 + y?> = 1}. Wir haben schon
angemerkt, dass die mittels Exponentialfunktionen definierten sin(¢) bzw. cos(¢) den Koordinaten des Punktes
(x,y) entsprechen, so dass die Linge des Bogens zwischen (1,0) und (z,y) genau ¢ ist. Man kann eine dhnliche
Konstruktion auch fiir eine Parabel wiederholen, also fiir die Menge P := {(z,y) € R? : 22 — y? = 1}. Dies fiihrt
zur Einfiihrung der sog. Hyperbelfunktionen.

DEFINITION 7.77. Die Funktionen cosh : R — R, sinh : R — R, sowie tanh : R — R werden durch

z —z z_ L,z inh
cosh(z) := i, sinh(z) := C7°C  und tanh(z) := smh((z;7
cosh(z

5 z € R,

definiert.

UBUNGSAUFGABE 7.78. a) Zeige, dass die Funktionen cosh und sinh stetig auf C sind. Bestimme einen
Definitionsbereich, auf dem tanh stetig wird.
b) Zeige, dass fiir alle 2,y € R

sinh(x 4 y) = cosh(z) sinh(y) + sinh(z) cosh(y),
cosh(z 4 y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y),
cosh?(z) — sinh?(z) = 1.
¢) Zeige: Die Einschrinkungen von cosh, sinh, tanh auf R sind reellwertige Funktionen; sinh und tanh sind auf

R streng monoton wachsend, wobei cosh ist auf (—oo, 0] streng monoton fallend und auf [0, c0) streng monoton
wachsend.

UBUNGSAUFGABE 7.79. [...] So tabellierte um 1325 Nahm al-Dim al-Misri in Kairo eine Funktion mit drei
Variablen, f(x,y,z) [...] Die Tabelle berechnete die Zeit seit dem Aufgang der Sonne oder irgendeines Sternes. x
zeigt die Mittagshohe der Sonne oder die maximale Gestirnshohe an, y die augenblickliche Hohe und z die halbe
Linge des Tageslichts oder den Halbkreis, in dem ein Stern sichtbar ist. Die zugrunde liegende Funktion lautet:

f(z,y,2) = z — arcvers (Versz <1—sm(y)>) .

sin(x)

Die Funktion vers wird dabei durch versd =1 — cosf deﬁnierﬂ

(Aus: David King, Astronomie und Mathematik als Gottesdienst: Das Beispiel Islam, in Jochen Briining und
Eberhard Knobloch (Ed.), ,Die mathematischen Wurzeln der Kultur — Mathematische Innovationen und ihre
kulturellen Folgen“, Miinchen: Wilhelm Fink Verlag, 2005, pp. 91-123.)

(1) Warum kann man aus einfachsten astronomischen Uberlegungen erwarten, dass diese Funktion f stetig ist?
Mit welchem Definitionsbereich A C R3?

(2) Zeige mittels Rechenregeln, dass f : A — R stetig ist. (Hinweis: Verwende Anmerkung @)

1 arcvers ist wohl die Umkehrfunktion von vers.
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Im Rest dieses Kapitels schriinken wir uns auf den Fall von reellwertigen Funktionen ein, d.h. auf Funktionen,
deren Zielmenge R (und nicht C) ist. Somit kénnen wir die Anordnungseigenschaften von R nutzen. Insbesondere
koénnen wir folgende einfiihren.

DEFINITION 7.80. Es sei A C R und betrachte eine Abbildung f : A — R. Dann heifit x lokale Maximum-
stelle (bzw. Minimumstelle) und f(x) lokales Maximum (bzw. Minimum) von f, falls eine e-Umgebung
U.(x) von x existiert, so dass f(x) > f(y) (bzw. f(x) < f(y)) fir alle y € U (x) N A. Dariiber hinaus heifit
x globale Maximumstelle (bzw. Minimumstelle) und f(z) globales Maximum (bzw. Minimum) von f,

falls f(x) > f(y) (bzw. f(z) < f(y)) fiir alley € A.

Anders gesagt heifit y Maximum bzw. Minimum einer Funktion f : A — C, wenn y Maximum bzw. Minimum
ihres Wertebereich ist.

Es ist wichtig zu merken, dass nicht jede Funktion ein Maximum bzw. ein Minimum hat: eine notwendige
Bedingung ist wohl, dass ihr Wertebereich nach oben bzw. nach unten beschrinkt ist. Selbst wenn er beschrénkt
ist muss ihr Wertebereich kein Maximum bzw. Minimum haben: z.B. ist die Funktion f : (=1,1) — R, welche
durch z + z? definiert wird, beschriinkt, denn ihr Wertebreich ist [0, 1). Dies zeigt, dass sie zwar ein globales
Minimum hat (in der Minimumstelle 0), aber kein Maximum (weder lokal noch global): ihr Wertebereich hat in
der Tat nur das Supremum, dieser Wert wird aber nirgendwo im Definitionsbereich der Funktion angenommen.

Ein allgemeines Existenzkriterium fiir Maxima und Minima ist deshalb sehr interessant.

DEFINITION 7.81. Eine Teilmenge von R% heifit kompakt, falls sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Man wird in der Topologie sehen, dass Kompaktheit viel allgemeiner definieren kann. Diese allgemeinere
Definition stimmt dann mit der Obigen nur in R? ein. Dort hat man auch die folgende Charakterisierung, die
eine Umkehrung des Satzes von Bolzano—Weierstrafl darstellt.

LEMMA 7.82. Es sei A C Re. Hat jede Folge (2,,)nen C A eine in A konvergente Teilfolge, so ist A kompakt.

BEWEIS. Zuerst zeigt man, dass A beschrinkt ist. Denn sonst: Fiir alle n € N gibt es z,, € A mit ||z,| > n.
Die Folge (2,,)nen kann somit keinen Haufungspunkt in R? haben — und somit keine konvergente Teilfolge, ein

Widerspruch.

Die Menge A ist auch abgeschlossen: Ist (z,)nen C A eine konvergente Folge ur%g=hlaetnzeine Teilfolge von
(zn)nen eine Teilfolge, die gegen a € A konvergiert, so muss laut dem Korollar %ﬁﬁvﬁndigerweise a auch
Grenzwert von (2, )nen sein — diese Folge konvergiert somit in A. O

BEISPIEL 7.83. Jede e-Umgebung U, (Z) ist nicht abgeschlossen: z.B. konvergiert die Folge
- 1 - - - -
<x+ (e = —,0,.. .,O)) gegen (Z1 +e,Xa,...,3N) € U(2),
n nZN

wobei N eine natiirliche Zahl bezeichnet, die grof genug ist, dass alle Glieder in U. (%) liegen. Somit sind e-

Umgebungen auch nicht kompakt. a

UBUNGSAUFGABE 7.84. Ist A C R kompakt, so sind ihr Supremum bzw. Infimum auch Maximum bzw.
Minimum.

BrispiEL 7.85. Die Menge aus dem Beispiel @ ist kompakt. Die Menge aus dem Beispiel @ ist nicht

kompakt. (]

SATZ 7.86. Es seien A CR™ und f: A — R" fiir m,n € N\ {0} . Sind A # 0 kompakt und f stetig, dann
ist auch f(A) kompakt.

Bewels. Betrachte eine Folge (f(zn))neny C Y mit (z,)neny € A. Da A kompakt ist, folgt aus Sattzt
. . . . . . stetsatz
von Bolzano—Weierstraf}, dass (z,,)n,en eine konvergente Teilfolge besit tﬁbghe wiederum laut dem Satz von

E:gg st d

f nach eine konvergente Folge abgebildet wird. Laut dem Lemma 5t die Aussage nun bewiesen. |
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KOROLLAR 7.87. Es seien A CR™ und f: A — R fiir m € N\ {0}. Sind A # 0 kompakt und f stetig, dann
hat f ein globales Mazimum und ein globales Minimum.

BEWEIS. Als kompakte Menge ist f(A) beschriinkt, und somit hat es Infimum und Supremum; da f(A)
aber auch abgesc IQ%SGH ist, sind in der Tat Infimum bzw. Supremum auch Minimum bzw. Maximum laut
Ubungsaufgabe O

ANMERKUNG 7.88. In vielen Léndern (seltsamerweise nicht in Deutschland) ist dieser unter dem Namen
»Satz von Weierstraf$“, nach Karl Theodor Wilhelm Weierstrafl, bekannt.

ANMERKUNG 7.89. Es seien A C R™ und f : A — R" fiir m,n € N\ {0}. Sind A # () kompakt und f
stetig, so hat insbesonder ein positives Maximum. Dann ist C'(A4; R™) ein Teilraum des normierten Raumes
B(A;R"™), der im Beispiel%éngeﬁihrt wurde. Tatséchlich kann man (und wird man, in der Vorlesung Analysis
2) zeigen, dass B(A;R") ein Banachraum ist; und dass C'(A;R") ein abgeschlossener Unterraum von B(A;R™)
ist, und somit selber ein Banachraum.

UBUNGSAUFGABE 7.90. Es seien X,Y normierte Réume und A C X. Eine Funktion f : A — Y heifit
Lipschitzstetig, falls ein L > 0 existiert so, dass

1f(@) = fWlly < Lz —yllx  fiir alle 2,y € A,

Kann man L = 1 wihlen, so heif3it f eine Kontraktion. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Jede Lipschitzstetige Funktion ist auch stetig.
(2) Das Funktional X 3 x +— ||z||x € [0,00) ist Kontraktiv, fiir jeden normierten Raum X.
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Differentialrechnung von Funktionen einer Variabel

Es sei f eine reellwertige Funktion einer reellen Variablen. Wahrend die Stetigkeit von f anschaulich bedeutet,
dass der Graph von f keinen Sprung enthihlt, heifit f differenzierbar, wenn ihr Graph keine Knicke zeigt. Wie
auch fiir die Stetigkeit ist diese intuitive Definition leider zu ungenau.

DEFINITION 8.1. FEs sei A C R ein Intervall und X ein normierter Raum. Eine Funktion f: A — X heif$t
in xg € A differenzierbar, falls der Grenzwert des sogenannten Differenzenquotient

(8.1) }ILI_% f(zo + h})b — f(z0)

existiert, d.h., falls es € € X gibt, mit
lim | f(zo +h) — f(z0)

(8.2) h—0 h

¢ =0,

In diesem Fall wird der Grenzwert & mit f'(x¢) oder %(xo) (Aussprache: ,d-f nach d-z*) bezeichnet: f'(xq) wird
auch Ableitung von f an der Stelle xy genannt.
Ist f fiir alle xq € A differenzierbar, so heifst sie einfach differenzierbar. Die Abbildung

ffiAsx— fl(2)e X
heifst Ableitung von f.

Man kann natiirlich genau so gut, auch die Ableitungen von Funktionen betrachten, die auf Vereinigungen
von Intervalle definiert sind.

Diverse physikalische und geometrische Probleme weisen darauf hin, die Steigung der Tangente an den Funk-
tionsgraphen zu bestimmen. Pierre de Fermat konnte schon 1640 eine solche Aufgabe fiir Polynome lésen, doch
eine ansatzweise vollstdndige Theorie der Differentialrechnung wurde 1684 von Gottfried Wilhelm Leibniz und
1687 von Sir Isaac Newton eingefiihrt. Thre mathematische Konstruktionen und Techniken waren unterschiedlich
und (wie heute bekannt ist) ihre Resultate wurden unabhingig voneinander entwickelt, obgleich eine Kommission
der Royal Society of London dies bestritt und 1712 in einer Plagiatsklage Newton die Prioritét zuteilte.

ANMERKUNG 8.2. Es seien zp € A und h > 0 so, dass auch 2o + h € A. Die Gerade durch (zo, f(x0)), (xo +
h, f(xo + h)) € R? enthilt alle Punkte

<x’ f(zo) + Jlro h})L =i (z— on)) ; reR.

Falls f in xy differenzierbar ist, konvergiert also die Steigung dieser Gerade gegen f’(xg) fiir h — 0, und im
Grenzwert erhilt man die Tangente in (zg, f(z¢)) an den Graphen von f: diese ist die Gerade, welche alle
Punkte mit Koordinaten

(z, f(zo) + f'(x0)(x — o)), =z €R.
enthélt.

91
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BEISPIEL 8.3. Es seien X normierter Raum und « € X. Die konstante Funktion f: A >z — o € X ist in
jedem Punkt differenzierbar mit f’(z) = 0 fiir alle x € A. Denn es gilt

lim || L(Zo £ 1) = f(@o) —OH —gim 1 e s e x
h—0 h h—0
|
BEISPIEL 8.4. Die identische Funktion f: R > x — = € R ist in jedem Punkt differenzierbar und es gilt
fim L@ EM =S @0) _ g 2o TR w0 gy g
h—0 h h—0 h h—0
fiir alle zg € R, also ist f/(zg) = 1 fiir alle 29 € R. O

ANMERKUNG 8.5. Wihrend die Theorie der Stetigkeit sich dafiir eignet, auch fiir Funktionen mehreren Varia-
blen erklért zu werden, ist der Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion mehreren Variablen viel technischer
und wird im der Vorlesung zur Analysis 2 eingefiihrt. Noch viel komplizierter ist die Theorie der Differenzier-
barkeit fiir Funktionen einer komplexen Variablen: sie ist das Hauptthema der sog. Funktionentheorie, welche
jenseits der Ziele dieser Vorlesung ist.

Eine wesentliche Charakterisierung der Differenzierbarkeit ist im Folgenden geschildert.

SATZ 8.6. Es seien A C R ein Intervall, X ein normierter Raum, xg € A, a € R und f : A — X. Dann sind
folgende Eigenschaften dquivalent:

(a) [ istin xo differenzierbar und f'(zo) = a;
(b) es gibt eine in xo stetige Funktion ¢ : A — X so, dass

(8.3) flxo+h) = f(xo) + ¢(xzo + h)h  fir alle h mit o +h € A,
oder dquivalent so, dass

(8.4) f(2) = f(z0) + da)(@ —w0)  fiir alle w € A,
Gelten (a) und (b), so ist p(xg) = f'(zo).

. . . . . . . Lo iffquotx0
Bewels. Die Funktion f ist genau dann in xg differenzierbar, wenn der Differenzenquotient in zq (vgl. g: Ei
einen Grenzwert fiir A — 0 hat, und somit ist die Funktion ¢, welche durch

Haoth)=f(zo) z € A\ {zo},
f’(xo) sonst,

(b(l'() + h) = {
definiert wird, in xq stetig. O

iffab
Zwei unmittelbare, doch wesentliche Folgerungen vom Satz ﬁfw_erden in den folgenden Séitze zusammenge-
fasst.

SATZ 8.7. Es sei A C R ein Intervall, o € A. Ist f : A — X in xq differenzierbar, so ist sie dort auch
stetig.

iffeq2
BEWEIs. Die Darstellung @ﬂéﬂt. Nun sind beide (X- bzw. R-wertige) Funktionen = — ¢(x) als auch
x — x — xg in xo stetig, und somit auch ihr Produkt x — ¢(z)(x — xp). SchlieBlich ist auch das Produkt
x = f(xo) + ¢(x)(x — o) in zo stetig, da f(zp) eine Konstante ist. O

ANMERKUNG 8.8. Die Umkehrrichtung gilt nicht. Ein Beispiel einer stetigen, nicht differenzierbaren Funktion
ist durch = — |z| gegeben.
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UBUNGSAUFGABE 8.9. Definiere f : R — R durch

f(x) = { zsin (1) falls z # 0,

0 sonst.

Zeige, dass f an der Stelle 0 stetig aber nicht differenzierbar ist.

SaTz 8.10 (Rechenregel fiir differenzierbare Funktionen). Es sei A C R ein offenes Intervall und X ein
normierter Raum tber K. Gegeben seien zwei Funktionen f,g: A — X, welche in xg € A differenzierbar sind.
Dann gelten die folgenden Rechenregel.

(1) Die Funktion (f + g) ist in xo differenzierbar und (f + g)'(zo) = f'(z0) + ¢'(z0).
(2) Ist a € K, so ist af in xq differenzierbar und (af) (xo) = af’(xo).
Ist zusdtzlich X =K, so gelten auch die Folgenden.
(8) Die Funktion (f - g) ist in xo differenzierbar und (f - g)'(zo) = f'(x0)g(xo) + f(z0)g' (x0)-

/ ’ /
(4) Ist g(xg) # 0, so ist die Funktion % in zo differenzierbar und (%) (o) = £lzolo(@o)=(z0)g"(wo)

(9(z0))?

Die Produktregel (2) wurde von Leibniz selber gefunden. Die Regel (4) heifit Kettenregel.
Wir beweisen nur zwei dieser Regeln: Die anderen gelten als Ubungsaufgabe. Was passiert in 2) im Spezialfall
einer Funktion g, die konstant ist?

BEWEIS. 1) Es sei 29 € A. Dann ist

i £@0 ) g0 +h) = flag) ~g@e) _ . flaoth) = o) | o glao +h) — glao)
h—0 h h—0 h h—0 h
= f'(wo).
Dies vollendet den Beweis. ]

SATZ 8.11. Die Exponentialfunktion exp : R — R ist an jeder Stelle differenzierbar mit exp’ = exp.

BEWEIS. Wir zeigen erst, dass exp in 0 differenzierbar ist. Ist h € R mit || klein, so gilt exp(h) < 1+ h+h?
(warum?), d.h. |exp(h) — 1 — h| < h?, und somit

exp(h) =1 = exp(h) — (1+h) <1l
h h

und schliellich h 81
lim exp(h) — exp(0) ~ im exp(h) — 1
h—0 h h—0 h .

Die Exponentialfunktion ist sogar in jedem Punkt xy € R differenzierbar: wegen @;gaﬂt nédmlich

. exp(xo + h) —exp(wog) . exp(h) —exp(0) ._exp(h)—1
i PP iy o PP~ o oy P = st
also ist exp’(zg) = exp(xg) fiir alle 2y € R. O

Das Folgende ist als Kettenregel bekannt.

SATZ 8.12. Es seien A, B C R und X ein normierter Raum iber R. Es seien f: A - R und j : B - R
so, dass f(A) C B. Ist j in yo := f(xo) differenzierbar, so ist die Funktion j o f in xo differenzierbar und

(j o f) (o) = 5’ (f(w0)) [ (20)-
iffab
BEWEIS. Laut Satz @%fbt es zwei in x( stetige Funktionen ¢ : A - R und ¢ : B — X, so dass
f(z) = f(xo) = d(x)(z — o) fiir alle x € A

und
) —Jwo) =)y —yo)  firalley € B
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wobei ¢(zo) = f'(z0) und P(yo) = j'(yo) = j'(f(20)). Also gilt
(o f)@) = (o f)lwe) =v(f(@)(f(x) = fzo)) = ¥(f(2)d(x)(x — x0) = (¥ 0 f)(z)(x)(x — o)
fiir alle z € A. D.h.,
(jo f)(x)— (jo flxo) =C(x)(x — x0) fiir alle x € A,

wobei ¢ := (Yo f)-¢: A— X. Nun ist ¢ als Verkettung und Produkt von in z( stetigen Funktionen selber
stetig (das Zeichen - soll als Produkt einer skalaren Zahl und eines Vektors verstanden werden: das Ergebnis ist

also EHE Ea%ktor). In zo nimmt (Yo f)- ¢ den Wert (¢ o f)(xo)p(z0) = j'(f(x0))f'(x0) an. Man kann wieder dank

Satz schliefen, dass die Funktion j o f in x( differenzierbar ist. |

UBUNGSAUFGABE 8.13. Es sei f : I — R, wobei I ein offenes Intervall ist, und a € I. Zeige: Ist f an der
Stelle a € I differenzierbar, so existiert

. fla+h)—fla—h)
. 1 .
(85) ) o7
Folgt aus der Existenz des Grenzwertes in @, dass f an der Stelle a differenzierbar ist?

BEISPIEL 8.14. Ist eine Funktion differenzierbar, so muss ihre Ableitung nicht {iberall stetig sein. Betrachte
die Funktion f : R — R, die durch
2 1

) x®sin, falls « # 0,
f(z) = { 0, falls x = 0,
definiert ist. Dann ist f iiberall differenzierbar (an jeder Stelle x # 0 folgt das aus Produkt- und Kettenregel, an
der Stelle 0 direkt aus der Definition von Differenzierbarkeit) mit

1 i 1
/N . J —cosy +2wsin g, falls x # 0,
f@”_{a falls z = 0.

Man iiberpriift aber direkt, dass f’ an dtegi%telle 0 nicht stetig ist, da f’ fiir z gegen 0 nicht gegen 0 konvergiert.
Insbesondere ist f’ selber, laut Satzaﬁmh keine differenzierbare Funktion.

ANMERKUNG 8.15. Es seien A C R ein Intervall und X ein normierter Raum. Ist f: 4 — O)tfc gifferenzierbar,
so muss es stetig sein, aber nicht unbedingt ihre Ableitung f’ — betrachte das Beispie st eine Funktion
differenzierbar mit stetiger Ableitung, so spricht man von einer stetig differenzierbaren Funktion. Die Menge
(und aufgrund der Rechenregeln, der Raum) der stetig differenzierbaren Funktion von A nach X bezeichnet man
mit C1(A4; X).

Ist A eine kompakte Menge, so ist fiir jedes f € C*(4; X) auch f’ beschriinkt. Somit kann man die Abbildung
|- l|ct : CY(A, X) — R betrachten, die durch

1ller = 1 flloe + 111

definiert ist (dabei ist || - ||oo Wie im Beispiel ﬁg&eﬁniert). Nun sieht man leicht, dass || - ||c1 eine Norm auf
C1(A; X) definiert.

BEISPIEL 8.16. Es folgt unmittelbar aus der Definition der trigonometrischen Funktionen, dass
d 1/d d 1
e cos(z) = = (dﬂc exp(iz) + o exp(ix)) =3 (iexp(iz) —iexp(—iz)) = —sin(x)
und dhnlich

% sin(x) 1 (dCi“ exp(ix) — % exp(—ix)) = 2% (iexp(iz) + iexp(—ix)) = cos(x).
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DEFINITION 8.17. Es seien A C R ein Intervall und X ein normierter Raum. Fine Funktion f : A — X
heift in g € A zweimal differenzierbar, falls sie differenzierbar ist und der Grenzwert
/ ot
lim f'(o + 1) — f'(@0)
h—0 h

existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert mit f"(xo) oder gi—é(aﬁo) bezeichnet: f"(xg) wird auch 2. Ablei-
tung von [ an der Stelle xy genannt. Genauso kann man rekursiv eine n-Mal differenzierbare Funktion

definieren: die n-te Ableitung bezeichnet man mit f)(xq) oder g;f (20)-

Die Menge der Funktionen von A nach X, welche n-mal differenzierbar sind, und so dass f™ auf ganz A
stetig ist, wird mit C™(A; X) bezeichnet.

Ist eine Funktion sogar fir alle n € N in xg n-Mal differenzierbar, so heifit sie in xo unendlich oft
differenzierbar. Die Menge der auf ganz A unendlich oft differenzierbarer Funktionen wird mit C*°(A; X)

bezeichnet.

ANMERKUNG 8.18. Ahnlich wie in der Anmerkung @Ekann man sehen, dass C™(A4; X) fiir alle n € N ein
Vektorraum ist, ja sogar ein normierter Raum beziiglich der Norm

on =Y fPloe =D sup [|F*) ()] x.
=0 =0 TEA

(Dabei schreibt man konventionell f(©) := f).

/1

UBUNGSAUFGABE 8.19. Es sei n € N. Zeige durch vollstéindige Induktion: Die Funktion x — 2 ist unendlich
oft differenzierbar und %x” = na" ! fiir alle n € N und alle z € R. Gilt eine dhnliche Aussage fiir beliebige
Polynome?

UBUNGSAUFGABE 8.20. Es sei A C R ein Intervall. Es seien f, g : A — R n-Mal differenzierbare Funktionen.
Zeige durch vollsténdige Induktion: auch ihr Produkt f - g ist n-Mal differenzierbar und es gilt

5§ ()
dzm k) dzk dzn—Fk"
k=0
UBUNGSAUFGABE 8.21. Es sei eine Funktion f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar mit be-

schrinkter Ableitung — d.h., |f/(z)| < M fiir alle x € (a.b). Zeige, dass f Lipschitzstetig ist. (Hinweis: Wihle
L= m[a)g] |f/(t)].) Ist die Funktion f(x) = /x auf [0, 1] Lipschitzstetig?
tela,

UBUNGSAUFGABE 8.22. Betrachte die Funktion f : R 3 2 +— 2™ € R. Zeige mittels der Definition sowie auch

mittels der Rechenregeln, dass f differenzierbar ist und fiir alle zq gilt f'(zo) = naj '

UBUNGSAUFGABE 8.23. Es sei ¢ € R.
(1) Zeige, dass
log (1+ %) — log(1)

z
n

lim =1.
n—o0

(2) Folgere, dass
lim log (1 + f) =z.
n— 00 n
(3) Zeige, dass
n—oo

exp(z) = lim (1 + %)n

UBUNGSAUFGABE 8.24. Es sei —o0 < a < b < oo und sei f : (a,b) — R differenzierbar.
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(1) Es sei A € R sodass f'(z) = A\f(x) fiir alle x € (a,b). Zeige: Es gibt ¢ € R, so dass f(x) = cexp(Ax) fiir alle
€ (a,b). (Hinweis: Differenziere h(x) := exp(—Az)f(z).)

(2) Essei f(z) > 0 fiir alle z € (a,b) und definiere g(z) = log f(x). Zeige, dass g differenzierbar ist und berechne

g

(3) Gib mit Hilfe von (2) einen zweiten Beweis von (1) unter der Voraussetzung, dass f(z) > 0 fiir alle « € (a,b).
T7.8,25. Es sei A C R ein Intervall. Es sei f : A — R eine stetige injektive Funktion, so dass sie laut

Satz eine (stetige) Umkehrfunktion g : f(A) — A hat. Es sei f in x¢g € A differenzierbar. Dann ist genau

dann f'(xzg) # 0, wenn g in yo := f(xo) differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

, 1 1
T = Py T Plalw)
BEWEIS. Ist g differenzierbar, dann folgt aus g o f = id (wobei id die Identitét bezeichnet), dass
1=1id(x) = (go f)(z) =4¢'(f(z))f (x) fiir alle z € A.
Somit ist notwendigerweise f’(x) # 0. Lffab
Es sei umgekehrt f'(x) # 0. Laut Satz ist die Funktion ¢, welche durch

[ Heilee) z € A\ {zo},
o) = { I (o) T = xp,

definiert wird, stetig. Sie erfiillt

(8.6) f(@) = f(zo) = d(z)(x — o), r € A
Zusitzlich gilt ¢(x) # 0 fir alle x € A: Denn fiir = ¢ gilt ¢(x) = f'(x¢) # 0 nach Voraussetzung, wihrend
fiir « # x¢ gilt

z) — f(x
r — X
auch, denn sonst wére f(z) = f (:v ), was die Injektiv. itit von f widerspricht.
Setze y := f(z) sowie = := f~1(y) = g(y) in ein. Dann gilt

1
9(y) — g(vo) = m(y — %)

iffab
Da die Funktion ﬁ in yo stetig ist, wieder nach Satz 1st die Funktion g in yy differenzierbar und ihre

Ableitung ist ¢(I 5 O

BEISPIEL 8.26. Wir merken erst dass, da sin eine ungerade Funktion ist, gilt es
cos(x)? + sin(x)? = (cos(x) + isin(z))(cos(z) — isin(z)) = exp(iz) exp(—iz) = exp(0) = 1.

. nv
Betrachte nun tan = 3%, der Quotient zweier in (—7, 5 ) differenzierbaren Funktionen. Laut Satz@ll_sﬁ némlich

d an(z) — sin’(x) cos(z) — sin(z) cos’(z)  sin(x)? + cos(z)? 1 v ( ™ 77)

%t (z) = cos(x)? N cos(x)? ~ cos(z)?’ 272

UBUNGSAUFGABE 8.27. a) Bestimme die Tangente von f(z) = tan(z) and der Stelle (%, 1).
b) Bestimme die Tangente von f(z) = x cos(z) and der Stelle (7, —m).

BEIspPIEL 8.28. Die Logarithmusfunktion log ist Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : R — (0, 00),

welche bijektiv und stetig ist. Somit ist log : (0, 00) — R differenzierbar und es gilt
d 1 1
Bl - - _Z
dx og(2) exp(log(z)) z’

wobei wir benutzt haben, dass - exp(z) = exp(z) fiir alle z € R. O
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BEIspiEL 8.29. Es sei @ € R. Betrachte die Abbildung f : (0,00) 3 x — x® € R. Dann ist f differenzierbar
und es gilt

a—1

Y~ =ax fir alle x > 0.

]1Q

(2) = - (explalog(@))) = explalogle))ar =z

UBUNGSAUFGABE 8.30. Bestimme die Ableitung der folgenden Funktionen f : (0,00) — R.

(1) fla)=5%
(2) f(x) =a%;

(3) f(z) = 2=

(4) f(x) =a=;

(5) f(x) = log(log(1 + z));
(6) f(z) = asin@);

(7) fla) = {fa? +sind(L);
(8) f(z) = o).

SaTz 8.31. Es sei A C R ein offenes Intervall und xy € A. Hat [ in xo eine (lokale oder sogar globale)
Mazimum- oder Minimumstelle und ist sie dort differenzierbar, so ist f'(xz¢) = 0.

BEWEIS. Wir beweisen die Aussage nur in dem Fall, dass xg eine Minimumstelle ist. Es sei ¢ > 0 so, dass

fiir alle x € Ug(zg) N A
flxo) = f(z) < 0.
Betrachte zwei Folgen (z,,)nen, (Yn)nen C Us(xo) N A mit 2o < z,, and zo > y,, for all n € N. Dann
flaw) = Fa) o o Fm) = Flao)
Ty — X0 Yn — To
stetsatz

und somit im Grenzwert erhélt man also angesichts vom Satz [El%
f(@n) — f(20) f(yn) — f(20)

<0 fiir alle n € N,

0 < lim = f'(xp) = lim <0
n— 00 Ty — X0 n—00 Yn — Xo
Deshalb 0 < f'(z9) < 0, d.h. f/(z0) = 0. O

iff0
Eine Nullstelle von f’ wird oft kritischer Punkt von f genannt. Wir haben in Satz %ehen, dass eine
auf einem offenem Intervall differenzierbare Funktion nur an einer Nullstelle lokale Maxima und Minima haben
kann.

ANMERKUNG 8.32. Es stimmt jedoch nicht, dass f’ nur an Maximum- oder Minimumstellen verschwindet.
Z.B. gilt fiir f: 2~ 2% wohl
f(0) =0,
obwohl die Funktion streng monoton wachsend und unbeschrankt ist.

Doch gilt die folgende.

SaTz 8.33. Es seien a,b € R mit a < b. Es sei [ eine auf [a,b] stetige, auf (a,b) differenzierbare Funktion
mit Werten in R. Dann wird jedes lokale Maximum und jedes lokale Minimum von f entweder an der Stelle a,
oder an der Stelle b, oder an kritischen Punkten angenommen.

BEWEIS. Dass f sicherlich mindestens ein lokales Maximum und ein lokales Minimum hat, folgt aus ihrer
Stetigkeit, f(i%a [a,b] kompakt ist). Sind die Maximum- bzw. Minimumstellen nicht a oder b, so folgt aus dem
Satz %ﬂﬁss f’ dort verschwinden muss. O

Der folgende Satz wurde 1691 von Michel Rolle bewiesen.
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SATZ 8.34. Es seien a,b € R mita < b. Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, welche in jedem o € (a,b)
differenzierbar ist. Gilt f(a) = f(b), so gibt es & € (a,b) mit f'(£) = 0.

EWE]S. Ist f konstant, so gilt f'(§) = 0 fiir alle { € (a,b). Ist jedoch f nicht konstant, so folgt aus dem
Satz dass f ein Maximum und ein Minimum hat, mindestens ei%esf fen diesen liegt notwendigerweise in

a,b). Bezeichne durch £ diesen Punkt: dann ist f/(£) = 0 laut Satz ]
(a,

UBUNGSAUFGABE 8.35. Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R ist stetig — und differenzierbar
auf (a,b). Folgere aus dem Satz von Rolle: Verschwindet f’ nirgendwo in (a,b), so ist f injektiv. Finde ein
Gegenbeispiel fiir die Giiltigkeit dieser Implikation fiir C-wertige Funktionen.

8.1. Folgerungen vom Satz von Rolle

Der Satz von Rolle ist zentral in der Differentialrechnung der reellen Funktionen einer Variable.
Der folgende Satz wurde von Augustin Louis Cauchy bewiesen.

SATZ 8.36. Es seien die Funktionen f,g : [a,b] — R stetig und auf (a,b) auch differenzierbar. Gilt fiir
x € (a,b) stets g'(x) # 0, so existiert ein xo € (a,b), so dass

f'(xo) _ f(b) — f(a)
g'(xo)  g(b) —gla)

BEWEIS. Betrachte eine Funktion & : [a,b] — R, die durch

h(z) = (f(b) = f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f(x), @€ [a,b],
definiert wird. Man priift direkt nach, dass h(a) = h(b) und somit ist & eine stetige Funktion, welche in jedem
xo € (a,b) differenzierbar ist und mit h(a) = h(b). Dann liefert der Satz von Rolle die Existenz eines £ € (a, b)
mit A/(§) = 0. Da aber

W(€) = (f(b) = f(a))g'(€) — (9(0) — 9(a)) f'(§)  VEE€ (a,b),
ist die Aussage vollstindig bewiesen. O

Das folgende fundamentale Resultat stammt aus Joseph Louis Lagrange und ist manchmal als Mittelwert-
satz bekannt.

SATZ 8.37. Es seien a,b € R mit a < b. Es sei die Funktion f : [a,b] — R stetig und in allen x € (a,b) auch
differenzierbar. Dann gibt es mindestens ein xg € (a,b), so dass

ooy £) = fla)
BEWEIS. Es sei g die identische Funktion. Dann kann man direkt den Satz von Cauchy anwenden. ]

UBUNGSAUFGABE 8.38. Wir haben somit den Satz von Cauchy anhand des Satzes von Rolle bewiesen, und
den Satz von Lagrange anhand des Satzes von Cauchy. Zeige: Der Satz von Rolle kann wiederum direkt bewiesen
werden, wenn man nur die Aussage des Satzes von Cauchy als giiltig annimmt. (Die drei Sétze sind somit logisch
dquivalent).

Einzig unter diesen drei Sétze, der Satz von Lagrange hat ein Gegenstiick fiir vektorwertige Funktionen.

SaTz 8.39. Es seien a,b € R mit a < b und X ein normierter Vektorraum. Es sei die Funktion f : [a,b] — X
stetig und in allen x € (a,b) auch differenzierbar. Dann gilt

1F(0) = fla)ll < S 17N = a).

€(a,b)
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BEWEIS. Ist f’ unbeschrinkt, so gibt es nichts zu beweisen. Ist jedoch f’ auf (a,b) beschrinkt — sei etwa «
eine obere Schranke von {||f'(¢)|| : t € (a,b)} — so kann man die Menge

S:={c€lat+e+b:|flo)=flat+e)| <alc—a—c)}

betrachten, wobei ¢ € (0,b— a) beliebig ist. Nun, a+¢ € S und somit ist S # ), d.h., S hat ein Supremum. Aber
S C [a,b] und somit ist S offensichtlich beschréankt. Dariiber hinaus sieht man, dass dank der Ubungsaufgabe

S abgeschlossen ist, da S das Urbild unter f der abgeschlossenen Kugel um f(a + ¢) mit Radius a(c — a — €),
d.h.,

eti

S =" (Batoma—o)(fla+2))),

e L i in
s. die Notation im Beispiel @LSomit ist S kompakt und, nach der Ubungsaufgabe @}ha‘c S ein maximum —
etwa s. Wir wollen nun zeigen, dass s = b ist: Dann folgt nédmlich, dass

[£(b) = flate)| <alo—a—¢)
fiir jede obere Schranke o von {||f'(t)]| : ¢t € (a,b)}, und somit
If(®) = fla+e)|| < sup ||f'(t)||(c —a—c¢) fiir alle € > 0,
b)

te(a,

was wiederum die Aussage impliziert (nimm einfach ¢ — 0).
Wire aber s # b, so giibe es t € (s,b) und in der Tat

8.7) 17(t) ~ Fla+)| < £ — F&) | +1£() — fla+e)| < |7~ F()l +als—a—e)  firallet € (s,b),

wo die erste Ungleichung aus der Dreiecksungleichung folgt und die zweite gilt, da s € S. Die Differenzierbarkeit
von f bedeutet wiederum, dass an der Stelle s

o 1) = 1))

tim LIy ey
Da « das Supremum von || f/(+)]| ist, gibt es § klein genug (etwa ¢ € (0,b — s)) mit
If@&) = f(s)l < alt—s) fiir alle t € (5,0 — s)
Setzt man diese Ungleichung in ﬁ%g’z so findet man
[f(&) = fla+e)l < f(t) = f(9)+ o —a—e)<a(t—s)+als—a—c)=alt —a—¢).

Somit erfiillt ¢ die Ungleichung, die S definiert — anders gesagt, t € S. Dies widerspricht wiederum, dass t > s :=
max .S — und vollendet den Beweis. O

KOROLLAR 8.40. Es seien a,b € R mit a < b und X ein normierter Vektorraum. Es sei die Funktion
f i ]a,b] = X stetig und auch auf (a,b) differenzierbar. Genau dann gilt f'(§) = 0 fir alle € € (a,b), wenn f
konstant ist.

Dieser Satz gilt natiirlich insbesondere, wenn eine Funktion auf jedem Intervall die Voraussetzungen des
Satzes erfiillt, also auf ganz R differenzierbar.

k
BEWEIS. Es seien z,y € (a,b), 0.B.d.A. < y. Dann besagt der Satz @v_ed?tmss
1f (@) = Fy)ll < (Sup 1Ny —=)=0

€(z,y)

aufgrund unserer Voraussetzungen. Also ist f konstant. hi
Es sei umgekehrt f konstant. Dann folgt aus dem Beispiel ﬁf_dﬁss f iiberall differenzierbar ist und dass f’
identisch verschwindet. O

SaTz 8.41. Es sei f: R — R differenzierbar mit f' = f und f(0) = ¢, ¢ € R. Dann ist f = c¢- exp.
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BEWEIS. Betrachte nédmlich die Hilfsfunktion g, die durch g(z) := f(x) exp(—x) definiert, wird. Dann ist g
differenzierbar und ihre Ableitung lautet (f'(x) — f(x)) exp(—x) = 0, somit ist laut Satz g konstant. Da
insbesondere g(0) = f(0) exp(0) = ¢, folgt

c=g(x) = f(x)e™® fiir alle z € R.
Somit ist die Aussage bewiesen. O

UBUNGSAUFGABE 8.42. Betrachte zwei Funktionen f, g, deren Ableitungen gleich sind. Betrachte nun die
Differenz f — g und zeige, dass f bis auf einer Konstante mit g {iberein stimmt.

SaTz 8.43. Es sei A := (a,b) C R ein offenes Intervall. Es seien die Funktionen f,g: A — R differenzierbar
mit g(x) # 0 fir alle x € A. FEs sei fiir a € A eine der folgenden Bedingungen erfillt:
(i) entweder limy_,, f(x) = lim,_,, g(z) =0,
(ii) oder lim,_,, g(z) = Loo.
Dann gilt: Existiert der Grenzwert
f'(x)

2a g/ (1)

(im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne), so stimmt er mit
lim 7f(:c)

iberein.

Die obige Regel von de L’Hopital wurde von Guillaume Frangois Antoine, Marquis de I.’Hopital in seinem
1696 veroffentlichem Lehrbuch der Differentialrechnung bewiesen. Die Aussage ist auch giiltig, wenn im Satz die
Zahl a formal durch das Zeichen 400 oder —oo ersetzt wird.

Die obige Version ist in der Tat deutlich stéirker als die herkommliche L’Hopitalsche Regel — diese setzt
nimlich im Fall (ii) voraus, dass neben g auch egen +oo konvergeriert, fiir x gegen a. Um diese allgemeine
Version zu beweisen, folgen wir dem Zugang in [1I § IV.2].

BEWEIS. Man unterscheidet die drei Falle

(1) a:=limg_,, g,gg =400

T f'(x)
(2) a:=lim,_, 7 eR
(3) a:=limg_, —g,g;; = —00
Wir werden zeigen, dass in den ersten zwei bzw. in den letzten zwei Félle man

lim inf @ >« bzw. lim sup M <«
z—a g(x) o—a  9(T)

erhilt, sowohl falls (i) gilt, als auch wenn (ii) der Fall ist.
Wir untersuchen nur den Fall (2) explizit, die anderen sind im wesentlich gleich. Es seien zwei Zahlen a1, ayg
mit a < ay < ap. Dann gibt es ein 1 € (a,b) so, dass

f'(x)
g'(x)
Aus dem Satz von Cauchy folgt, dass fiir alle x,y € (a,21)

) _ fly) = fl=)
g€ gly) —g(=)

<o fiir alle x € (a, 7).
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fiir ein passendes ¢ € (z,y) bzw. € (y,x). Day € (£, 21), gilt
fy) — f=@)
9(y) — g(x)

e Gilt (i), so kann man den Grenzwert der Ungleichung in @ fiir  gegen a betrachten und erhalten,
dass

(8.8) < a; <ag fiir alle x,y € (a,x1).

fly) . fly) = f=)

8.9 —L = ]im ————~- < <« fir alle y € (a, x1).
(8.9 g(y) wagly) —glx) 0 (@,21)

e Gilt stattdessen lim,_,, g(x) = +00, 50 gibt es fiir alle y € (a,x1) ein z3 € (a,y) mit g(z) > max{1,g(y)}

fiir alle = € (a, x2). Somit folgt aus , dass
f(x) 9)  fy) "
8.10 = <a—a=F%+ == fiir alle z € (a, x2),
(510 g =T @) ) (02)

und im Grenzwert fiir x gegen a erhélt man
lim @ < lim <a1 — alw + f(y)) =,
a—a g(z) ~ a—a g(x)  g(x)
angesichts der Bedingung (ii) und da y fest ist. Da nach Konstruktion ag < a, gilt

und somit gibt es z3 € (a, x2) mit

(8.11) lim @) < o fiir alle z € (a,x3).
z—a gl(x)
Weil diese Ungleichungen (sowohl (@, falls (i) gilt, als auch @, falls lim,_, 4 g(x) = 400) fiir ag beliebig
nah an « gelten, sieht man schliellich, dass

(8.12) lim sup f@) <a.

z—a 9(x) —

Ahnlich siecht man (in dem man o > a; > ag statt o < a; < ag betrachtet), dass auch

(8.13) lim inf f(=@) >
Die beiden obigen Gleichungen liefern also die Aussage. Es bleibt nur noch den Fall
—o0 = lim g(z)
zu betrachten, d.h.,
oo = lim (~g)(x).

Man sieht aber, dass die Aussage aus den obigen Argumenten folgt, falls man sie fiir —g wiederholt. Wie oben

schon erwihnt werden die Fille (1) und (3) véllig analog behandelt (Ubungsaufgabe!) O
BEISPIEL 8.44. Es seien m,n € N\ {0} und a € R, so gilt
n __ . n n—1
lim ©— % — i ¥ ;= — lim gn—tHt=m T n—m,
z—a ™ — q™ z—a mx™m— n r—a n
BEISPIEL 8.45. Es gilt
lim 22— im ST cos0 = 1,
z—0 X z—0

angesichts der Stetigkeit von cos.
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BEISPIEL 8.46. Es seien f,g: R — R, die durch
f(z) :=sinx 4 2z, g¢g(x):=cosz + 2z, reR
definiert werden. Obwohl lim,_, ., g(x) = +00, sieht man, dass

' (z) cosx + 2

= , eR.
g (z) —sinz+2 v
s f ST . . dnoconv 3 .
Somit ist < periodisch (mit Periode 27) und kann nach der Anmerkung nicht konvergieren. Deshalb liefert
der Satz kein Ergebnis. Doch ist 5 fir ¢ — +o0 tatsédchlich konvergent, da
flx) sinx — cosx
g(z) cosw + 2x
und somit
lim M =1.
z—oo g(x)

UBUNGSAUFGABE 8.47. Bestimme die Grenzwerte

3z2—272+8,5
22240,8z

(1)
(2)
(3)
(4) lim sin(az) 3\ Abhsingigkeit von a,b € R, b # 0,
(5)
(6)
(7)

20+ sin(bz)
. 422 —27247,1

lim z3—2x245

ef—1—x

limg 0 22

. 3
7) limg, oo T\Qx)'
BEISPIEL 8.48. Wir zeigen mit Hilfe des Satzes von de I'Hopital, dass limy_,o y™e™¥ = 0 fiir jedes m € N.

Es gilt ndmlich lim,_, ¥ = oo und lim,_, ., €Y = 00, also kann man den Satz von de I’'H6pital anwenden, und
es gilt

. ym . omeymt . om-(m—1).-ym 2 om! m!
lim =— = lim = lim =...=lim —=——-—=0.
y—oo eY y—>00 ev y—00 ev y—oo eY hrny_>OC eY
Ahnlich gilt limy 00y~ "eY = o0. O

SaTz 8.49. Es seien a,b € R mit a <b. Ist f : [a,b] — R stetig, und auch differenzierbar auf (a,b), so gelten
folgende Aussagen:

(1) Genau dann f'(x) >0 fir alle x € (a,b), wenn f in [a,b] monoton wachsend ist.

(2) Genau dann f'(x) <0 fir alle x € (a,b), wenn f in [a,b] monoton fallend ist.

(3) Ist f'(x) >0 fiir alle x € (a,b), so ist f in [a,b] streng monoton wachsend.

(4) Ist f'(x) <0 fir alle x € (a,b), so ist f in [a,b] streng monoton fallend.

(5) Insbesondere: Genau dann ist f : [a,b] — R konstant, wenn f'(z) = 0 fiir alle z € [a,b].

BEWEIS. (1) Ist f monoton wachsend, so ist

M >0 fiir alle z,y € (a,b) mit x # y.
r—y
Insbesondere gilt fiir y — «
f'(z) = lim f@) = /) >0  fiir alle y € (a,b).

y—=r T —Y
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Ist umgekehrt f'(£) > 0 fiir alle £ € (a,b), so liefert der Satz von Lagrange, dass fiir alle 2,y € [a,b] mit
<y
fy) = fl@)=fE)y—2) =0
fiir ein irgendein £: Somit ist f monoton wachsend.
(2) kann dhnlich bewiesen werden.
(3) Ist nun f/(£) > 0 fiir alle £ € (a,b), so liefert der Satz von Lagrange, dass fiir alle 2,y € [a,b] mit x < y

fy) = f@) = )y —2)>0
fiir ein irgendein &: Somit ist f streng monoton wachsend.
(4) hat einen entsprechenden Beweis.
(5) folgt direkt aus (1) und (2). O
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Beschréinkte Funktion, [38]
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Dedekindsche Schnitteigenschaft, @

Dezimalbruch,
Dirichletfunktion, [83]

Eintrag,

Element,

Eulkidische Norm, @

Exponentialfunktion, [72]
zu einer Basis, [87]

Faktoren,
Fakultét, [I7]
Familie,
Fixpunkt,
Fixpunktsatz, [87]

Folge, @

assoziierte Reihe, [61]

Cauchysche Konvergenzkriterium,

Funktion, @
bijektive,
differenzierbare, @
Exponential-, [72]
identische,
in einem Punkt stetig,
injektive,
invertierbare, @
konstante,
konvergente,
periodische, [76]
stetig,
stetig differenzierbare, [94]
surjektive,
Umkehr-, @
uneigentliche Konvergenz,

Ganze Zahlen, [26]
Gauflsche Klammerfunktion, @
Geordnetes Paar, [T1]
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Graph,
Graph einer Funktion, [I9]
Grenzwert
einer Folge,
einer Funktion, @
Gruppe, @
abelsche,
Halbgruppe,

Gruppengesetz, @

Hafungspunkt

einer Folge,
H&aufungspunkt

einer Funktion, @
Homomorphismus, [3]]

Identitét, [20]
Implikation, m
Induktionsprinzip,
Infimum, @
Intervall,
abgeschlossenes,
halboffenes, @
offenes, [28]
Inverse Dreiecksungleichung,
Irrationale Zahlen,
Isomorphismus, @

Korper, @

Geordneter Kérper, [27]
Kardinalitdt einer Menge,
Kartesisches Produkt, @
Kette, [16]

Kettenregel,
Komplexe Zahl,

Argument, @

Betrag, [56]

Imaginarteil,

konjugierte Zahl,

polare Darstellung, @

Realteil, [56]

rein imaginér, [56]
Konvergente Folge, @
Koordinate, @

Kugel

abgeschlossene, @l

offene, @

Leibniz-Kriterium, @
Lemma von Zorn, [16]
Limes inferior,
Limes superior,
Logarithmus, [36]

Maximales Element, @

Maximum, [[4] 28]

Menge, [3]
iiberabzihlbar, @
abzéhlbar, @

Bildmenge, @
Definitionsmenge, [T9]
Differenzmenge, [6]
symmetrische, |§|
Durchschnittsmenge, |§|
kompakte, [39]
Komplementmenge, |§|
leere, |§|
Potenzmenge, E
Teilmenge, [6]
echte Teilmenge, |§|
unendliche, @
Vereinigungsmenge, [6]
Zielmenge,
Mengengleichheit,
Metrik, @
Minimum, @
Monoid,
Monotone Funktionen,
Multiplikation, m

Natiirliche Zahlen, m
Negation, [7]

Norm, [37]

Nullfolge, @

Obere Schranke, E

Ordnung
Halbordnung,
lexikographische,
Quasiordnung, [T4]
Totalordnung, [T4]
Wohlordnung,

Ordnungsvollstiandige Menge, @

Polynom,
Positive Wurzel, [46]
Potenz, [10]
Produkt,
Projektion, m
Punkt

kritischer, @

Quotientenkriterium,
Quotientenmenge, [T3]

Rationale Funktion, @
Rationale Zahlen, [26]
Raum
Banachraum,
metrischer, [39]
normierter, [37]
Reelle Zahlen,
Regel von de L’Hopital,
Reihe, [61]
alternierend, [66]
alternierende geometrische, @
Cauchysche Produktformel,
divergente, [61]
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Exponentialreihe,
geometrische,
harmonische,
konvergente,
Marjorantenkriterium, @
Partialsumme,
Potenzreihe, @
Teleskopenreihe, [63]
Umordnung,
unbedingt konvergent, [67]
Relation,
Aquivalenzrelation,
antisymmetrische,
reflexive, @
symmetrische,
totale, [T2]
transitive, [I2]
Repriisentant einer Aquivalenzklasse,

Ring,

Satz
Mittelwert-,
Sandwich-, [45]

von Bolzano—Weierstrass,
von Cauchy, @
von Lagrange, 98]
von Rolle, @
Signum, [38]
Sinus, @
Sinusfunktion,
Summe, m
Supremum, 28]

Tautologie,
Totalordnung auf N,
Transzendente Zahl, [60]

Tupel,
Umgebung, @

Verkettung zweier Funktion, [21]
Vertreter einer Aquivalenzklasse,

Wahrheitstabelle, [7]
‘Wahrheitswerte, m

Wurzel einer positiven Zahl, [Z6]
‘Wurzelkriterium,

Zwischenwertsatz, [85]
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