21. Juli 2012

Klausur Analysis I

Die folgenden 8 Aufgaben sind in 2 Stunden (120 Minuten) zu 16sen. Aufgabe 8 ist dabei als Zusatzaufgabe in
dem Sinne, dass man bei vollstéindiger Losung aller Klausuraufgaben mehr als 100% der Gesamtpunkte erreichen
kann, gedacht.

Ein selbstbeschriebenes Formelblatt im DIN-A4-Format ist als Hilfsmittel erlaubt. Bitte achten Sie darauf, (auch
bei Rechenaufgaben) Sitze aus der Vorlesung (sinngemifl und nicht unbedingt im exakten Wortlaut) anzugeben,
die Thren Argumentationen (bzw. den Rechnungen) zugrunde liegen, und deren Voraussetzungen zu iiberpriifen.

Desweiteren sollte auf einen sauberen, iibersichtlich gehaltenen Aufschrieb geachtet werden.
Viel Erfolg!

1. Aufgabe (347+5=15 Punkte)
(a) Man untersuche die Folge (an)nens,, definiert durch
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auf Konvergenz und bestimme gegebenenfalls ihren Grenzwert.

(b) Man zeige, dass die komplexe Folge (i ist die imaginére Einheit) (¢, )nen, definiert durch
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nicht konvergiert und bestimme die Menge ihrer Haufungspunkte.

(¢) Man bestimme den Grenzwert:
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2. Aufgabe (44+6=10 Punkte)

(a) Man untersuche die Reihe
= n
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auf Konvergenz.

(b) Man bestimme den Konvergenzradius der folgenden reellen Potenzreihe
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3. Aufgabe (4+7=11 Punkte)
Gegeben sei die durch die Rekursionsvorschrift

ag =1, any1 :=24/a, firneN
definierte Folge (a,)nen-

(a) Man zeige, dass 0 < a,, < 4 fiir alle n € N gilt

(b) Man beweise, dass (a,)nen konvergiert und bestimme den Grenzwert.



4. Aufgabe (9 Punkte)
Es sei f: R — R eine stetige, monoton wachsende, unbeschrinkte Funktion. Man zeige, dass ein x € R
existiert mit

f@)=f(=z)=1.

5. Aufgabe (44+5+7=16 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f : R? — R2, die definiert ist durch

e ] GEER 20 43y) il (z,y) € R\ {(0,0)}
K ’y)'{ +(0,0) fiir (z,y) = (0,0)

Man beweise:
(a) Fiir alle 2o € R ist die Funktion f(xg,-): R — R2, y — f(z0,y), stetig.

(Tatséichlich gilt auch die analoge Aussage fiir den Fall, dass man die zweite Koordinate bei yp € R
festhilt und die Funktion in der ersten Variable laufen lidsst. Dieses ist hier aber nicht zu zeigen!)

(b) f ist nicht stetig.
(¢) Betrachte nun die Funktion f : R — R2, f(z) := f(z,z) fiir alle z € R. Man zeige, dass f auf ganz R

differenzierbar ist und bestimme ihre Ableitungsfunktion (insbesondere also den Wert von f(0)).

6. Aufgabe (24+6+3=11 Punkte)

Es sei X ein normierter Raum und M C X. Der Rand M von M wird definiert als die Menge aller
Punkte z € X, fiir die jede e-Umgebung U.(x) von z sowohl einen Punkt aus M als auch einen Punkt aus
M¢€ enthalt:

OM:={xeX :Ve>0:U(x)NM#0D N Uc(x)N M #0} .
Man beweise folgende Aussagen:
(a) OM = 9(M°)
(b) M offen & M NOM =0 .
(¢) M abgeschlossen = OM C M (Hinweis: Man kann verwenden: M abgeschlossen < M¢ offen.)
7. Aufgabe (2+4+4+4=14 Punkte)
Sei M die Menge aller Funktionen von [0, 1] nach R. Auf M werde durch
f<g:=3z0€(0,1] Vo €[0,20] : f(z) < g(x)

fiir f,g € M eine Relation erkldrt. Man iiberpriife < auf Reflexivitidt, Antisymmetrie, Transitivitdt und
Totalitét.

Die folgende Aufgabe ist als Zusatzaufgabe im oben prizisierten Sinne gedacht.

8. Aufgabe (5+7=12 Punkte)
Seien f,g: R — R differenzierbare Funktionen mit

f(0) = g(0) und f’(x) > g/(x) fir alle x >0 .
(a) Man beweise, dass dann f(x) > g(x) fiir alle > 0 folgt.

(b) Seien nun zusétzlich zu obigen Voraussetzungen die Ableitungsfunktionen f’, ¢’ stetig und
1(0) > ¢'(0). Dann gilt f(z) > g(z) fiir alle z > 0.

Hinweis zu (b): Man zeige zunichst, dass eine e—Umgebung U, (0) von 0 existiert mit f'(z) > ¢'(x) fiir
alle x > 0 mit = € U, (0).



