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1. Aufgabe (6 x 1,5+ 2+ 2 = 13 Punkte)
Es sei X ein normierter Raum. Man zeige:

(a) (i) Essei (Up)nen C X eine Folge offener Mengen. Dann ist die Vereinigung
UnenUn :={z € X:3IneN:x € U,} offen.

(ii) Sind Uy, ...,U, C X endlich viele offene Mengen, so ist auch der Durchschnitt
Niey Un :={z € X : x € Uy fiir alle k = 1, ...,n} offen.

(iii) Man gebe ein Beispiel eines normierten Raumes X und einer Folge (U, )neny C X offener Mengen
an, so dass [,y Un nicht offen ist.

(b) (i) Essei (An)nen C X eine Folge abgeschlossener Mengen. Dann ist (), .y A, abgeschlossen.
(ii) Sind A, ..., A, C X endlich viele abgeschlossene Mengen, so ist | J;_; A, abgeschlossen.

(iii) Man gebe ein Beispiel eines normierten Raumes X und einer Folge (A, )neny € X
abgeschlossener Mengen an, so dass |J,,cy A nicht abgeschlossen ist.

(¢) Man priife folgende Mengen auf Kompaktheit:
(1) My :={tz+ (1 —t)y:t€[0,1]} C R? wobei z,y € R} x #y, d € N>y
(i) My :={r e R?: 22:1 TEme = ¢} C RY wobei 0 # 7 € R% c € R,d € N>j.
Zusatzaufgabe (3 Punkte): Man zeige, dass {A € M,(R) : ATA = E,} C M,(R) kompakt ist, wobei

n € N>1 und E,, die (n x n)-Einheitsmatrix ist und auf dem Raum M,,(R) die co-Norm zugrunde gelegt
wird.

2. Aufgabe (8 Punkte)
Sei X ein normierter Raum, xy € X. Eine Funktion f : X — R heifit oberhalbstetig in z(, falls fiir alle
€ > 0 eine Umgebung U C X von xg existiert, so dass fiir alle z € U

flx) < flxo) +€

gilt. Ist f in allen xy € X oberhalbstetig, so heifit f oberhalbstetig.
f heifit unterhalbstetig in x, falls fiir alle € > 0 eine Umgebung U C X von x existiert, so dass fiir alle
zelU

f(x) > f(xo) —€
gilt. Ist f in allen xy € X unterhalbstetig, so heiflt f unterhalbstetig.

Man beweise folgende Aussage:
Sei d € N>; und K eine kompakte Teilmenge des R?. Weiterhin sei f : K — R eine oberhalbstetige
Abbildung. Dann besitzt f ein Maximum.

Bemerkung: Ein vollig analoges Resultat gilt fiir unterhalbstetige Abbildungen in Bezug auf die Existenz
eines Minimums.



3. Aufgabe (14+2+42+3=8 Punkte)
Es sei f: R — R definiert durch f(z) := |[# + 1] — x|. Man zeichne den Graphen von f und zeige:

(a) Fiir z € R mit |z < 1 gilt f(z) = |2].
(b) Fiir alle x € R und n € Z gilt f(x +n) = f(x).
(c) f ist stetig.

4. Aufgabe (7 Punkte)

Es sei f: Rsg — R definiert durch f(z) =z + % fir x € Rsg. Zu jedem zy € R und jedem € > 0 gebe
man ein 6(x,€) > 0 an, so dass fiir alle z € Ry mit |z — zo| < §(z0, €) die Beziehung |f(z) — f(x0)| < €
gilt. Lésst sich §(xg,€) > 0 unabhingig vom Punkt xo wihlen?



