2

Differenzierbare
Untermannigtaltigkeiten

2.1 d-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R”

2.1 Definition. Eine Teilmenge M c R™ heift d-dimensionale differenzier-
bare Untermannigfaltigkeit (regulire Fliche) des R™ (d=1,...,n-1),
wenn es fiir jeden Punkt a € M eine offene Umgebung U = U(a) c R™ und eine
Abbildung f = (f1,..., fa-a) € CH(U, R ) gibt, so dah

(i)

MU= {zeU|f(z) =0},

der Rang der Funktionalmatrix von f im Punkte a,

8 1 8 1
e GO B ()
Df(a) = o : o

St (a) ... ot (a)
ist maximal, d.h., gleich n — d. D.h., M ldft sich lokal als Nullstellen-
menge von n —d C-Funktionen von n Variablen mit linear unabhéingigen
Gradienten schreiben.

2.2 Bemerkungen. (i) Wegen der Bedingung (ii) heift die Fléche regulér,

(iii)

(iv)

sie bedeutet, daf die Gradienten
Vfl(a)v ey an,d(a)
linear unabhéngig sind.

Die p = I-dimensionalen Untermannigfalten des R" heiften regulére Kur-
ven, sie werden iiblicherweise in parametrischer Darstellung angege-

ben (siehe Abschnitt 2.2).

Die offenen Teilmengen des R™ sind die n-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeiten des R™.

Der Fall p = n—1 ist besonders wichtig, ihn wollen wir vor allem betrachten.
(n—1)dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™ heifsen auch regulére
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Hyperfliachen, sie sind lokal als Nullstellenmenge einer Funktion f mit
V[ #0 erklart.

2.3 Beispiel. (a) Die 2-dimensionale Ebene
E = {(z1,22,0,0) |x1,22 € R}

ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R*. Um Dieses einzusehen,
withle zu a € E U(a) == R* und

fi: R? - R, fi(z) :=< :1:,63 >= 13,

fo: R* > R, fo(zx) =< z, et >= 1y,
Es gilt E = {zx e R*| (f1(2), fa(z) = (0,0)} und aukerdem
S(a) .. S8@)\ (o010
—_ | 9z Oy —
Df(“)‘(g—;‘j(a) - 2 () (5001):

so dass rang D f(a) = 2 (maximal).
(b) Ein weiteres Beispiel ist die (n - 1)}-dimensionale Einheitsphiire S™1,

S = {r e R"||z] = 1}
= {zeR"|f(x) =0},
wobei
flz) =at+.. . +a2-1.
Es gilt
Vi(z) = (2x1,...,2x,) =22 +0

fiir alle z € S L.

2.4 Satz. Eine Teilmenge M c R™ ist eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit
genau dann, wenn es zu jedem Punkt a € M nach eventueller Umnumerierung
der Koordinaten offene Umgebungen

U'=U'(a') c RY von a' = (ay,...,aq),
U"=U"(a") c R von a" = (ags1,. .- ,an)

und eine Abbildung g € C1(U',U") gibt, so daf
M n (Ul X UII) — {(xl7xll) € UI x U”lx” — g(x/)} ,

d.h., M lapt sich lokal als Graph von n —d C'-Funktionen von d Variablen
schreiben.
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Beweis. (I) ,<* Angenommen, M laft sich lokal als Graph von g : U’ — U"”
schreiben. Dann sei U = U’ x U” und f = (f1,..., fo-a) : U = R" % definiert
durch

fl(xlv"'axn) = gl(xlv"'axd)_:rd+1

fn—d(xl)'- . axn) = gn—d(xly" . axd) —Tn .

Dann gilt
MnU = {zeU|f(x)=0},

und der Rang von

991 091
i v 10 - 0
0 " -
Df = :
0
0gn- 0gn-
Wld"'de 0 -0 -1

ist offensichtich # 0, also ist M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(IT) ,,=* Sei U =U(a) eine offene Umgebung von a € M und f = (f1,..., fn_q) €
CHU,R™ %) mit

(1) MnU = {zeU[f(x) =0},
e GO R ()

ox,
(IT) der Rang der von Df(a) = : ist gleich n —d.

Ofn. ofa
—gxld(a) —gznd(a)

Nach eventueller Umnumerierung der Koordinaten kénnen wir annehmen, dafs

20 (a) ... Sh(q)

0T g1 oz,
det : . #0

8 n—d 8 n—d

t(a) ... Ye=i(a)
gilt.
Aufgrund des Satzes tiber implizite Funktionen kann das Gleichungssystem f(z) =
0 lokal nach " = (z441,. . ., x,) aufgelost werden: Wir erhalten offene Umgebun-
gen

U'=U'(a") vond =(a,...,aq),
U”"=U0"(a") von a" = (ags1,---,an)

und eine auflésende Abbildung g e C1(U’,U"), so dak U’ x U"” c U und

Mn (U xU") = {(2',2") e U xU"| f(z) =0}
_ {(H?,,HJ") cU' x U"|$" _ g($,)} )
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O

2.5 Beispiel. Ist a € S"! = {x e R"||z| = 1} ein Punkt der (n-1)-dimensionalen
Einheitssphére im R™ mit a, > 0, so sei

U = {2’ e R" 2! < 1}

und

g:U" - (0,+00)
definiert durch

g(z1, ..., xpo1) = \/l—x%—...—xi_l.

Dann ist
S" (]R”_1 x (0,00)) = {z e R"|z, = g(2')} .

2.6 Satz. FEine Teilmenge M c R" ist genau dann eine d-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M offene Umgebungen U = U (a) c
R™, V =V(0) c R"™ und einen Diffeomorphismus F :U -V gibt, so daf

F(MAU) = {y € R yaer = .. =y =0} 0V,

d.h., durch eine lokale Koordinatentransformation der Klasse C' des umgebenden
Raumes lifit sich M zu einer d-dimensionalen Ebene im R"™ geradebiegen.

Beweis. (I) Sei M c R" eine ddimensionale Untermannigfaltigkeit. In einer
Umgebung von a € M sei M wie in Satz 2.4 als Graph dargestellt:

Mn U xU") = {(2',2") e U xU"|2" = g(2")} .

Dann sei U := U’ x U"” und
F:U-R"

definiert durch
F(a',2") = (o, 2" - g(2)) ,

dh.y' =2", y" =2" —g(2") = 2" — g(«'). Dann ist die Inverse gegeben durch
FUyy") = (9" +9(y)
auf V := F(U), welches eine offene Menge ist, weil z.B.
DF(z) =1+0 fur alle zeU
gilt. Daher ist F': U - V ein Diffeomorphismus mit

F(MnU) = {yeV[y"=0}.
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(IT) Sei umgekehrt

F:U->V
ein Diffeomorphismus mit
FMnU) ={yeV|ygs1=---=yn=0}.
Dann gilt
MnU = Fﬁl{yGV\de =...=y, =0}
={xeU|Fg1(x)=...= F,(x) =0},
und der Rang von
OF 441 OF 411
it (a) ... G (a)
Gox(a) - G20
ist natiirlich maximal, also gleich n - d, weil
det DF(a) +0
gilt. Also ist M eine ddimensionale Untermannigfaltigkeit. O

2.2 Immersionen und Parameterdarstellung

2.7 Definition. Es sei T ¢ R% d < n, eine offene Menge. Eine Abbildung

X = (z1,...,2,) € CY(T,R") heift reguléir oder Immersion (reguliire para-
metrische Flache), falls der Rang der Funktionalmatrix

89X, X
() - Fe(t)

DX(t) =

ox, ©oax,
5t (t) ... B (1)

fiir alle t € T' maximal, d.h., gleich d ist.

2.8 Bemerkungen. (i)  Die Spur von X, X (7), kann Selbstdurchschneidun-
gen haben.

(ii)  Gilt zusétzlich, daf X : T'— Spur (X) ein Homéomorphismus ist, d.h. X
ist stetig, bijektiv mit stetiger Inverser, so heifst X Einbettung.

(iii) Im Fall d =1 heift X eine regulédre parametrische Kurve.
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2.9 Satz. Sei X € CY(T,R™) eine Immersion. Dann gibt es zu jedem t, € T eine
offene Umgebung Ty = To(to) ¢ T c R?, so daf X1, eine Einbettung und X (Tp)
eine d-dimensionale (differenziebare) Untermannigfaltigkeit des R™ ist.

Beweis. O.B.d.A. sei

00Xy 90X,
ot, (tO) Tt Oty (tO)

det 0.

X, Coax
atld (tO) s 8t: (t(])

Dann gibt es nach dem Satz 4.2.9 iiber inverse Abbildungen offene Umgebungen
To=To(to) cT cREund U' =U'(X'(to)) c R X' =(x1,...,24), so dak

X" = (21,...,2q): To > U’
ein Diffeomorphismus ist.
Wir betrachten die Abbildung
G:TyxR" > U xR,
G(t',t") = (X'(¢"), X" (") +t"),
d. h., fiir t = (¢',¢") € Ty x R"¢ gilt
Gi(t) = Xa(t)

Ga(t) : Xa(t")
Ga1(t) = Xan(t') +tan

Gn(t) = X, (t') +t, .
Dann ist G(Tp x R*%) = U’ x R"?, denn fiir 2 € U’ x R" ¢ sei t' = t'(2") und
t":=x" —2"(t"). Dann gilt
G(t/,t”) — (X/(t/),X,/(t/)+t//)
= (z",2").
Aufserdem ist G injektiv und ein Diffeomorphismus. Weiterhin gilt
G(Tox{0}) = X(To) -

Aus Satz 2.6 folgt, dakk X (Tp) eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeiti. Au-
Berdem ist fur t € Ty
X(t) = G(1,0),

also bildet X T homéomorph auf X (Tp) ab. O
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Es gilt tatsichlich die folgende Aquivalenzaussage. Somit hitte man die d—dimensio-
nalen Untermannigfaltigkeiten auch tiber die lokale Parametrisierbarkeit mit Hil-
fe einer Einbettung definieren kénnen.

2.10 Satz (Parameterdarstellung). Eine Teilmenge M c R"™ ist eine d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit genau dann, wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene
Umgebung U = U(a) c R", eine offene Teilmenge T c R und eine Immersion
X e CH(T,R™) gibt, so daf

X:T->MnU

ein Homédomorphismus, also eine Einbettung ist.
Beweis. (I) ,,<“ Sei ae€ M und ty:= X *(a). Aufgrund von Satz 2.9 existiert
eine Umgebung Ty = Ty(to) c T, so dals X (7p) eine ddimensionale Untermannig-

faltigkeit ist. Weil X : T'— M nU ein Homéomorphismus ist, ist X (7p) relativ
offen in M nU, daher existiert eine offene Umgebung Uy = Uy(tg) c U, so daf

X(Tp) = MnU,

gilt. Daher ist M nUp, und also auch M, eine d-dimensionale Untermannigfaltig-
keit.

(IT) ,,=* Aufgrund von Satz 2.4 kénnen wir M in einer Umgebung U = U’ xU"
von a € M als Graph schreiben:

MnU = {(2',2")eUl|2" = g(z")} .
Setzen wir T := U’ und
X:T R, X(8) = (tg(t),
so ist X eine Immersion, und
X:T->MnU
ist offensichtlich ein Homéomorphismus. O

2.11 Bemerkung. Ist M c R" eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so
existiert i.A. keine Immersion X € C'(T,R™), T offen im RY, so daf

() X :T - M Homoéomorphismus.

Als Beispiel hierzu sei die Einheitssphére genannt. Wir nehmen an, dass doch ein
solcher Homdomorphismus existiert wie in () mit M = "1, §7~! ist kompakt.
Als hom6omorphes Bild unter X! von S™! ist damit auch T kompakt bzgl. der
Relativtopologie in T', d.h. bzgl. der Topologie der offenen Mengen im R¢, die mit



8 KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

T geschnitten werden. Man verifiziert leicht, dass Dieses gleichbedeutend mit der
Kompaktheit bzgl. der erwéhnten gewohnlichen Topologie der offenen Mengen
im R? ist. Inbesondere ist 7" abgeschlossen als kompakte Menge. Da R? jedoch
zusammenhéngend ist, T" offen nach Voraussetzung und abgeschlossen und 7" # @
(da die Sphiire sonst nicht iiberdeckt werden konnte), folgt T' = R?, was einen
Widerspruch zur Kompaktheit von 7' darstellt. Also war obige Annahme falsch.

2.12 Definition. Die Abbildung X : T'— M nU heifst (regulédre) Parametri-
sierung oder Karte von M und wird auch mit (X, M nU) bezeichnet. T heift
Parameterbereich und M nU Koordinatenumgebung von a € M.

Schlieflich notieren wir noch, dass die Parameterwechsel zwischen zwei Karten
Diffeomorphismen sind:

2.13 Satz (Parameterwechsel). Sei M c R™ eine d-dimensionale Untermannig-
faltigkeit und seien X :T - M nU undY : S - M nV zwei Karten der Klasse
C* mit MnW =Mn(UnV)#@. Dann sind X Y(M W) und Y1 (M n W)
offene Teilmengen von T bzw. S und der Parameterwechsel

Yo X: XY MaW)>Y Y (MaW)

ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. (I) X Y(M nW) c T ist offen, da M n W c M relativ offen und
X :T - M nU ein Homéomorphismus ist. Genauso ist Y~1(M n W) c S offen.
Als Komposition von Homéomorphismen ist

Yo X: XY MAW)->Y Y (MaW)

ein Homdomorphismus.

(I1) Seia e MnW und to = X '(a),sp = Y"'(a). Da M lokal diffeomorph
zu einer Ebene ist, gibt es nach Satz 2.6 offene Umgebungen W(a) ¢ W c R",
W c R"™ und einen Diffeomorphismus

F:W(a)—»W,
so dafl ~
F(MnW(a)) = {yeW|yg1=...=yn=0}.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dak W (a) = W gilt. Auf X 1(MnW) bzw. Y"1 (MnW)
gilt dann

FoX = (gla"'vgdaoa"'ao):(970)7
FoY = (hu,....ha,0,...,0) = (h,0) .
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Weiter haben die Funktionalmatrizen

) )
a0 (to) ... g (to)

8 8

agj (to) _8?5 (to)
oh oh
8_511(80) 8—5;(50)
Ohy 7 o
9s2(s0) - Fe2(s0)

maximalen Rang d, da DF den Rang n und DX und DY den Rang d haben.
Also sind

(9,0): XN (MW) > {yeWlyan =... =y, =0},
(h,0): Y Y (M W) - {..}

Diffeomorphismen. Auf X~1(M n W) gilt aber
Yo X = (Fov) o (FoX) = (h,0)" o (g,0),

deshalb ist Y™ o X als Komposition zweier Diffeomorphismen in Diffeomorphis-
mus. O

2.3 Tangential- und Normalenraume

Es sei M c R" eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

2.14 Definition. Unter einem Tangentialvektor v € R™ an M im Punkte

a € M verstehen wir den Tangentialvekor v = 4'(0) einer in M verlaufenden
CLKurve

v:(-g,e) > M mit ~(0)=a.

Der Tangentialraum 7, M an M in a besteht aus allen Tangentialvektoren an
M im Punkte a.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass T, M ein d—dimensionaler vektorraum ist.
dazu benotigen wir allerdings zuerst folgendes Lemma:

2.15 Lemma (Liftungslemma). Es seien I ¢ R ein Intervall und v:1 - M nU
eine C-Kurve. Dann gibt es eine C'-Kurve

c:I->T

mit v =X oc.
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Beweis. Es gilt v = X o (X! o~), daher ist nur zu zeigen, daf
c = X_lofy:[—>T

eine C-Kurve ist:

Aufgrund von Satz 2.6 gibt es einen Diffeomorphismus
F:U->V,

so dafs
F(MAU) = {y € Vlgao = .- = yo = 0}

Hier nehmen wir 0.B.d.A. an, dafs U nicht verkleinert werden mufs, und V c R"”
ist eine offene Menge. Wie im Beweis von Satz 2.13 gilt

FoX=(g1,---,94,0,...0) = (g,0)

auf T' mit rang Dg = d. Also ist (¢,0) : T = V n{yis1,---,yn = 0} ein Diffeomor-
phismus. Daher ist

=X oy=(X"oF o (Foq)=(FoX) o(Foq)=(g,0)" o Foy
als Komposition von C'-Abbildungen eine C-Kurve. O

2.16 Satz. Es seien a € M, U = U(a) c R" eine offene Umgebung von a,
und X : T - M nU sei eine Karte von M. Weiter sei tg € T mit X(tp) = a.
Dann ist T,M der von den Vektoren D1X (tg) = g%(to), ooy DgX (to) = g%(to)
aufgespannte d-dimensionale Vektorraum,

TaM = span{DlX(to), e ,DdX(to)},

d.h., die Vektoren D1X (to),...,DgX (to) bilden eine Basis von TyM, d.h., T,M
ist das Bild Tm(DXy,) des Differentials DX, : R - R™.

Beweis. (I) Aufgrund der Rangbedingung
rang DX (tg) = d
sind die Vektoren D1 X (tp),...,DqX (t9) linear unabhéngig, der Vektorraum
span{D1 X (tg),...,DgX (to)}

hat also die Dimension d.

(IT) Wir zeigen span{D1 X (tp),...,DgX (to)} c T,M:
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Ist vi=v1 D1 X (to) + ... +vgDgX (o), v1,...v4 € R, so sei
v:i(-g,e) > MnU
definiert durch
v(1) = X(to+710) .

Falls € > 0 klein genug ist, gilt to+ 7v € T' (da T offen), d.h., 7 ist eine wohldefi-
nierte C-Kurve, und es gilt v(0) = X (¢o) = a.

Nach der Kettenregel gilt ferner:

, 0X 0X
’Y (0) = a_tl(t())’l)l"r...‘l'a—td(to)’[)d = .

(III) Es sei vy : (-e,e) - M nU eine C-Kurve mit (0) = a. Aufgrund des
Lemmas 2.15 ist
ci=Xtoy:i(-g,e)>T

eine CL-Kurve mit ¢(0) = tg. Nach der Kettenregel gilt
~7'(0) (X oc)’(0)

( ) SH0) + (750)

U1D1X(t0) +...+ ’UdDdX(t()),

dcd

—(0)

also gilt
TaM c span{DlX(to), cee ,DdX(to)}.

O

2.17 Korollar. Es seia € M, und U =U'xU" sei eine offene Zylinderumgebung
von a=(a',a"), U'=U"(a") cRY, U" =U"(a") c R"™, s0 dafs

MnU = {(2',2")eUlz" = g(2")} .
Dann bilden die Vektoren

(1.0.-...0, agl(a') L Y=(a),

a 1 a n—
(0,-..,0,1, 52 (a '>,...,—gx;<a'>),
eine Basis von T, M.

Ist die Untermannigfaltigkeit M (lokal) als Nullstellengebilde von Funktionen
f1, -, f_a gegeben, so hat man folgende Darstellung von T, M:
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2.18 Satz. FEs sei U = U(a) c R" eine offene Umgebung von a € M, und f =
(fi, s foeq) : U = R sei eine C-Abbildung mit

(i MaU = {weU|f(z) =0} ,
(i1) rang Df(a)=n—-d .
Dann gilt

T.M = {veR" <v,Dfi(a)>=0 fir i=1,....,n-d}.

Beweis. Sei v : (~¢,¢) » M nU eine C-Kurve mit 7(0) = a und +'(0) = v.
Dann gilt
fi(y(7)) = 0

firi=1,...,n—dund - <7 < e. Aus der Kettenregel folgt

0= 52 @) DO+ 57 (@) D) =<0, Dfta) >

also gilt
(%) ToM c{veR" <v,Dfi(a)>=0 i=1,...,n—-d}.
Aufgrund der Rangbedingung (ii) ist
dimspan{Dfi(a),...,Dfn-q(a)} = n-d,
also ist
dim{veR"| <v,Dfi(a)>=0 fir i=1,...,n—-d}=d,

und deshalb muf in (*) Gleichheit gelten. O

Den Normalenraum definieren wir als das orthogonale Komplement des Tangen-
tialraums:

2.19 Definition. Ein Vektor v € R™ heit Normalenvektor an M im Punkt
a € M, wenn er auf T, M senkrecht steht, d.h., es gilt

<v,v>=0 fluralle velT,M.

Der Normalenraum N, M = (T,M)* an M in a besteht aus allen Normalen an
M im Punkt a.



2.3. TANGENTIAL- UND NORMALENRAUME 13

2.20 Bemerkung. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass N, M tatséchlich
ein Unterraum des R™ der Dimensuion n — d ist. Letzteres folgt aus

R"=T,Me (T,M)" =T,M & N,M

und der Dimensionsformel n = dim R" = dim T, M + dim N,M = d + dim N, M.

Aus Satz 2.18 folgt sofort:

2.21 Satz. Es sei U = U(a) c R" eine offene Umgebung von a € M, und f =
(fisoos fooa) : U = R™ sei eine C'— Abbildung mit

(i) MaU = {zeUlf(z) =0} ,

(i1) rang Df(a) =n—-d .

Dann ist NoM der von den Vektoren D fi(a),...,D fn,-q(a) aufgespannte (n—d)-
dimensionale Vektorraum,

NoM = Span{Dfl(a)a IR Dfn—d(a)}
d.h., die Vektoren Dfi(a),...,Df,_q(a) bilden eine Basis von NoM.

Aus Satz 2.16 wiederum folgt die folgende Beschreibung des Normalenraums fiir
den Fall, dass die Untermannigfaltigkeit in Parameterform gegeben ist:

2.22 Satz. Es seien a € M, U = U(a) c R" eine offene Umgebung von a,und
X:T > MnU sei eine Karte von M. Weiter sei ty € T mit X (to) = a. Dann
gilt

NoM = {veR"| <v, D;X(ty)>=0, j=1,...,d}

Im Fall einer Hyperflache, d.h. d = n — 1, wollen wir den eindimensionalen Nor-
malenraum néher bestimmen:

2.23 Beispiel. (i) Sei d = n - 1 und die Untermannigfaltigkeit M in lokaler
Parameterdarstellung mittels der Karte X : T'— MnU gegeben. Es sei X (tg) = a.
Sei v € R™ mit |v| = 1. Dann sind nach Ubungsaufgabe die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:

(i) <v,D; X (to) >=0 fiir alle i = 1,...,n - 1, d.h. v ist Normalenvektor an M in a
(ZZ) det(DlX(t(]), s Dn_lX(to), V) = I|I~1|a)1(‘det(D1X(t0), ...,Dn_lX(t()), 17) ‘
vl=

Um einen Einheitsnormalenvektor zu bestimmen, ist also die Funktion

F:R" >R, F(v):=det(D1X(t),..., Dn-1X(t0),v)
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unter der Nebenbedingung v € "1, d.h.
n
g() =3 v -1=0
i=1

zu maximieren bzw. minimieren. Offenbar Vg(v) = 2v # 0 fiir alle v € S, wo-
mit, da F offenbar stetig differenzierbar ist, die Voraussetzungen des Satzes iiber
die Lagrangeschen Multiplikatoren erfiillt sind. Sei also v € S"! Extremalwert
von F innerhalb der Menge S™! (ein solcher Extremalwert existiert mit Sicher-
heit aus Kompaktheits- und Stetigkeitsgriinden). Nach dem Satz von Lagrange
existiert A € R mit

(x) VF(@)=Ag(v).

Wir bestimmen nun VF'| indem wir ' durch Entwicklung der Determinante nach
der letzten Spalte neu schreiben:

Es ist
2 (to) ... Z9-(to) m .
F(v) =det x : oy : o ZViDi
(9t1n (to) (r%n_"l (to) Un i=1
wobei
8 1 8 1
aii (to) ... mff_l (to)
D; = Di(to) = (-1)""det | S(t) ... £2(to)
) ,L: ) n:
B)t(l (tO) atiil (tO)
_ (_1)n+i8(X1,...,E,...,Xn)(to)
8(t1,...,tn_1)

Damit ergibt sich VF(v) = (D1(tg), ..., Dn(to)) und aus (x) folgt D;(tg) = 2A\v;,

weshalb, da |v| = 1 vorausgesetzt ist,

(D1(to), .-y Dpn(t0))

VXis D (to)

fiir die beiden Einheitsnormalenvektoren Bestand hat.
Es sei noch angemerkt, dass man Letzteres ebenfalls unter Verwendung von
F(v) =¥, v;D; und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

v:=v*(a) =+

| <v,w>|<|v||lw]|, v,weR"
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mit Gleichheitsaussage genau dann, wenn die Vektoren kollinear sind, erhalt.

(ii) Sei nun der Spezialfall d = 2,n = 3 betrachtet. Hier gilt die bemerkenswerte
Beziehung

F(I/) = det(DlX(to),DgX(to), I/) =< DlX(to) X DQX(tQ),I/ >,

wobei x das Kreuzprodukt im R? bezeichne, d.h. F bildet das Spatprodukt
der Vektoren Dy X (tg), D2 X (), v. Die oben zitierte Ungleichung von Cauchy-
Schwarz (mit Gleichheitsaussage) ergibt nun also

0(X2,X3) 0(X3,X1) 0(X1,X2)
Dl(tO)XDQ(tO) —:l:( O(t1,t2) 7 O(t1,t2) 7 O(t1,t2) )(to)

vi=via) = ﬂE|D1(t0) x Da(to)] [D1(to) x Da(to)|

Fiir den Fall, dass M lokal als Graph dargestellt ist, folgt aus Korollar 2.17:

Hyperflichenfall in Graphendarstellung (ﬁbungsaufgabe). Es sei a ¢
M, und U = U" x U" sei eine offene Zylinderumgebung von a = (da’,a,), U' =
U'(a') c R U" =U"(ay) c R, so dak

MnU = {(2',2,) eU|xp=g(z")} .

Dann sind die Vektoren
1 (_gxl(a,)7 sy Gz, (CL’), 1)

n—1
1+ ¥ gz, (a")
i=1
orthogonal zu den Tangentialvektoren

(1,0,...0,95,(a")), ... ,(0,...0,1,g,, ,(a")),

sind also die Einheitsvektoren an M im Punkt a.

v =v*(a) =

2.4 Metrischer Tensor und Gramsche Determinante

Es sei M c R” eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit, und (X, M nU) sei
eine Karte von M, dabei ist U = U(a) c R"™ eine offene Umgebung von a € M.
Weiter sei tg = X 1(a).

Der Tangentialraum

ToM = span{D1X(to),..., DaX(to)}

ist als Teilraum des R™ in natiirlicher Weise mit einem Skalarprodukt ausgestat-
tet:
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2.24 Definition. Das auf dem Tangentialraum T, M vom Standardskalarpro-
dukt (, ):R"xR"™ - R auf dem R" induzierte Skalarprodukt

I=1,=<,>32T,MxT,M — R,

I(v,w) =<v,w >gi=<v,w> fiir v,weTyM,
heifst die erste Fundamentalform von M im Punkte a.
2.25 Lemma und Definition. Beziglich einer Karte (X,M nU) gilt fir v =
él:l v;D; X (to), w = él:l w;D; X (to)

d
’UiDiX(to), Z ijjX(to))
7=1

M=

(

<V, W >q

7

Il
—_

:M&

< DiX(to), DjX(to) > Vjwy

=
<
Il

—_

iM&

gij (to)viwy,
1

17-]

wobei g;(to) =< D; X (ty), Dj X (to) > die Koeffizienten der ersten Funda-
mentalform heiflen.
Die d x d-Matriz

G = (9ij){je1 = (< DX, D; X >)Zj=1

heifft Gramsche Matrix (metrischer Tensor) wvon M bzgl. (X, M nU) im
Punkte a. Fiir sie gilt

G = (gij);{j:l =DX'DX

8X1 8Xn 8X1 aXl

o T ob ot ot
X, X, X, X,
Oty " Ota ottt ot

Schlieflich definieren wir noch die Gramsche Determinante g durch
g:=detG.

2.26 Lemma (Parameterwechsel). Seien (X, MnU) und (Y, MnV') zwei Karten
von M mit M nUnNV +#@&, und seien

d

gx = det (< DZX, D]X >)ij:1 ,

gy = det (< DpY, DY >)Z,z:1
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die Gramschen Determinanten von M bzgl. X bzw. Y. Dann gelten fiir alle

seY Y (MnUNV)

(i) Gy(s)=(Dp(s))" Gx(p(s))Dip(s)
(1) gv(s) = gx(p(s)) (det Dip(s))*,

wobei ¢ : Y H(MnUNV) » X Y (MnUNV), ¢:= X"1oY, der Parameterwechsel
zwischen den beiden Karten sei.

Beweis. Aufgrund von Satz 2.13 ist der Parameterwechsel ¢ = X !1oY differen-
zierbar. Nach der Kettenregel folgt durch Differentiation von Y = Xo (X !oY) =
Xopfirk=1,...,d:

oY & IoX 9y,

8_5k - i=1 8t1 8Sk '

Also gilt fir k,1=1,...,d

d D0
<DY,D)Y >= Y <D;X,D;X > Opi O;.
i,j=1 85k 881

was, in Matrixschreibweise tibersetzt, gerade Aussage (i) ergibt (man mache sich
Dieses ggf. selber noch einmal klar). Aussage (ii) folgt nun durch Determinan-
tenbildung in (i) unter Beriicksichtigung der Multiplikativitat der Letzteren und
der Beziehung det A = det AT fiir jede quadratische Matrix.

O]

Die folgende Formel fiir die Gramsche Determinante ist sehr niitzlich:

2.27 Satz. Die Gramsche Determinante von M bzgl. (X, M nU) im Punkt a

berechnet sich zu )
(Xi,... 7Xid))
g= det .
z'1<2:<id ( 8(7517 s atd)

Beweis. Dies folgt sofort aus der Darstellung

g = det(DX'DX)

90X, 90X, 09X, 90X,

oty ~°° 0Oty oty "' Oty
= det S A

90X, 90X 90X, 90X,

Otgq 87: oty "7 Oty
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und der Formel von Cauchy-Binet aus der Linearen Algebra, daf

a1l ... Qpl b11 bld
det(ATB) = det P P
ald ... Qpd bnl bnd
= Z det Ail...id det Bil...id s
11<...<1g
wobei A;, ;, die d x dMatrix ist, die aus den iy, ...,isten Zeilen von A besteht

(fiir B analog), indem man dort A:= DX = B wahlt.
0

Wir beweisen den Satz von Cauchy-Binet an dieser Stelle:

Satz von Cauchy-Binet. Seien A, B zwei n x d-Matrizen, 1 < d < n. Fir
ki,....kq € {1,...,n} sei Ag, , diejenige d x d-Matrix, welche aus den Zei-
len ky,...,kq von A besteht und By, , entsprechend. Dann gilt die Cauchy-
Binetsche Identitat

det B"A = Z detAkl...kd detBkl...kd‘

ki<...<kq
Beweis. Wir schreiben sgn(iy, ..., iq) fiir das Vorzeichen der Permutation (z
1
Fiir 1 < ky < ... < kg < n ist entsprechend sgn(¥¢y,...,¢y) das Vorzeichen der

Permutation (lgl o Zj). Unter Benutzung der Regeln fiir die Determinante be-
1 +..

rechnen wir:

n d
det AT B = det (Z agibgj)
=1 ij=1
d n n
= Z Sgn(il,...,id)(Z(Lgilbgl)-...-(Za&'dbgd)
i1,..00q=1 l=1 (=1

n d
= Z Z Sgn(il,...,id)aglil-...-agdidbgll-...-bgdd

Oryobg=1i,.. iq=1

n n
= Z Z detAgl.__gdbgll . -~‘b€dd
ki, ka=1 El,...,€d=1

ki<..<kq {Lly,...lq }={k1,....ka }

kd
= Z Z sgn(ﬁl,...,Ed)detAklmkdbgll-...-bgdd
ki<..<kqly,..., La=ky

. 1q)”
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— Z det Akl---kd det B, k-

ki<...<kq

O]

Bemerkung. Der Fall d = 1 ist die Formel fiir das Skalarprodukt zweier Vek-
toren A, B:

det ATB = (A,B) = Z akbk.
k=1

Der Fall d = n stellt die Formel fiir die Multiplikativitdt der Determinante dar:
det A" B = det Adet B.

Wir benétigen nur den Spezialfall A= B :
det ATA= > (det Ag, )"

ki<..<kq

Fiir d = 2 ist dies gerade die Lagrange-Identitat

(&) (5)-(Eon)

(aibj - ajbi)Q .
1

N | —

NSE

i
2.28 Beispiel. (i) Im Fall einer allgemeinen Hyperfliche (d =n -1) gilt
N 2
g= Z D’L (tO)a
i=1

wobei _
(X1, Xiyeo o, Xn)

O(t1,. .. tn1)

d. h. die Wurzel der Gramschen Determinante /g ist gleich der Lénge der Nor-
malen

D; = Di(to) = (-1)""" det

(Dlv" : aDn)
(ii) Sei nun der Hyperflichenfall im R3 betrachtet (d = 2,n = 3). Hier gilt
V9 =1D1X(to) x D2 X (to)],

d. h. die Wurzel der Gramschen Determinante /g ist gleich der Lénge der Nor-

malen
O(x2,23) O(x3,71) 8(»”Ul,ﬂcz))
O(t1,t2) " O(t1,t2) " O(t1,t2) )

D1X><D2X=(
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2.5 Flacheninhalt und Fldchenintegrale.

Wir méchten die Definition des Fléachenintegrals iiber eine d—dimensionale Un-
termannigfaltigkeit zunéchst motivieren. Dazu beschrinken wir uns zunéchst auf
den Fall d =2,n = 3.

(i)

(i)

(iii)

Seien vy, vy € R3. Dann ist [v; xva| der Flicheninhalt des von den Vektoren
v1 und v9 aufgespannten Parallelogramms

P(vl,v2)={t1v1 +t202|0§t1,t2§1}.

Sei I = [to,to+h]={(t, ) |th <t' <th+h' i=1,2} cR? ty,h e R? ein
zweidimensionales Intervall (Rechteck). Dann ist

Im(I) = a + P(h'vy, h*vs)

das Bild von I unter der linearen Abbildung

t! 1 2
t= t2 — t v +t7v9,
dabei sind v1, vy als Zeilenvektoren geschrieben und a ist das Bild von .
Ist das Hyperflichenstiick M nU c R? parametrisiert durch X : T' - M nU,
und a = X (tg) € M nU, so ist das Differential DXy, : R? > R? eine lineare
Abbildung, und das Bild von I = [tg,to + h] ist gleich

a+ P(h'D1X (to), h*DaX (to)) -
Fiir das Bild Imy (I) = X (I) unter X gilt ungefahr:

X(I)~a+P(h'Di X (ty), 2 DaX (1g)) .

Der Flacheninhalt berechnet sich zu

|D1X(t0) X DQX(t0)|h1h2 = \/gx(to) |I| .

Durch Partition des Gebietes T berechnet sich der anschauliche Oberfla-
cheninhalt von M nU approximativ zu:

o ID1X (1) x Do X (t)| k| = D gx () Ikl ,

I em Iem
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wobei die t; € I}, geeignete Zwischenstellen sind. Damit ist die Definition
des Flacheninhalts durch

A=A(X) = AMnU)
_ fT|D1X(t)xD2X(t)Idt

= _[T\/gx(t) dt

sehr plausibel.

Vorbetrachtung (allgemeiner Fall). (i)  Sind vq,...,v45 € R", dann ist

V9 = Vdet G,

G = G(vi,...,vq9) = (v1,...,v9) (v1,...,vq)
das ddimesionale Volumen bzw. der ddimensionale Flacheninhalt des von
den Vektoren vy,...,v4 aufgespannten Parallelotops (Spats)

P(vi,...,0q) = {tivp+ ... +tqug| 0 < tq,. .., tg < 1} .

Dies sieht man folgendermafien ein: Geometrisch anschaulich ist, daff der
Flacheninhalt A(vy,...,v4) des Parallelotops P(v1,...,vq) folgende Ein-
genschaften besitzen sollte:

(i) A(vi, .. s Avgy . 0g) = [AA(v, -2 0q)
(11) A(Ul,...,1)7;+'Uj,...,’l)j,...,vd)ZA(Ul,...,Ud)
(iii) A(vy,...,vq) =1 fiir alle orthonormierten vy,...,vg € R™ .

Man erinnere sich hierbei an den Spezialfall d = n, wo
A(vi,y... vn) = |det(vy,. .., v,)]
axiomatisch dhnlich festgelegt wird.

Man zeigt, daf

Avy,...,vq) = Vg =/detG(v1,...,v4)

obige Eigenschaften besitzt (Existenz), und daf der Flacheninhalt durch
obige Forderungen festgelegt ist (Eindeutigkeit).

(i) Ist M nU c R™ parametrisiert durch X : T — M nU, T c R?, so liegt
es wie in der Vorbetrachtung im R? nahe, den Flicheninhalt von X bzw.
M nU durch

A=A(X) = AMAU) = fT\/gX(t) dt

zu definieren.
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Wir definieren deshalb:

2.29 Definition. Sei M c R" eine ddimensionale Untermannigfaltigkeit,
(X, M nU) eine Karte und f € C°(M nU). Das Integral von f iiber M nU
wird definiert als

[ pas= [ p@yds.= [ Fc@oWox@r,

falls [ |f(X(t))|\/gx(t)dt < oo ist. Desweiteren heift das Integral
T

A:A(X):A(MOU):meU de:fT ox (1) di

Flacheninhalt von M nU,.

2.30 Bemerkung. Das Fldchenintegral ist mit obiger Definition tatséchlich
wohldefiniert, d.h. der Wert /. wap J S ist unabhéngig von der gewéhlten Karte.

Beweis. Ist (Y, M nV) eine weitere Karte mit V' = U, so gilt nach der Parame-
terwechselformel fiir g, Lemma 2.26,

gy = gx(det D(X 1o Y))?,

daf

Vv (s) = Vgx((X-1oY)(s)) |det D(X "o Y)(s)] -
Aus der Transformationsformel fiir n-fache Integrale folgt
[ X @O)Wax®at
= sy X OWax (@
) /s FX(XT oY) ())Vax (X 1o Y)(s)) [det D(X ™ oY) (s)|ds

- [ &OWar(s)ds.

O

2.31 Beispiel. Wir betrachten die Einheitssphére ohne "Nullmeridian” im R?,
gegeben durch

M = {(sin¥ cos p,sin¥sinp, cosJ) |9 € (0,7),p € (0,2m)}.
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Offenbar wird M von der Karte
X:T > R3 X(9,p) = (sind cos g, sind sin ¢, cos 1)

mit 7" := (0,7) x (0,27) tiberdeckt. Wir bestimmen die ersten partiellen Ablei-
tungen:

Dy(¥, ) = (cos ¥ cos p, cos ¥ sin p, —sin ),
Dy (9, ) = (—sindsin g, sin v cos ¢, 0).
Also
Dy x Dy, = (sin” ¥ cos g, sin” 9 sin p, cos 9 sin 9(cos? ¢ + sin® ¢))
= (sin? ¥ cos @, sin” ¥ sin ¢, cos ¥ sin ),
womit

|Dy x Dy[* = sin* 9 cos? p + sin 9 sin? ¢ + cos? ¥'sin? ¢

sin® 9 + cos? ¥ sin? ¥
= sin? ¥,

also, da sind > 0 fiir 9 € (0,7) gilt:

V g(ﬁﬂo) = |D79 X D4p| :Sinﬁa

insbesondere sicht man, dass X eine Immersion ist, d.h. die partiellen Ablei-
tungen Dy und D, linear unabhéngig sind (Streng genommen, miisste ebenfalls
gezeigt werden, dass X : T'—> M ein Hom6omorphismus ist). Fiir den Flachen-
inhalt von M gilt also unter Verwendung des Satzes von Fubini

A(M) = fT\/g(t) dt

2 T
= f f sind d9 dy
0 0
2

= [ [—cos?]j dy
0
2
= 2dy =4m.
0
Bemerkt sei, dass bei “sinnvoller” Definition (siche néchste Definition) des Fla-
chenintegrals iiber die gesamte Einheitssphire S? (welche sich nicht durch eine
einzige Karte iiberdecken lésst), ebenfalls A(S?) = 4 gilt, da das Komplement

5%\ M = {(sin®,0,cos9) |9 € (0,7)} = {¢ =0}

in gewisser Weise eine "eindimensionale” Menge ist und deshalb beim zweidimen-
sionalen Fléachenintegral keinen Anteil liefert.
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Wir moéchten nun das Fliachenintegral auf Untermannigfaltigkeiten ausdehnen,
welche sich durch endlich viele Karten iiberdecken lassen, wobei wir uns in dieser
Vorlesung auf die kompakten Untermannigfaltigkeiten beschranken wollen, fiir
welche wir den Satz iiber die Zerlegung der Eins zur Verfiigung haben, welcher
zentrales Hilfsmittel der nun folgenden Definition ist.

2.32 Definition. Es sei M c R" eine kompakte Untermannigfaltigkeit. Es seien
eine endliche Karteniiberdeckung (X;, M nU;),i=1,...,N, von M, d.h. mit

N
M=JMnUy),
i=1

und eine der Uberdeckung U = {Uy,...,Ux} untergeordnete C*>-Partition der
Eins {¢1,...,¥n}, d.h., C*-Funtionen 11, ...,1¢xN mit

(i) O<¢(z)<lfirzeR"undi=1,...,N ,
(ii) suppy; cU; furi=1,...,N ,

N
(iii) > i(z) =1 fir allex e M

i=1

zugrunde gelegt. Dann wird fiir eine stetige Funktion f € C°(M,R) das Integral
von f liber M durch

[Mde= fo(x)de
N
::;/%Mfwﬂwwd%

N
:;ﬁjMWMM&W)MﬁMt
erklart.

Auch hier miissen wir uns erst davon iiberzeugen, dass diese Definition sinnvoll
ist:

2.33 Satz. Die obige Definition 2.32 ist sinnwvoll, d.h. der Wert [,, f dS hingt
nicht von der speziellen Wahl der Karteniberdeckung und derjenigen der zuge-
horigen Partition der Eins ab.
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Beweis. Sind (Y;, MnVj), j=1,...,N’, weitere Karten mit M = Uj]\ill(MmVj),
und ist {¢1,...,on} eine der Uberdeckung V = {Vi,...,Vy/} untergeordnete
Partition der Eins. Dann gilt

N N /N

;&nmf(l‘)l/}i(x)dé’x = ;(]Z_:l anUmvj f(a:)@bi(x)@j(x)dgx)
N (N

-5 o S0 )

-
= % [\, F@p@3S,

wie behauptet. ]



