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1. (Inklusionsrelationen der /°- bzw. LP-Raume untereinander). Beweisen Sie:
(a) Fir 1 < p < g < oo gilt die Inklusion /? C /9, genauer gilt
lIxllg < [Ixllp ¥Vx € 7.

Hinweis: Beweisen Sie die Ungleichung zunachst fiir den Spezialfall ||x||, = 1.
(b) i. Man beweise die verallgemeinerte Holder-Ungleichung: Es sei (X, A, 1) ein MaBraum und
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1< p, g < oo. Setze P > + 7 Seien weiterhin f € LP(X) und g € L9(X). Dann gilt

1
([ 1£6agtar du)” < iFlaligls
X
ii. Sei (X, A, u) ein endlicher MaBraum und 1 < p < g < oo. Dann gilt LY(X) C LP(X),
genauer gilt
1, NIfllq

- 1
pw(X)e  wu(X)e
iii. Beweisen Sie anhand eines moglichst einfachen Beispiels, dass im Falle eines unendlichen
MaBraums fiir 1 < p < g < oo weder LP(X) C LX) noch L9(X) C LP(X) zu gelten
braucht.

2. Sei w € C([0,1],R) und betrachte auf C([0, 1], C) x C(]0, 1], C) die Abbildung

1
X, ¥)w ::/0 x()y(t)w(t) dt.

(a) Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass (., .),, ein Skalarprodukt ist.

(b) Nehmen Sie an, dass w die in (a) gegebenen Bedingungen erfiillt. Unter welchen zusatzlichen
Bedingungen ist die von (.,.),, abgeleitete Norm &dquivalent zur vom iiblichen Skalarprodukt

1 —_—
(x,y) ::/ x(t)y(t) dt abgeleiteten Norm?
0
3. Beweisen Sie (ausfiihrlich) die Eindeutigkeit (bis auf isometrische Isomorphie) der Vervollstandigung
eines normierten Raumes (X, ||.]|), d.h. Satz 1.3.2 der Vorlesung.
4. Es sei G C R” eine beschrinkte offene Menge und 1 < p < co. Beweisen Sie, dass C°(G) dicht (bzgl.
der L”-Norm) in L”(G) liegt.

Hinweis: Man kann z.B. den Satz von Lusin (Satz 2.5.10 im Skript "MaB und Integral”, Friedmar
Schulz) verwenden.
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