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Ubungen zur Maf3theorie Serie 6

Die folgenden Aufgaben beziehen sich sdamtlich auf Kapitel 3 der Vorlesung.

1.

(a) Man folgere den Satz von B. Levi aus dem Lemma von Fatou.

(b) Man zeige an einem Beispiel, dass der Satz von Levi fiir fallende Folgen messbarer,

nicht-negativer Funktionen im Allgemeinen nicht gilt.

2. Seien Ay, ..., An messbare Teilmengen von [0, 1] derart, dass jedes = € [0, 1] in mindestens
k dieser Mengen enthalten ist (k € {1,...,N}).
Man zeige: Es gibt einl € {1,..., N} mit A(4;) > & .

3.

(a)

Man beweise eine Verallgemeinerung des Satzes von der majorisierten Konvergenz,
Satz 3.3.6:

Sei (gr)rew eine Folge integrierbarer Funktionen iiber einer messbaren Menge D,
die f.ii. gegen eine integrierbare Funktion g konvergiert. Weiterhin sei (fr)ren eine
Folge messbarer Funktionen auf D mit |fi| < g f.i., die f.ii. gegen eine Funktion f
konvergiert. Gilt klggo Jpgrdx = [, gdx, soist f integrierbar und

lim/fkdm:/fdx.
k—oo Jp D

Hinweis: Man schaue sich den Beweis von Satz 3.3.6 an.

Sei (fx)rew eine Folge messbarer Funktionen auf D mit fp — f f.ii., wobei f eine
integrierbare Funktion iiber D ist. Man beweise die Aquivalenz der folgenden Aussa-
gen

(i) /D\f—fk\d:v—>0 (k> ),
(i1) /D\fk|dx—>/D|f|dx (k — o).

Hinweis zu ”(i7) = (i)”: Es lésst sich Teil (a) verwenden.

-Bitte wenden-



4. Sei A C R" eine messbare Menge, I = [0, 1] und die Funktion
f+ Ax I — R habe die folgenden Eigenschaften:

1. Fiir jedes t € I sei die Funktion x — f(x,t) integrierbar iiber A.

2. Fir fast alle z € A sei die Funktion ¢t — f(x,t) differenzierbar in I.

3. Es gibt eine integrierbare Majorante g : A — [0, +oc] der Ableitung
of

T e (z,t), d.h., fiir alle t € I und fast alle z € A gilt

g{ (wvt)‘ < g(t) .

0
Man zeige: Dann ist die Funktion z a—f (x,t) fiir jedes t € I integrierbar iiber A, die
durch

t
F(t) = /Af(x,t)dx

definierte Funktion F': I — R ist in [ differenzierbar und hat die Ableitung

F'(t) :/Ag{(az,t)dx.

Hinweis: Man versuche den Lebesgueschen Konvergenzsatz anzuwenden.

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiighar:

http://wuw.uni-ulm.de/mawi/analysis/lehre/veranstaltungen/ws-20132014/masstheorie.html
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