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Einleitung

Das Lebesguemafs wurde 1901 von HENRI LEBESGUE (1875-1941) eingefiihrt und ist der
heute allgemein benutzte Integralbegriff. In dieser Vorlesung geben wir eine moglichst
direkte Einfiihrung. Wegen der Bediirfnisse in der Wahrscheinlichkeitstheorie werden all-
gemeine Mafraume behandelt. Die Existenz des Lebesguemafies beweisen wir zunéchst
nicht, stellen sie aber als Theorem zur Verfiigung. Dadurch gelangen wir ziigig zu den
Konvergenzséitzen, die die Starke des Integralbegriffes zeigen.

Literatur:

R. G. Bartle: The Elements of Integration and Lebesgue Measure. John Wiley;
ist eine kompakte Einfiihrung, die sich sehr gut als Begleittext eignet.

J. Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie. Springer, Berlin;
ist ein sehr schon geschriebenes ausfiihrliches Textbuch, das viele weitergehende

Informationen liefert.

Ulm, im Oktober 2016 Wolfgang Arendt
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1 Maltheorie

Sei ) eine Menge. Axiomatisch wollen wir Teilmengen definieren, denen wir spéter ein
Volumen (genauer ein Mafs) zuordnen kénnen. Eine gewisse Reichhaltigkeit wird ver-
langt. Fiir Q = R stammt die folgende Definition von Lebesgue. Abstrakt wurde sie
spater von Fréchet 1917 getroffen.

Definition 1.1. Fine Menge > C P(2), also eine Menge von Teilmengen von <), heifst
o-Algebra, falls

(a) 0, Qe X,
(b)) Ae ¥ = AeX,

(c) A, e neN= |J A, eX.

neN

(2,%) heifst dann ein messbarer Raum.

Die Elemente von Y nennt man dann messbare Mengen. Hier ist A° = Q\ A das
Komplement von A.

Eigenschaften 1.2. (a) A BeX = AUB,ANB,A\B,AAB¢ec}X.
(b) A,eX= ) A, €%,
neN
Beispiele 1.3. (a) X = {0, Q}.
(b) @ =R, ¥ ={0,R, (—00,0),[0,00)}.
(c) =R, ¥ ={A CR: A abzihlbar oder A° ist abzdhlbar}.

Satz 1.4. Sei B C P(QQ). Es gibt eine kleinste o-Algebra ¥, sodass B C 3.
Bezeichnung: o(B) := X.

Beweis. a) Seien ¥;,i € I, 0-Algebren. Dann ist () ¥; eine o-Algebra.
iel
byoB)= 1 % O
% o-Algebra
BCX
Wichtiges Beispiel 1.5. Sei 2 ein metrischer Raum (allgemeiner: ein topologischer
Raum). Die kleinste o-Algebra B((2), die alle offenen Teilmengen von € enthélt, heiftt

die Borelalgebra (oder Borelsche o-Algebra). Thre Elemente heifen Borelmengen.

Hier interessieren wir uns insbesondere fiir B(R?).



1 Mafstheorie

Eigenschaften 1.6. a) Jede abgeschlossene Teilmenge von R? ist eine Borelmenge.
b) Sei d = 1,8 = {[a,b) : —oo <a<b<oo}. Esist o(B) = B(R).

c) Sei d € N beliebig, B := {H laj,bj) : —00 < a; < bj < oc}. Dann ist o(B) = B(R?).

d) Alle Intervalle sind in B(R )
Jede abzihlbare Teilmenge A von R? ist eine Borelmenge.

e)
f) P(R?) # B(R?).
Der Nachweis von a) - e) wird als Ubungsaufgabe gelassen, f) beweisen wir spéter.

Aufgabe 1.7. Sei Q ein metrischer Raum, O C Q offen. Zeige, dass B(O) = {A €
B(2): AcC O}.

Definition 1.8 (Maf). Sei ¥ eine o-Algebra tiber Q2. Ein Maf ist eine Abbildung i :
¥ — [0, 00] derart, dass

(a) u(0) =

(b) n(U A, = i w(Ay) falls A, € 3, A, N Ay =0 fiir n #m.
n=1

neN

Die Eigenschaft (b) heifft o-Additivitdt. Man nennt (2, %, u) einen Mafraum. Er
heifit endlich, falls u(Q) < oo. Falls u(Q2) = 1, so spricht man von einem Wahr-
scheinlichkeitsraum.
Folgerungen 1.9. Sei (2, %, 1) ein Mafraum. Dann gilt

(a) u(A) < u(B) falls A,B e ¥, AC B,

(b) u(B\ A) = u(B) — u(A), falls A,B e X, AC B, u(A) < oc;

(c) p ( U An> = sup u(A,) wenn A, C A,i1, Ay €35

neN

/’—‘\

) inf u(A,) wenn A, € ¥, A1 C Ay, u(Ar) < 0o.
nGN

(%N )

Beweis. (a) Es ist B = AU (B \ A). Damit ist u(B) = u(A) + p(B\ A) > u(A). Ist
p(A) < oo, soist u(B\ A) = u(B) — pu(A). Damit ist auch (b) bewiesen.

(c) Setze B, :== A, \ A,_1,n € N, wobei Ay := (). Dann ist B, N B,,, = 0 fiir n > m, da
B, C A | und B,, C A,, C A,_1. Ferner ist |J B, = |J 4, =: A. Damit folgt aus

neN neN

| AN

Z , wenn A, € ¥ fiir alle n € N.



der o-Additivitét, dass u(A) = Z w(By).
1. Fall: p(A,) < oo fiir alle n E N Dann ist p(B,) = pu(A,) — u(A,—1). Also ist

m

p(4) = lim Y (p(An) = u(Aa-)

n=1
= lim (u(An) = p(Ao))
= lim u(A,), daAg=10.

2. Fall: Ist p(A,) = oo fiir ein n, so ist u(A,,) = oo fir alle m > n und p(A) = co.
(d) Sei Apy1 C An C A p(A)) < o0. Sei B, == A1\ A, A := ) A,. Dann ist

neN

UB.= U A\A4, = (Al \ N An) = A\ A. Da B, C B, folgt aus (c) dass
neN neN neN

supu(B ) = n(A\ A) = p(A1) — p(A). Aber supp(B,) = sup(u(4i) — p(4,)) =

neN neN
(Al) 1n§,u(An)). Also ist pu(A) = ing,u(An).
ne ne

(e ) Sei A, € 3. Sei By := Ay, By = Ay \ Ay,...,B,:= A, \ (A1 U...UA,_ ). Dann ist
UBk— UAkundB N B, = 0 fiir n # m. Damltlstu([.jAk> :M(Ej Bk) =
k=1 = k=1 k=1

Z 1(Br) < > u(Ay), da By C Ay. O
n=1 n=1

Beispiel 1.10 (Dirac-Maf). Sei (€2, %) ein messbarer Raum, a € Q. Dann definiert

aan={ 1 254

ein Maf d,: ¥ — [0, 00]. Es heifit das Dirac-Maf§ in a.

Definition 1.11 (Borelmaf). Sei Q2 ein topologischer Raum. Ein Borelmaf n ist ein
Maf auf B(Q).






2 Das Lebesguemal?

Im niichsten Satz wird die Existenz des wichtigsten Mafes auf B(R?) gezeigt, nimlich
des Lebesguemafes. Wir verzichten bewusst auf einen Beweis um schneller das Lebes-
gueintegral kennenzulernen und zu studieren. Wir empfehlen, den Beweis spéater im Buch
von Bartel nachzulesen, wenn etwas mehr Erfahrung gesammelt wurde. Er ist elegant
und ein sehr schones Stiick Mathematik. Auch wenn wir dieses wichtige Beispiel nur
durch die Formulierung des folgenden Theorems vorstellen, so sind wir in der Lage alle
Eigenschaften des Lebesguemafies daraus herzuleiten. Nur dieses Beispiel wird in der
Vorlesung nicht durch einen Beweis untermauert. Ansonsten verfolgen wir systematisch
unseren axiomatischen Aufbau mit vollstdndigen Beweisen.

Theorem 2.1 (LebesguemaR). Es gibt genau ein Maff \ auf B(R?), sodass

A (H [%’a@')) =1 —a.

3=1 j=1
A heifit das Lebesguemaf (oder Lebesgue-Borelmaf).

Das Lebesguemaf ist also das eindeutig bestimmte Borelmafi auf R? das auf Qua-
dern mit dem Volumen iibereinstimmt. Den Beweis der Eindeutigkeit werden wir spéter
nachholen.

Folgerungen 2.2 (Translationsinvarianz).
a) MA+z) = MA) VAeBRY, zeRe
b) A(A) = 0, wenn A abzéhlbar ist .

Beweis. a) Sei x € RY. Wir setzen A+ x := {a+ x : a € A} fiir alle A C R?. Es gilt
A+ z € B(RY fiir alle A € B(R?). Denn ¥ := {A C R? : A+ z € B(R?)} ist eine
o-Algebra, die die offenen Mengen enthilt (man priife das nach !). Somit ist B(RY) C ¥
nach Definition von 3. Genauso ist ¥ := {B C R?: B—x C B(RY)} € B(R?). Damit ist
fir A € B(RY) auch (A —x) +x € B(RY). Nun definiert j(A) := A\(A + ) auch ein Maf
auf B(R?), das auf Quadern mit dem Volumen iibereinstimmt. Wegen der Eindeutigkeit
in Theorem 2.1 gilt p = A.

b) Ubungsaufgabe. O

Beispiel 2.3 (nicht messbare Menge). Wir konstruieren eine Menge E C |0, 1], die nicht
Borel-messbar ist. Dazu definieren wir die Aquivalenzrelation

r~ysr—yeQ



2 Das Lebesguemafs

auf R. Sei {K; :i € I'} die Menge der Aquivalenzklassen. Es ist also

KNK;=0firi#j, | JK=R.

el

Ferner gilt K; N [0,1) # () fir alle 7 € I. Sei namlich x € K;. Es gibt genau ein n € Z
mit € [n,n+ 1). Damit ist y = x —n € [0,1). Da z ~ y, ist y € K;. Wir wihlen aus
jeder Menge K; N [0,1) ein Element e; und setzen E := {e; : i € I}. Dann ist E keine
Borelmenge. Angenommen némlich, es wiare F € B(R). Dann ist

S = U (E+7) e B(R) .

reQN[—1,1]

Wegen der o-Additivitit des Lebesguemafies ist

AS)= > ME+r)= > AE).
]

reQN[—1,1] reQn[—1,1

DaSCE+[-1,1] C[0,1] + [-1,1] C [-1,2], folgt dass A(S) < 3. Damit ist A\(E) =0
und auch A\(S) = 0. Auf der anderen Seite ist [0,1) C S. Denn sei z € [0,1). Dann gibt
ese € E,sodass . ~ e, alsor .=z —e € Q. Dax,e € [0,1),ist r € (—1,1). Also ist
r=e+1r € S. Wegen der Monotonie des Lebesguemafes folgt 1 = A((0,1)) < A(S), ein
Widerspruch! O

Bemerkung. a) Das Argument zeigt, dass es kein translationsinvariantes Mafs p1: P(R) —
[0, 00] gibt derart, dass p([a,b)) =b—a fiir —oo < a < b < 0.

b) Es zeigt auch folgendes. Sei ¥ eine o-Algebra mit B(R) C ¥ und p: ¥ — [0, 00| ein
translationsinvariantes Maf, sodass p(A) = A(A) fiir alle A € B(R). Dann ist £ ¢ 3.

Definition und Satz 2.4 (induziertes Maf). Sei (€2, X, 1) ein Mafraum, A € 3. Defi-
niere X4 :={B € ¥ : B C A}, ua(B) := pu(B). Dann ist (4,34, pa) ein Mafraum. Wir
schreiben oft p statt piy.

Beispiel. Sei A C B(R?),%,4 :={B € B(R?) : B C A}. Dann heikt A4 das Lebesgue-
mafs auf A.



3 Nullmengen

Sei (2, %, 1) ein Mafraum.

Definition 3.1. A C Q heiffit Nullmenge, wenn es eine Menge B € ¥ gibt mit u(B) = 0
und A C B.

Eigenschaften 3.2. a) Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.
b) Abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

Beispiele 3.3 (Lebesguemaf auf R). a) Sei # € R. Dann ist A({z}) = 0.

Beweis. {z} =(z — %, 2+ 1) A{z}) =inf M((z — 2,2+ 2)) =inf 2 = 0.

b) Abzéahlbare Mengen sind Borelmengen und Nullmengen (wir sagen borelsche Null-
mengen).

¢) Q ist eine Nullmenge.

Interessanter ist die folgende Menge.

Beispiele 3.4 (Cantormenge). Setze Cy := [0,1]\ (5,3) = [0, 5]U[3, 1], d.h. man nimmt
aus dem Intervall Cy = [0, 1] das offene mittlere Drittel heraus. Nun nimmt man aus den

beiden Teilintervallen von C wieder das mittlere Drittel heraus, d.h. man setzt

1 2 3 6 7 8
Co:=10,=|U|=,=|U|=,=|U|=,1] .
o= o) w5 5] 55 [5]
Sukzessive konstruiert man C,, aus C),_1, indem man jedes Teilintervall von C,,_; drittelt
und das mittlere offene Intervall herausnimmt. Damit erhélt man kompakte Mengen

C,CCpyC...CCyCl0,1].

Man definiert nun die Cantormenge C' durch
C .= m C, .
neN

Sie hat sehr interessante Figenschaften. Zunéchst einmal ist sie abgeschlossen als Durch-
schnitt abgeschlossener Mengen. Damit ist sie kompakt. Fiir die Maftheorie sind folgende
beiden Eigenschaften von Bedeutung:

(a) A(C) =0;
(b) C ist iiberabzahlbar.



3 Nullmengen

Folgende topologische Eigenschaften sind bemerkenswert:

(c) C ist total unzusammenhingend, d. h. C enthilt kein Intervall;

(d) C enthélt keine isolierten Punkte.
Ist A C R, so heilst x € A isolierter Punkt von A, falls es § > 0 gibt derart, dass

AN(zx—d,x+9)={x}.
Wir beweisen (a) und (b).

a) Da in jedem Schritt das mittlere Drittel herausgenommen wird, ist

)‘(Cn) S g)‘(Cnl) .

Also ist
2

ACy) < (g)” (neN).

Folglich ist A(C') < (£)™ fur alle n € N und damit A(C') = 0.

wn

b) Jede Zahl x € [0, 1] kann man schreiben als
0 T
-3
k=1
mit x;, € {0,1,2} (triadische Entwicklung). Man sieht nun leicht, dass
— L .
Cn={x= 3—:xj6{0,2}furj:1,...,n}
k=1
Damit ist -
C:{xzz?)—]i:ij{O,Q} fir alle j € N} .
k=1
Diese Darstellung der Elemente von C' ist eindeutig:
Sei o= % wobei zp,yr € {0,2}. Angenommen, es gibt k¥ € N sodass xp # yx.

k=1 k=1
Sei kg = min{k € N : x # y,}. Sei etwa xy, = 0, y, = 2. Dann ist

= = 2 2 1 1
Z ? < Z 3_k:3k0+1(1+§+§+"')
k=ko+1 k=ko+1
2 1 1

Bhotl] — 1 3k

und damit y — x > 3%0 > (. Das widerspricht unserer Annahme. Damit gibt es also zu

jedem z € C genau eine Folge (z)ren in {0, 2}, sodass

o0

8

k
k=1



Wir zeigen nun mit Hilfe von Cantors Diagonalargument, dass C' nicht abzéhlbar ist.
Sei {z™ : m € N} eine Folge in C'. Schreibe 2™ eindeutig als

[e.o]
" = E 3"

k=1

mit a2} € {0,2}. Setze

Y = 2 wenn xllz = 0 und
e = 0 wennaf =2 .
Dann ist -
Yk
k=1
Sei m beliebig. Dann ist y,, # ™. Also ist y # ™. Wir haben gezeigt, dass y & {z™ :
m € N}. Damit ist jede abzdhlbare Teilmenge von C' verschieden von C. O]

Bemerkung. Die Cantormenge ist das erste Fraktal, das in der Mathematik gefunden
wurde. Man kann leicht sehen, dass

1 2 1
C, = gcnfl U (g + gcnl) )

wobei %C’n_l = {% (X € C’n_l}. Es werden also immer kleinere dhnliche Mengen produ-
ziert.

Beispiele 3.5 (Nullmengen im RY). Betrachte den Makraum (R?, B(R%), \), also das

Lebesguemak A auf den Borelmengen.
a) Jede abzihlbare Teilmenge von R? ist eine Borelsche Nullmenge.
b

Geraden sind Nullmengen im R

Ebenen sind Nullmengen im R3.

A (H[aj,bj]> = A (H(aj,bj))

j=1 j=1

= (bl—al)...(bd—ad>-

C

)
)
)
d)

Es ist also belanglos, ob ich abgeschlossene, offene, oder halboffene Quader be-
trachte: das Maf ist dasselbe.

e) Es gibt Nullmengen in R, die nicht Borel-messbar sind (ein Kardinalitdtsargu-
ment).



3 Nullmengen

Definition 3.6 (charakteristische Funktion). Sei Q eine Menge, A C Q. Setze

1A(IE)1={1 wenn x € A

0 wenn xz¢A.

14 : Q2 — R heifit die charakteristische Funktion von A.

Definition 3.7 (fast tiberall). Sei (Q,%, ) ein Mafiraum. Zu jedem x € Q sei P(x)
eine Aussage. Man sagt, dass P(x) fast dberall gilt (Abk.: f. 4.), falls die Menge

A:={x € Q: P(x) ist falsch }
ewne Nullmenge ist.

Beispiele 3.8. a) Es ist 1g(x) = 0 f.i. wobei (R, B(R),\) der zugrundeliegende Maf-
raum ist.

b) Sei Q = [0,1], X = B(2), A das Lebesguemafs auf €. Definiere
fn: Q — R durch f,(z) =2".

Dann gilt
lim f,(z) =0 f ..

Definition 3.9. Ein Mafiraum (2, %, 1) heifft vollstindig, falls jede Nullmenge in X
liegt.

Satz 3.10 (Vervollsténdigung). Sei (2, %, ) ein Maffraum. Setze

Y:={BcCQ:3AcX BA A ist eine Nullmenge } .

Dann ist ¥ eine o-Algebra. Durch
i(B) = (A)

fir B C Q,A € X mit BA A Nullmenge wird ein Maf§ auf S definiert, das p fortsetzt
und sodass (2, %, i) vollstindig ist.

Wir lassen den Nachweis als Ubungsaufgabe. Dazu gehort auch der Nachweis, dass fi
wohldefiniert ist: Fiir B C Q und Ay, Ay € X, fiir die By A A; und By A A; Nullmengen
sind, gilt u(A1) = p(As).

Bemerkung. (Vervollstindigung des Lebesguemafses).

Sei (R%, B(R?), \) die Vervollstandigung von (R%, B(R%), \). Dann ist ) translationsinva-
riant (Ubungsaufgabe). Die im Beispiel 2.3 konstruierte Menge liegt also nicht in B(R?).
Manchmal ist diese (triviale) Erweiterung der Borel-o-Algebra niitzlich.

10



4 Messbare Funktion

Sei (€2, %) ein messbarer Raum, also eine Menge mit einer o-Algebra.
Sei f : 2 — R eine Funktion. Fiir ¢ € R benutzen wir abkiirzend folgende Bezeich-
nungen:

{f>t}={zeQ: f(zx)>t};
{f <t},{f >t},{f <t} entsprechend .

Lemma 4.1. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) {f >t} €2 fir allet € R;
(i) {f >t} € X fir allet € R;
(i) {f <t} €X firallet € R;
(iv) {f <t} €X firallet € R.

Beweis. Sei t € R. Da {f > t}° = {f < t},{f <t} ={f >t} gilt (i) & (iv) und

(iii) < (i1). Wegen {f >t} = LEJN {f>t+ 21} gilt (ii) = (i). Man sieht (i) = (i) aus

{f>ty=N{f>t—=+}. O

neN

Definition 4.2. Eine Funktion f : Q — R heifst X-messbar (oder kurz messbar wenn
Y festliegt) falls die dquivalenten Bedingungen von Lemma 4.1 erfillt sind.

Im Fall von Q = R% und ¥ = B(R?) spricht man von Borel-messbaren Funktionen,
bei ¥ = B(R) von den Lebesgue-messbaren Funktionen.

In Wirklichkeit sind nicht nur die Urbilder von Intervallen, sondern die Urbilder aller
Borelmengen messbar wie der folgende Satz zeigt. Sein Beweis beruht auf dem ,,Prinzip
der guten Mengen”.

Satz 4.3. Sei f: Q — R messbar. Dann ist f~*(B) € X fiir alle B € B(R).

Beweis. Sei A := {B € B(R) : f~}(B) € X}. Dann ist A eine o-Algebra, die § :=
{(t,00) : t € R} umfasst. Damit ist B(R) = o(S) C A. O

Beispiele 4.4. Fiir A C 2 gilt: 14 ist messbar, genau dann wenn A € ¥.
Satz 4.5. Seien f,g: Q — R messbar. Dann gilt:
(a) Die Funktionen f + g,af, gegeben durch
(f+9)@) = flz)+g(@),
(af)(z) = af(x)

sind messbar, wobei o € R.

11



4 Messbare Funktion

(b) Die Funktion f-g,f Ng,fV g, |fl, fT, [ : Q2 — R gegeben durch

(f-9)z) = flz)-g(z),
(fAg)(x) = min{f(z),g(zx)},
(fVg)(z) = max{f(z),g(z)},
fl(x) = |f@)],
fro= fvo,fm=(=f"

sind messbar.

(c) Ist p : R — R Borel-messbar, so ist ¢ o f messbar.

Beweis. a) Seien a € Rt € R.
1. Fall: @ > 0. Dann gilt

t
{af>t}:{f>a}e§3.
2. Fall: o« = 0. Dann ist

{af >t} =0€>X wenn t>0 und
{af >t} =Qe€¥X wenn t<0.

3. Fall: o < 0. Dann ist ;
{af>t}:{f<a}62.

Also ist a.f messbar. Fiir » € QQ definiere
Sp={f>r}n{g>t—r}eX.

Dann ist

{f+g>t}=JS €%,

reQ

denn fiir x € Q mit f(z) + g(x) >t ist f(z) >t — g(x). Also gibt es r € Q derart, dass
f(z) > r >t—g(x). Das zeigt die Inklusive ,,C*. Umgekehrt ist S, C {f 4+ g > t} fiir alle
r € Q, womit die Gleichheit der beiden Mengen gezeigt ist. Damit haben wir gezeigt,
dass f + g messbar ist.
b) Wir zeigen zunichst, dass f? messbar ist. Sei t € R.
1. Fall: t < 0. Dann ist {f* >t} =Q € X.
2. Fall: t > 0. Dann ist

(P>t} ={f>Vlu{f<—Viyex.

Wir haben gezeigt, dass f2 messbar ist. Da f - g = 3((f + ¢g)*> — f* — ¢%), folgt auch die
Messbarkeit von f - g. Als néichstes zeigen wir, dass f* messbar ist. Sei ¢t € R.

1. Fall: t < 0. Dann ist {f™ >t} =Q € %.

2. Fall: ¢ > 0. Dann ist

{ff>t}={f>t}exn.

12



Also ist f* messbar. Aus a) folgt, dass auch f~ = (—f)* messbar ist. Damit ist auch
|fl=ft+f messbar. Da fVg=f+(9— f)T und fAg=—((—f)V(—g)) sind auch
diese Funktionen messbar.

c) Esist {pof>t}={xeQ: flz)e{p>t}}=f{p>1t}) € Xfirallet € R.
Beachte, dass (t,00) offen und damit {¢ >t} = o~ !((t,00)) € B(R) ist. O

Die Zerlegungen
f= 71" =5,
Ifl = T+
und auch die Beziehungen
fvg=fvig=hH"

sollte man sich an einer Zeichnung klarmachen und merken. Sie werden oft gebraucht.
Wir wollen auch Funktionen betrachten, die die Werte oo annehmen.

Definition 4.6. Wir setzen
R :=RU{oco} U{—0} =: [~00,q] .
Eine Funktion f : Q — R heifit messbar, falls {f >t} € X fiir alle t € R. Wir setzen
M(Q, 2, R) = {f : Q = R messbar} .
Bemerkung. Lemma 4.1 gilt auch fiir eine Funktion f : Q — R.
Lemma 4.7. Eine Funktion f : Q — R ist genau dann messbar, wenn
Qe = {z€Q: f(x) =0}k,
Qo = {2€Q: f(z)=—o0} €Y und
fiQ\ (QoUQ_») = R messbar ist.
Beweis. Sei A := 0\ (o UQ_).

,=“Sei f:Q — R messbar. Dann sind

Qo = (){f>n} €L und

neN

Qo = [{f<-n}ex.

neN

Fir ¢t € R ist
{fu>tit={f>t}nAeX.

L, Seien O, 2_ € 2. Somit ist A € X. Sei f|, : A — R messbar. Dann ist fiir ¢ € R,
{f>t)={zeA: fi,(z) >t} UQ, €.
Also ist f: 2 — R messbar. m

Bemerkung. Mit Lemma 4.7 sieht man, dass Satz 4.5 auch fiir f,g € M(Q, 3, R)
richtig bleibt, falls {f = oo} N{g = —oc0} =0 und {f = -0} N {g = 0} = 0.
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4 Messbare Funktion

Satz 4.8. Sei f, € M(Q,%,R),n € N. Dann gilt
inlgfn, sup f,,, liminf f,, limsup f, € M(, %, R) ,
ne —00

neN n n—o00
wobei (;,Iellf\‘l fo)(z) = 7111611{I fn(z) etc.

neN
Somit ist inlf\y fn € M(Q,%,R). Damit ist auch
ne

sup f, = —inf(—f,) € M(, %) .

Folglich ist auch
limsup f,, = inf sup f, € M(Q, %) ,

n—00 n>m

genauso
liminf f,, = sup inf f, .
neN m n=m

0
Korollar 4.9. Sei f, : 2 — R messbar, sodass
f(x) = nh_)n;o fn(x) fir alle z € Q
existiert. Dann ist f : 2 — R messbar.
Beweis. f(z) = liminf f,(z). O
Korollar 4.10. Sei f, : €2 — R messbar, n € N. Setze
lim f,(x), falls der Limes existiert,
J(@) = { g_m falls er nicht existiert .
Dann ist f : 2 — R messbar.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 4.11. Fine Funktion f : Q0 — R heifit einfach, wenn sie nur endlich viele
Werte annimmt.

Folgerungen 4.12 (Standarddarstellung). Sei f : Q — R eine einfache Funktion. Dann
hat f die eindeutige Darstellung

f= Z a;la;
j=1

j=1

J

14



Beweis. Sei f(Q) = {ay,...,a,} mit o; # «a; fiir i # j. Setze A; = f~1({a;}). O

Bemerkung. Sei f :  — R einfach mit Standardstellung f = > a;14,. Dann ist f
j=1
messbar genau dann, wenn A; € ¥ fiir alle j € {1,...,n}.

Theorem 4.13. Sei f: Q — [0, 00] messbar. Dann gibt es einfache, messbare Funktio-
nen f,: Q — Ry mat

(a)oéfnéfn+l§f (HGN);
(b) lim f,(x) = f(x) fir alle z € Q.
n—oo
Beweis. Fiirn € Nund & € {0,1,2,...,n2" — 1} setze
Epn={zeQ: k27" < f(z) < (k+1)27"}
und
EnQ”,n = {f Z n} .

Dann ist E;,, N E;, = 0 fiir i # j. Definiere nun

n2m

fo:=)Y k27"p,, (neN).
k=0

Dann ist 0 < f,, < f, fu € M(Q,%). Da
Epn = {zeQ:2k270) < f(z) < (2k 4 2)2-FD}

= Fopnt1 U EBopiintt
und f, = k27" = fo1 auf oy i
und f, = k27" < (2k+1)27D = £, auf Fopyyng

ist f, < fuu1 fir alle n € N.

Schliefslich zeigen wir, dass lim f,(z) = f(x) fir alle x € Q. Sei z € Q. Ist f(z) = o0,
n—oo
so ist x € Epon , fiir alle n € N. Somit ist f,(z) = n fiir alle n € N und lim f,,(z) = co =

f ().

Ist f(x) < o0, so ist f(z) < ng fiir ng € N grot genug und fiir jedes n > ng gibt es
k € N sodass x € Ej,,. Also ist
0< f(z)— fulz) < 27" fiir n > nyg .
Damit ist lim f,(z) = f(z) fir alle x € Q. O

n—o0

Bemerkung. Ist f beschriankt, so konvergiert (f,(x)),en sogar gleichméfig gegen f(z),
d. h.

lim sup | fu(x) — f(z) |= 0

n—o0 e
Es gibt ndmlich ng sodass f(x) < ng fir alle z € Q. Damit ist 0 < f(z) — fo(z) <27
fir alle n > ng und alle z € Q. O
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5 Das Lebesgueintegral fiir positive
messbare Funktionen

Sei (2, %, u) ein Mafkraum. Wir setzen

E = £(0,%):={¢:Q— R: einfach und messbar} ,
Er = {pe&:p(x)>0tfiralle z € Q} .

Damit ist £ ein Vektorraum und &, ist ein positiver Kegel in &£; d. h.
el =+ el ap ey fir (w>0).

Definition 5.1. Sei ¢ € £, mit Standarddarstellung

p = Z a;lya, .
i=1
Wir definieren

/sodu = aiu(A))
QO =1

mit 0-o00 =0,a-00 =00 wenn o > 0.

Bemerkung. Die Funktion ¢ = 0 hat die Standarddarstellung ¢ = 0 - 1. Damit ist
[ @dp =0 1(Q) = 0 nach unserer Konvention.
Q

Als néchstes zeigen wir die Additivitdt und Homogenitdt des Integrals.

Satz 5.2. Seien f,g € E4,a > 0. Dann gilt

/(f+g)du = /fdu+/gdu
[anin = a [ ran.

Zum Beweis bendtigen wir einen Hilfssatz.

Lemma 5.3. Sei p € ., = Y. Bilp, mit B, > 0,B, € ¥, By N By = 0 fiir k # (.
k=1

Dann 1st
m

/sodu = BBy .

17



5 Das Lebesgueintegral fiir positive messbare Funktionen

Beweis. Setze By,y1:=Q\ (B1U...UBy,), B = 0. Sei p = > aily, die Standard-
j=1
darstellung von . Dann gilt

mri—l

Aj = UAijk,j:L,n

k=1
n

Bk = UAjﬂBk,kZZ 1,...,m
j=1
Es handelt sich also in beiden Féllen um disjunkte Vereinigungen. Ist A; N By # 0, so
gilt fiir ¥ € A; N By, a; = a;14,(x) = ¢(x) = Belp, (z) = Br; also o = By Damit ist

/sodﬂ = > au(4))
j=1
n m+1
= > ;> (AN By)
j=1 k=1

n m+l

= Y > Buu(A;N By)

7=1 k=1
m+1 n

= Z Bk ZM(AJ‘ N By)
k=1 j=1

m+1

= > Buu(By)

O
Beweis von Satz 5.2. a) Seien
= Zalej,@/) = Zﬁlek
j=1 k=1
jeweils in Standarddarstellung. Dann ist U By, = Q und somit A; = U BiNA;. Folglich
k=1 k=1
ist (A;) = > pw(BrNA;),7=1,...,n. Genauso
k=1
Bk) == ZM(Bk N Aj), k=
j=1
Es ist
p=> ajls = Z% Z lpyna; ¥ = Zﬁk Z Lg,na, o0 =Y > (05+85)1a,0m,
j=1 j=1 j=1 k=1

18



(nicht Standard!). Aus Lemma 5.3 folgt

/(go—i—w)du = ZZO@—F@C (A; N By)

jlkl

= Zaju +Zﬁk,u By)

= /godu—ir/z/}du.

b) [ apdp = o [ pdp folgt unmittelbar aus der Definition. O

Lemma 5.4. Sei ¢ € £;. Dann definiert

AA) = /1Acpdu (AeX)

ein Mafs auf 3.
Beweis. a) A\()) = 0.

b) Sei A = U Ag, A, € 3. Setze By, := |J Ai. Dann ist 15,0 = > 14,¢. Also ist
k=1

k=1 k=1

ANB,) = /1Bn90dN:Z/1Ak‘P
= D) AA) .

3

Bleibt zu zeigen, dass lim A\(B,) = A(A). Es ist B, C Bpy1, J B, = A. Sel ¢ =

> a;le, Standard. Dann ist
i=1

ANB,) = /wandu
=1

i=1
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5 Das Lebesgueintegral fiir positive messbare Funktionen

Somit ist

lim A(B,) = Y au(CinA)
=1
= /Zailcirm dp
=1

= / (iailc«i> '1A dﬂ
=1

= AA).
O

Nun definieren wir das Integral einer beliebigen positiven messbaren Funktion. Wir
setzen

My =M () :={f:Q—[0,00] : messbar} .

Definition 5.5. Sei f € M.
a)

fdu = sup /sodu € [0,00] ,
e<f
pEEL

Diese Definition ist konsistent zur Definition 5.1, d.h. fir f € &, erhdlt man hier
denselben Integralwert wie zuvor.

b)

/fd,u :z/lAfdu (AeX).

A
Beachte dass fiir A € ¥ die Funktion 14f messbar ist (siehe Satz 4.50).
Lemma 5.6. Seien f,g € M.

a) f<g= [ fdu< [gdu.
b) Wenn A, B € ¥ mit A C B, so gilt

A/fdusB/fdu.

Beweis. a) folgt aus der Definition.
b) folgt aus a). O

Wir beweisen nun den ersten der zwei wichtigsten Konvergenzsétze, den Satz iiber die
monotone Konvergenz oder auch Satz von Beppo Levi, genannt nach seinem Entdecker
Beppo Levi 1875-1961.
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Theorem 5.7 (Beppo Levi 1906). Sei f, € My, f, < fur1 (n € N).
Sei f(z) :=sup fn(x). Dann ist
neN

[ i =sup [ g

Bemerkung. Nach Satz 4.8 ist f € M. Wir diirfen also bei monotoner Konvergenz
Integral und Limes (in [0, 00]!) vertauschen.

Beweis. Da f, < f, ist

/fnd/iﬁ/fdufiiralleneN.

Folglich ist
sup [ fudu< [ fau.
neN

Wir zeigen die umgekehrte Ungleichung. Sei ¢ € £, ¢ < f. Zu zeigen ist, dass

/ ¢dp < sup / Jndp .
neN

Sei 8 > 1. Es ist zu zeigen, dass [ pdu < supf [ fodp. Sei B, = {z € Q : ff,(x) >
neN
¢(x)}. Dann ist B, € ¥,B,, C By und |J B, = Q. Es ist ¢lg, < 8f,. Somit gilt

neN

nach Lemma 5.4 fiir das durch A\(A) = [ 1,4 - pdu definierte Mak:

/gpdu =AQ) = lim \(B,)

n—oo

= lim | ¢lp du
n—oo

< flim / fudp
n—oo

"
neN

]

Beispiel 5.8. a) Sei @ = R, ¥ = B(R), A das Lebesguemak, f, := %1[0774. Dann ist
lim f,(z) =0 aber [ f,d\ =1 fiir alle n € N. Hier ist die Monotonie verletzt.
n—oo

Ebenso im Beispiel:
b) fo = lpni1- Esist [ frdXA =1 aber

lim f,(x) =0 firalex e R.

n—oo
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5 Das Lebesgueintegral fiir positive messbare Funktionen

Lemma 5.9. Seien f,g € M, a > 0.
a) [(f +g)dp= [ fdu+ [ gdu,
b) [afdu=a [ fdu.

Beweis. a) Nach Theorem 4.13 gibt es ¢, € &, derart dass ¢, < @pi1, lim () =
n—oo
f(z) fiir alle z € Q, genauso ¢, € &, derart dass 1, < P,41, lim ¥, (x) = g(x) fir alle
n—oo

x € Q. Damit gilt nach Satz 5.2 (Additivitdt des Integrals auf £,) und dem Satz von
Beppo Levi

/(f +g)dp = /ggo(wn + ¢ )dp

= lim ( / son+1/}ndu)
n—oo

= lim | ¢,dp+ lim /Q/Jndu
n—oo

n—oo

= /fdu—i—/gd,u.

b) ist dhnlich. O
Satz 5.10. Sei f,, : 2 — [0, 00] messbar, n € N. Dann ist

/i::fndﬂzi::/fndﬂ~

Man beachte, dass fiir a,, >0

o0 m
Zan = supZan € [0,00] .
n=1 meN n=1

Dabei ist sup b,, := oo, falls die Folge (by,)men unbeschrinkt ist.
meN

n
Beweis. Sei s, := fx. Dann ist s,, € M, s, < s,.1. Nach dem Satz von Beppo Levi
k=1
ist

/ > fadp = / Sup S, dpt
n=1 n
= sup/sndu
w3 [
k=1

S5
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Satz 5.11 (Lemma von Fatou). Sei f,, € M. Dann ist

/li_mfnduﬁ lm [ fudu .

n—0o0 n—00

Beweis. Sei g, (z) = ;1>1f fr(x). Somit ist g, < gn41 und sup g, = lim f,,. Es ist

> g, fiir alle £ > n, also

e
/fk > /gnd,ufiirallean.

,?gi / frdp > / gndp .

lim nw::wmﬁ/nm

n—00 neN k2n

> sup / Gndp

neN

= / sup gndp
neN

z/@m%
n—oo

wobei wir den Satz von Beppo Levi in der vorletzten Zeile benutzt haben. O

Folglich ist

Damit gilt

Satz 5.12. Sei h € M. Dann definiert N(A) := [14hdp (A € %) ein Maf X auf .

Bezeichnung. \ =: hdu.

Beweis. Da 1ph = 0 ist A(0)) = 0. Sei A = |J Ax mit Ay € X, A, N Ay, = 0 fiir k # (.

keN

Lah = 1a.h.
k=1

Dann ist

Es folgt aus Satz 5.10 dass
AMA) = /1Ahdu
= Z/lAkhdﬂ = Z)‘(Ak) :
k=1 k=1

Satz 5.13. Sei f € M. Es gilt [ fdu =0 genau dann wenn f(z) =0 f. i.
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5 Das Lebesgueintegral fiir positive messbare Funktionen

Beweis. a) Sei [ fdu = 0. Setze A, = {f > +}. Dannist 21, < f. Also ist 2p(4,) <
| fdp = 0. Folglich ist p(A,) = 0. Damit ist auch {f > 0} = [J A, eine Nullmenge.

n=1
b) Sei f(z) =0f. ., also pu(A) =0 mit A ={z € Q: f(x) > 0}. Sei f,, = nly. Dann ist
f <limf, = ooly. Also ist nach dem Lemma von Fatou

[ fdn<tim [ pdu=o.

Korollar 5.14. Sei h € M, A = hdp. Dann ist \ absolut stetig bzgl. p; d. h. u(A) =0
impliziert A\(A) = 0 fiir alle A € 3.

O
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6 Integrierbare reell- und
komplexwertige Funktionen

Sei (2, %, 1) ein Makraum. In diesem Abschnitt definieren wir nun, wann eine Funktion
f €2 — R integrierbar heiftt und definieren ihr Integral. Wir fiithren gleich die Menge
aller integrierbaren Funktionen £'(, %, i) ein. Es ist ein Vektorraum und das Integral
ist eine lineare Abbildung von £'(, 3, 1) nach R. Hier sind die genauen Definitionen.
Mit

M= M(Q, 3, 1)

bezeichnen wir die Menge der messbaren Funktion f : € — R und wie vorher mit
My A{f: Q2 —[0,00] : f messbar}.

Definition 6.1. o) £' := L1(Q, X, p) == {f : Q = R messbar: [ frdu < oo, [ f~dp < oo} .

b) Fiir f € L setze
/fdu = /f*du—/fdu

und/fdu = /1Afdpb (Aex) .

A
c¢) Eine Funktion f :Q — R heifit integrierbar, falls f € L',

Bemerkung. Sei f € L1, f = fi — fo mit f; € M, [ f;du < oo. Dann gilt:

[ tin= [ fidn~ [ adu.

Beweis. Es ist f = fT — f~ = fi — fo =. Folglich gilt f* + fo = f~ + f1.

Lemma 5.9 impliziert nun

[rrauws [ stn= [ 5an+ [ ran
/fduz/ﬁdu—/fduz/fldu—/fédu-

Damit gilt:
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6 Integrierbare reell- und komplexwertige Funktionen

Bemerkung. Sei f: {2 — R messbar. Dann gilt

f integrierbar < / |fldp < oo .

Beweis. < fT <|f| und f~ <|f].
==
Satz 6.2. L' ist ein Vektorraum und f € L' — [ fdu ist linear.
Beweis. a) Sei f = g — h mit g,h > 0.
f,g,he Lt = ff4+h=g+f =

Joramae = [

Q
Lemga 5.9 /gdﬂ‘i‘ /fd,u
- / Frdu+ / hdu

Q

Dann folgt [ fdp = [ gdp— [ hdp.

b) Seien f,g € L.

Wir zeigen f+g € L' und [(f+ g)dp = [ fdu+ [ gdu .
Esgilt f+g=f"+g"—(f"+g7)

Zudem (f +9)" < [T+ g7 = [(f +9)Tdp < .
Genauso [(f+g¢g) du<oo= f+ge L

/f+gdu 2 /f++g+du—/(f+g)du

= /fdu—i—/gdu.
Sei o € R, f € L. Dann gilt

[lasidn = [lallfian "= jal [17] < oc
Damit (o f) € £!. Falls a > 0, dann ist
[ain = [t@ntan- [ty du
~ [artn- [arau
— o[ fran= [ rdw)=a [ s

Zudem gilt [(=f)dp= [(—=f)Tdp— [(=f)"dp= [ f~du— [ fTdpu.
Also falls & < 0, dann [ afdp = — [(—a)fdp = —(—«) [ fdp = o [ fdu.
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Lemma 6.3 (Fundamentalabschéitzung).

[ raul < [1flan e

[rin = [ rrau= [
< [raws [rau= [1nd.
Il

Bemerkung. Sei f: Q — R messbar, |f| < g,9 € L' = f € L' (folgt aus Lemma 6.3).

Beweis.

Theorem 6.4 (Satz von Lebesgue oder Satz von der dominierten Konvergenz). Seien
f, fn € LY. Es gebe g € L sodass fiir alle n € N

|fn‘ Sg,u ’fu :
Sei f(z) = lim fu(x) p - f4.. Dann gilt

iy [ 11— Sl =0
n—oo
Insbesondere ist
lim | f.du= /fd,u.
n—oo
Also [lim f, = lim [ f,du bei dominierten Folgen!

Beweis. a) |f| < g,|f.| < g = f, f. integrierbar.
Wir konnen annehmen, dass

T f,(@) = f(@).1,(x)] < g(x)

fir alle n € N,z € Q (sonst &ndern wir die Funktionen auf einer Nullmenge ab, wodurch
die Integrale nicht beeinfluft werden (vgl. Satz 5.13).

Setze h, = |f, — f]-

Dann ist lim h,(z) = 0 fiir alle (z € Q) und |h,| < 2g.

n—oo
Das Lemma von Fatou zeigt, dass

/ 2gdp = / lim(2g — hy,)dp

Q

< li_m/(2g — hn)dp

= li_m{/2gdu—/hndu}
= /2gdu—m/hndu

Q
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6 Integrierbare reell- und komplexwertige Funktionen

da lim (—c,) = — lim ¢,. Also ist hm fh dp < 0. Da [ hydp > 0, folgt

n—o00 n—oo

lim [ hpdp =0 .
b) o
[ o = [ il =1 [ (5= 11
[ 182 fldu 0.

0
Sind die beiden Bedingungen im Satz von Lebesgue erfiillt, so spricht man von domi-
nierter Konvergenz. Die Folge konvergiert punktweise und wird durch die Funktion
g dominiert. Ohne diese Dominanz-Bedingung ist der Satz falsch wie die folgenden zwei
Beispiele zeigen.

Beispiele 6.5. a) f, = %1[%2”], Q2 =R. Dann f,, — 0 gleichméRig, [ f,d\=1.
R
b) = (0,1], fo =nlg 1. Dann f,(x) — 0 f.ii. und
/ frndA=1.

[0,1]

Korollar 6.6. Sei f,, > fu.1 >0, f, € L1

Sei f(z) = inf f,(z).

Dann ist f integrierbar und lim [ f,dp = [ fdp.
n—oo

Bemerkung. £'(;C) = {f : Q — C: Ref,Im f € L}(Q)} ist ein Vektorraum iiber
C. Fiir f € £1(Q;C) setzt man

/fdu::/Refdu+i/Imfdu.

fH/fdu:El(Q;(C)%C

ist linear. Es gilt die Fundamentalabschétzung

(FA) [ sanl < [ 151d

Beweis. Sei ¢ € R derart, dass ¢ [ fdp = | [ fdp|. Dann ist

[ ganl = e [ gau= [ e pan
:W/fdul = Re\/fdul /Re e’ f) du</!f|du,

da Re(ef) < |e®f] =|f] .

Die Abbildung

28



Der Satz von Lebesgue gilt auch fiir komplexwertige Funktionen. Man wendet einfach
den reellwertigen Satz auf Realteil und Imaginérteil an.

Satz 6.7 (Satz von Lebesgue: komplexer Fall). Seien f, € £L}(Q, C), sodass

f(z) = lim f,(z)

n—oo
fiir alle x € Q) existiert. Es gebe g € LY(), sodass
| fu(x) |< g(x) fiir allen € Nyxz € Q .

Dann ist f € LY(Q,C) und

i [ fuwdu = [ Flae)d

n—oo
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7 Parameterabhangige Integrale

Sei (2, %, p) ein Mafraum. Die folgenden Sétze iiber parameterabhénginge Integrale sind
von grofser Bedeutung in der Analysis. Sie illustrieren sehr schon wie effizient der Satz
von Lebesgue angewandt werden kann.

Satz 7.1 (Steigkeit bzgl. eines Parameters). Sei J ein Intervall in R und sei f : JxQ —
R eine Funktion derart, dass

a) f(t,-): Q — R ist messbar fir allet € J;

b) f(-,x): J — R st stetigV x € €

c) es gibt g € LY(p) derart, dass | f(t,x) |< g(x) fir allex € Q,t € J.
Setze F(t) = S{f(t,x)du(x). Dann ist F': J — R stetig.

Beweis. Sei lim t, = o in J. Nach Voraussetzung gilt lim f(t,,z) = f(to,x) fiir alle
n—00 n—0o0

x € Q. Da| f(tp,x) |< g(x) fur alle x € Q,n € N, folgt die Behauptung aus dem Satz
von Lebesgue. |

Als néchstes geben wir Bedingungen an, die es erlauben ,unter dem Integral zu diffe-
renzieren".

Satz 7.2 (Differenzierbarkeit). Sei J ein Intervall, f: J x Q — R eine Funktion. Es
gelte:

(a) f(t,-) € LYQ) fiir allet € J;
(b) f(-,x): J — R ist differenzierbar fir alle x € Q;
(c) es gibt g € LY(QQ) derart dass

of

’a(t,x) < g(x) fir allex € Q,t € J .

Dann ist f(t,-) € LYQ) fir alle t € J und

F(t) = [ ft.a)du(z) (te )
/

definiert eine differenzierbare Funktion F : J — R. Ferner ist

F'(t) = /%(t,x)du(:c) fir allet € J .
0
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7 Parameterabhéingige Integrale

Beachte, dass %(t, ) € LY(Q) fiir jedes t € J. Sei némlich ¢ € J. Wihle t,, € J, t,, # ¢
mit ¢, — t. Dann ist

of .o 1

Somit ist g—{(t, -) nach Korollar 4.9 messbar. Da

'8f < g(x) fur alle z € Q, ist ﬁ(t, e LY Q).

815( ?) ot

Beweis von Satz 7.2. Seit € J, und sei t,, € J\ {t}, sodass lim ¢, =¢. Sei n € N. Nach
n—oo

dem Mittelwertsatz gibt es zu jedem x € ) ein s, € J, sodass

f(tnv ZL‘) B f<t7$) 6f
t, —t ot

— (84, ) .

Wegen (c) ist also

‘f(tnvx) —f(t,.iE) <
t, — 1

Nun folgt aus dem Satz von Lebesgue, dass

LU
ln, 0
iy [ LD 2T D) = Lt )ante)
[
Beispiel. Sei f € £'(a,b) derart, dass [ |z||f(z)|dx < oo; F(\) == [ e f(x)dz.

(a,b) (a,b)
Dann ist F': R — R differenzierter mit

ef)\m
(a,b)

Satz 7.2 bleibt richtig, wenn wir ,reell-differenzierbar durch ,holomorph* ersetzen. Da
er fiir diesen Fall wichtig ist, fiigen wir ihn an. Leser ohne Grundlagen in Funktionen-
theorie mogen ihn einfach iiberspringen.

Satz 7.3. Se:t G C C offen, f: G x Q@ — C eine Funktion derart, dass
(a) f(2,) € LYQC) VzeG
(b) f(-,x) ist holomorph auf G fir alle x € Q;

(c) | f'(z,2) |< g(z) fiir alle x € Q,z € G wobei g € L1().
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Sei F(z) := [ f(z,2)du(z). Dannist F' : G — C holomorph und F'(z) = [ f'(z,x)du(x).
0

Q

Hier ist f'(z,x) = }Lirré w die komplexe Anleitung in z.
—

Beweis. Sei z € G, z, — 2,2, # z. Dann gilt f(z,,z) — f(z,2) =
1

%f(z+t(zn—z),x)dt =

0
1

/f’(z +t(zn— 2),2) (20 —2)dt  firalle z€Q.

0

Daher ist

— < g(x)

‘f(zmm) — f(z2)

fiir alle x € 2 und alle n € N. Es folgt aus dem Satz von Lebesgue, dass

LFG) = 1)
n—o0 Zp — R
ti [ F=0 =)
Q

[ Feadu).
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8 Das Riemannintegral

Ziel dieses Abschnittes ist es, das Riemann- mit dem Lebesgueintegral zu vergleichen.
Zunachst einmal wiederholen wir die Definition und Eigenschaften des Riemannintegrals.

Gegeben ist ein kompaktes Intervall [a,b]. Ist f: [a,b] — R stetig, so wurde in Ana-
b
lysis I das Riemannintegral [ f(z)dx definiert. Auf der anderen Seite kennen wir das

Lebesguemak A auf B([a, b]), der Menge der Borelschen Teilmengen von [a, b]. Da f stetig
ist, ist f beschréinkt und messbar. Damit ist f Lebesgue-integrierbar, also f € £'([a, ]).

Satz 8.1. ff(x) dx = [ fdA.

Wir werden diesen Satz beweisen, aber auch etwas weitergehen, den grundlegenden
Unterschied zwischen Riemann- und Lebesgueintegral herausheben und weitere inter-
essante Informationen geben.

Definition 8.2. Sei f: [a,b] — R eine Funktion. Sei w eine Partition a =ty < t; <
. < t, = b von [a,b] mit Zwischenstellen s; € [t;_1,t;],i = 1,...,n. Wir sagen
abkiizend: w ist eine PmZ, und beachten, dass zu w auch die Zwischenstellen gehoren.
Mit
| 7 |:= ‘maxn(tz- —ti1)

=1,

bezeichnen wir die Norm von w. Dann nennt man
S(fim) =Y flsi)(ti —tin)
i=1

die Riemannsumme von f bzgl. m. Die Funktion f heifst Riemann-integrierbar,
falls es S € R gibt, sodass
lim S(f,7)=2S

|7|—0

(das wiederum heifit: zu jedem € > 0 gibt es 6 > 0 derart, dass | S(f,7) — S |< € fir
jede PmZ mit | w |< ). Dieses S € R ist dann eindeutig und man setzt

/f(a:)dx::S.

a
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8 Das Riemannintegral

Wir wissen aus der Analysis 1, dass jede stetige und jede monotone Funktion
f:la,b] > R

Riemann-integrierbar ist.

Folgender Satz beschreibt die Riemann-Integrierbarkeit auf ganz andere Art und Wei-
se. Wir verweisen auf H. Heuser: Analysis 2.

Satz 8.3 (Charakterisierung). Sei f: [a,b] = R eine Funktion. Dann sind dquivalent:
(1) f ist Riemann-integrierbar;

(11) a) f ist beschrinkt und
b) die Menge
{t € a,b] : f ist unstetig in t}

st eine Lebesgue-Nullmenge.

Mit Lebesgue-Nullmenge meinen wir natiirlich eine Nullmenge bzgl. des Lebesgue-
Mafkes A, das wir durchweg in diesem Abschnitt betrachten. Unsere Definition der
Riemann-integrierbaren Funktionen hat den Vorteil, dass man mit beliebigen Zwischen-
stellen arbeiten kann. Auerden macht sie auch fiir Funktionen Sinn, die Werte in R?
annehmen, wenn man

d 3
|y |-= (Zzﬁ) Yy eRY,
j=1

als die euklidische Norm interpretiert. Auch jede stetige Funktion f: [a,b] — R? ist
Riemann-integrierbar. Die folgende Beschreibung gilt nur fiir reellwertige Funktionen,
da die Ordnungsstruktur ins Spiel kommt. Sie ist auch im Schulunterricht populér, da
sie sehr anschaulich ist.

Satz 8.4 (Analysis 2). Sei : [a,b] — R beschrinkt. Zu einer Zerlegung
o:th=a<ty<---<t,=0

definiere die Obersumme
S(f,0) =Y m(t; —t;1)
j=1

mit m; = sup f(s) und die Untersumme
s€[tj_1,t5]

S(f,0) = ij(tj —tj-1)

mit m; == inf  f(s). Dann sind dquivalent:
Se[tj_l,tj}
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(i) f ist Riemann-integrierbar;

(ii) zu jedem € > 0 gibt es eine Zerlegung o derart, dass
In dem Fall ist

b
[ @) ax=sup(7.0) =t 5(7.0)

wobei das Supremum und das Infimum tber alle Zerleqgungen o von |a,b] gebildet wird.

Nun sieht man auch klar den Unterschied zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral.
Beim Riemann-Integral approximiert man mit Treppenfunktionen d.h. Funktionen

der Form .
0= ajl,
j=1

wobel I; = [tj_1,t;] ein Intervall ist. Beim Lebesgue-Integral approximiert man durch
messbare, einfache Funktionen, also Funktionen der Form

Y= Z a;la;
j=1

wobei A; eine beliebige Borel-messbare Menge ist.

Beispiel. Die Funktion f = 1gnj, ist nicht Riemann-integrierbar da S(f,¢) = 0 und
S(f,0) =1 fur jede Zerlegung o von [0, 1] gilt. Aber da

f=0fii.ist f € £[0,1],B[0,1],\)
und [ fd\ = 0. O

Damit haben wir ein Beispiel einer Funktion f gefunden, die Lebesgue- aber nicht
Riemann-integrierbar ist. Es ist aber noch nicht sehr iiberzeugend, da f = 0 f.i. gilt.
Das Beispiel 8.6 weiter unten ist interessanter. Wir wollen aber erst zeigen, dass jede
Riemann-integrierbare Funktion Lebesgue-integrierbar ist, zumindest nach Abdnderung
auf einer Nullmenge.

Satz 8.5. Sei f: [a,b] = R Riemann-integrierbar. Dann gibt es eine Lebesgue-integrierbare
Funktion f: [a,b] — R, sodass f(x) = f(x) f.di. und

b

/ﬂ@mz/ﬂx

a [a,b]
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8 Das Riemannintegral

Hier ist A das Lebesguemaft auf den Borelmengen von [a, b] und f = f L.l bedeutet,

dass die Menge N := {z € [a,b] : f(z) # f(x)} eine Lebesgue-Nullmenge ist (d.h. es
gibt eine Borelmenge A C [a, b], sodass N C A und A(A) = 0).

Beweis. Fiir n € N sei A, = ”;—n“,

Ly = la+kD,a+(k+1)A,]k=0,1,..
dn,k = Sllp{f(flf) HEUIS In,k}>
Q. = inf{f(z):2elL}.

L 2m— 1,

Definiere gy, hy,: [a,b] — R durch

9n = E il s
k=0
2" -1

hn = dn,kllnk
k=0

Dann gilt

gn S 9n+1 S f S hn+1 S hn
fiir alle n € N. Ferner ist

2" —1

/ gudd = 3" @ Mlui) = S(f, 00)
(a,0] k=0

2" —1
/ hadX =Y A A(Ig) = S(f, 00)
[a,b] k=0

wobei g, die Zerlegung a = tog,t1 = tg + LDy, ... ton 1 = b — A\, ton = b ist. Nach
Definition 8.2 ist
b

/f(x) dx = sup S(f, 0,) = ingg(f, On) -
neN ne

Sei
g(z) = sgpgn(fv), h(z) = inf by () .

Dann sind g, h: [a,b] — R Borel-messbar und beschrinkt, also Lebesgue-integrierbar.
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Aus dem Satz von Beppo Levi folgt, dass

/ gdA = lim gnd

n—oo

[a,b] [a,b]
n—o00

_ /bf(x) dx

= lim 5(f, o)

= lim R d

n—oo

[a,b]

= /hd)\.

[a,b]
Damit ist [ (h — g)dA =0. Da h — g > 0, folgt aus Satz 5.13, dass h — g = 0 f.ii.
[a,b]

Folglich gilt ¢ = f = h f.ii. und wir kénnen f = ¢ oder f = h wiihlen. O

Bemerkung. Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist f i.a. nicht Borel-messbar
(siehe Elstrott IV § 6, 6.2¢c, Seite 151). Die Abdnderung von f auf einer Nullmenge im
Satz 8.4 war also notwendig.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Satz 8.4 nicht gilt. Das Lebesgue-

Integral ist also selbst dann echt allgemeiner als das Riemann-Integral, wenn wir Abéan-
derungen auf Nullmengen zulassen.

Beispiele 8.6. Sei Q = {¢,: n € N} und sei € > 0. Setze

Jy = (qn — 27" Ve g, + 27 e) und U = U I

neN

Dann ist U offen (und sogar dicht in R!), aber

ANU) < i 2~ (tDoe — si 2" =¢.
n=1 n=1

Sei K :=[0,1]\ U. Dann ist K kompakt. Damit ist
Ik € £1<[07 1]7‘8([07 1]7)‘) :

Wir zeigen: Es gibt keine Riemann-integrierbare Funktion f, sodass f(x) = 1x(x) f.i..
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8 Das Riemannintegral

Beweis. Sei f: [0,1] — R eine Funktion derart, dass f = 1x f.i.. Dann gibt es eine
Borelmenge N, sodass A(N) = 0 und f(z) = 1x(x) fiir alle x € [0,1] \ N. Wir zeigen,
dass f nicht Riemann-integrierbar ist. Ist

xo € D:=10,1]\ (UUN) , soist f unstetig in z .

Es ist ndmlich f(xg) = 1x(z¢) = 1. Aber es gibt eine Folge (z,,)men von rationalen

Zahlen derart, dass lim z,, = z¢. Damit ist z,, € J,,, fiir ein n,, € N. Da N eine
m—0o0

Nullmenge ist, enthélt sie kein offenes Intervall. Somit gibt es vy, € J,,, \ N, sodass

| Y — T |< % Damit ist hm Ym = Xg, aber f(x,) = lg(zn) =0 fur alle m € N

obwohl f(x¢) = 1. Die Menge U ¢ der Unstetigkeitsstellen von f umfasst also die Menge
D. Da

AD) = 1-X(UN[0,1])UN)
= 1-AUN[0,1)>1-e>0,

kann f nach Satz 8.3 nicht Riemann-integrierbar sein.
Jetzt kommen wir auf Satz 8.5 zuriick. Er besagt, dass Riemann-integrierbare Funk-

tionen in £! sind, wenn wir sie auf einer Nullmenge abindern. Solch eine Ab#nderung
ist fiir stetige und monotone Funktionen nicht notig. O]

Satz 8.7. Sei f: [a,b] — R Riemann-integrierbar und Borel-messbar. Dann ist f auch
Lebesque-integrierbar und beirde Integrale stimmen tiberein.

Bemerkung. Die Voraussetzung ist insbesondere fiir stetige und monotone Funktionen
erfillt.

Beweis. Nach Satz 8.4 gibt es f € £'([a,b], B([a, b], \), sodass

f= ffuund/f dx—/fd)\

[a,b]

Da aber f messbar und beschrinkt ist, ist f selbst in £!. Da f = f f.ii., folgt aus Satz

5.13, dass
/fd)\—/fd)\ /f

[a,b] [a,b]
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Bezeichnung: Mit £!(a, b) bezeichnen wir die Borel-messbare Funktionen, die bzgl. des
Lebesguemasses integrierbar sind. Fiir f € £!(a,b) setzen wir

b

/f(x) dx = [ fd\.
]

a la,b
Wir wissen nun aus Satz 8.7, dass diese Notation konsistent ist, falls f auch Riemann-
integrierbar ist.
Als néchstes betrachten wir das uneigentliche Riemannintegral.

Definition 8.8. Sei —c0 < a < b < oo. Eine stetige Funktion f: [a,b) — R heifst
uneigentlich Riemann-integrierbar, falls es c € R gibt, sodass

bn

nh_)rglo ft)dt =c

fiir jede Folge (by,)nen, bp T 0.

by
Aquivalent: V ¢ >0 3 a < by < b, sodass | [ f(t)dt —c |< ¢ fiir alle by € [by, b).

b
Bezeichnung: R — [ f(t)dt := c.

Satz 8.9. Sei f: [a,b) — R stetig.
Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist integrierbar (bzgl. A!);
(i) | f | ist uneigentlich Riemann-integrierbar.

In dem Fall ist auch f uneigentlich Riemann-integrierbar und

/fdA:R—/bf(t)dt |

[a,b] a

Beweis. (i) = (ii) f integrierbar =| f | integrierbar. Sei b, < b,limb,, = b =

bn
/f(t) dt = / fd\ — / fdX (Satz von Lebesgue).

[a,bn] [a,b)

b7L
Also auch [ | f(¢) |dt— [ | f|d\ (n— 00).
a [a,b)
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8 Das Riemannintegral

(i) = (i) f ist messbar.

Der Satz von Beppo Levi zeigt, dass

/lf\dA - sup/ £ ] dA
[ab) neN

Beispiel 8.10. Sei f: [0,00) — R
ST fiiy 1> 0

f(x)::{ 1:6 fir z=0.

Dann ist f stetig, uneigentlich integrierbar aber nicht L-integrierbar!

/

Cauchy-Kriterium 8.11. Sei F': [a,b) — R.

d.h.

sinx
dx = o0 !

X

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) 3ceRlmF(t) =c
t—b

(ii) Ve > 03 by € [a,b), sodass fiir by, by > by gilt | F(by) — F(be) |< e.

Beweis von Beispiel 8.10. a) Sei e > 0,0 < by < by, by < 0.

OBdA b1 < by
ba b1
f 5121 dx — f 5121 dX’ —

0 0

bo

J e ax

<

fcosx(—x—g)dx_% + cobslbl
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Sei € > 0. Wéhle by > 0 derart, dass % < E.

b)
(n+1)m ' n (k+1)7r|’ |
1n r sinx
JoEEax=3 A
T k=1 km
n (k+1)m

> L [ |sinz|dx
k=1 km

= Z % - C
k=1

— 00 (n—o00).

(k+1)m
Hierist c=1 [ |sinz | dx unabhéngig von k.
km
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O Die LP-Raume

In diesem Abschnitt lernen wir die LP-Réume kennen, die fiir jedes p € [1,00) definiert
sind. Es handelt sich um Banachrdume, die eine grofte Rolle in der Analysis spielen. Wir
wollen simultan komplexe und reelle Vektorrdume behandeln. Sei K = R oder C.

Definition 9.1. Sei E ein Vektorraum dber K. Eine Abbildung f € E —| f ||€ Ry
heifit Halbnorm, falls

(a) [ AfN=[ATIf I und
) I f+aglI< f I+ 1 gl (Dreiecksungleichung)
fur alle f,g € E,\ € K gilt. Sie heifst Norm, falls zusdtzlich
| fll=0=f=0.

Sei nun (€2, %, ) ein Mafkraum. Wir nennen f : Q@ — C messbar, wenn Re f und
Im f : © — R messbar sind. Damit ist auch | f |= ((Re f)? 4+ (Im £)?)/? messbar. Fiir
1 < p < o0 setzen wir

LP(Q) :={f: Q — K messbar : /|f|pdu<oo}.
Q

Satz 9.2. Sind f,g € LP(Q2), X € K, so sind auch f+ g, \f € LP(Q); d.h. LP(Q)) ist ein
Vektorraum. Ferner definiert

D=

7= | [ 171 o
Q

eine Halbnorm auf LP(Q). Es gilt
| £ ll=0e f=0 fi..
Klar ist, dass || Af ||,=| A | || f ||, und aus Satz 5.13 folgt, dass
| fll,=0< f=0fi..
Ist p= 1, so ist wegen [ f(z) + g(x) [<| f(z) | +]g(2)|
If+g <l f 1+l glh

fiir alle f, g € £L}(Q). Aber fiir 1 < p < oo ist die Dreiecksungleichung nicht offensichtlich.
Wir brauchen folgendes Lemma.
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9 Die LP-Raume

Lemma 9.3. Sei 1 < p < oo, und sei p/, sodass
1 1
p p

p' heifit der zu p kongungierte Index. Seien 0 < a,b € R. Dann gilt

1 1
abg—ap—i-—,bp.
p p

Beweis. Der Logarithmus log: (0,00) — R ist konkav, d.h.
log(tx + (1 —t)y) > tlogx + (1 —t)logy
fir 0 <t <1,z,y € (0,00). Das folgt aus einem Satz der Analysis 1, da

1" 1
log”(t) = (;) =5 < 0 fiir alle t > 0 .

Exponenzieren der Ungleichung liefert
tr + (1 —t)y > a'y**
fiir t > 0. Setze t = 119' Dannist 1 —t = z%' Setze x = a?,y = b”'. Dann ist
o1 1 1 1

1.
ab=rxry” < -z + —y=—a’+ -0 .
p p p p

Aus dem Lemma erhalten wir eine wichtige Ungleichung. O]

Satz 9.4 (Holderungleichung). Sei 1 < p < oo und seien f € LP, g € LP'. Dann ist
f-ge€ Lt und
gl fllo- Mgl -

Beweis. 1. Fall: || f ||,=|| ¢ ||y= 1. Nach Lemma 9.3 ist

(@) ] -] 9la) |< }9 | f@) P +]§ | g(z) ¥

Folglich ist

1 P l 4
Q/|f-g|du < ;/If(wﬂ du+p,/|g<x>| dy

1 1
-+ =
p p

2. Fall: || f ||,#0,] g |ly# 0. Setze f := Hfl”pf,g = mg. Dann ist || f [|,=] g [ly= 1.
Aus Fall 1 folgt also

=1=[f1lp- gl -

1 1 / ~
~ \fg\duz/lfgldugl.
7T Tol ) J
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Daraus folgt die Behauptung.
3. Fall: Die Ungleichung ist trivial, wenn || f ||,= 0 oder || g ||,= 0. Dann gilt ndmtlich
f=0fi. oder g =0 f.ii., also f-g =0 f.i. und somit || f-g|:=0. O

Nun kénnen wir die Dreiecksungleichung fiir 1 < p < oo beweisen. Sie tragt einen
Namen.

Satz 9.5 (Minkowski-Ungleichung). Sei 1 < p < oo. Dann gilt

I f+g <l flp+ 1Tyl
fur alle f,g € LP.

Beweis. Der Fall p = 1 wurde schon vorher geklart. Wir nehmen an, dass 1 < p < oo.
Dann erhalten wir mit Hilfe der Hélderungleichung

17+l = [15+91 da
Q
= [1r+arisegld
Q

< /ﬂf+gw*-Lﬂdu+/Wf+gw*nudu
Q Q

/ p/

P
< L/°|f«+syﬁp-”p’du £+ l/"|f—%g|“F*”'du Dol
Q Q

1

p/

_ /|f+gVWL (£l + 1 g 1)
Q

= N FtalE U F o+ 19l
= N Fa U Fl+ g )

Multiplikation mit || f + g ||,7” auf beiden Seiten (0.B.d.A. ||f 4 gl|, # 0) liefert die
Ungleichung. Wir haben benutzt, dass (p — 1)p’ = p und 1% =p-—1 O]

Das Integral d&ndert sich nicht, wenn wir eine Funktion auf einer messbaren Nullmenge
abédndern. Daher wollen wir im Folgenden f und f; identifizieren, wenn f = f; fast
iiberall gilt. Das ist vertraglich mit der Vektorraumstruktur, d.h.

f=hHti,g=qntli = f+g=fi+g fi und A\f =\fi fii.

Ferner gilt || f |,=| f1 ||,- Wir bezeichnen mit LP(Q) = LP(Q, ¥, 1) den Raum LP(Q2, X, 11)
mit der Vereinbarung
f=gin LP(Q):& f=gfi..
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9 Die LP-Raume

Damit ist LP(Q2) ein Vektorraum. Ferner gilt
If llp=0<« f=0inL’(Q) .

Somit ist || - ||, eine Norm auf LP(£2).

Bemerkung. (Quotientenraum). Identifizieren ist ureigens mathematisch. Man macht

es iiber Aquivalenzrelationen. Hier sind die genauen Begriffe.
a) Sei F ein Vektorraum, F' ein Unterraum. Dann definiert

r~ySr—yeklF
eine Aquivalenzrelation auf E, d.h. es gilt

(a
(b
(¢) z~y,y~z=x~zfirallezy, z€E.

) T~
)

T~y =y~

Ist z € E, so bezeichnet

] = {yeE:x—yeF}
= {z+z:2z€F}
= z+F

die zugehorige Aquivalenzklasse. Der Raum

E/F :={[z]: x € E}

wird ein Vektorraum bzgl.
2]+ 1yl = e+,
Az] = [Az]
(man weise nach, dass das wohldefiniert ist!). Die Quotientenabbildung

q: B — E/F, q(z) = [z]

ist linear und surjektiv.
b) Sei E ein Vektorraum und || - || eine Halbnorm auf E. Dann ist F' := {z € E: ||

z ||= 0} ein Unterraum. Ferner definiert

Il =l )
eine Norm auf E/F.
c¢) Hier setzen wir F = LP(Q2). Dann ist

F={uell(Q): |ul,=0}={uelP(Q):u=01~fi}
={u: Q2 — K messbar : u = 0 f.i.}.
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Fir v € E ist [u] = {v € LP(2): u = v f.i.}. Man definiert
LP(Q) == LP(Q)/F .

Allerdings ist es etwas schwerfillig, immer die Aquivalenzklassen hinzuschreiben. Des-
wegen nennt man die Elemente von LP(§2) immer noch f, aber sagt:

f=g (inLP(Q)) & f=gfi.

Sei (E, || - ||) ein normierter Vektorraum. Fiir u,,u € E definieren wir
lim u, =u & lim ||u,—ul=0
n—oo n—oo

& Ve>03dnVn>ng||lu,—ul<e.

Eine Folge (u,)nen in E heifit Cauchyfolge, falls es fiir alle € > 0 ein ny € N gibt, sodass
| up — upy ||< € fir alle n,m > ny. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Der
Raum E heift vollstindig, falls es zu jeder Cauchyfolge (u,)nen in E ein u € E gibt

derart, dass lim w, = u. Ein Banachraum ist ein vollststdndiger, normierter Raum.
n—o0

Hier interessiert uns der Raum £ = L?(§2) mit der Norm || - ||,

Satz 9.6 (Riesz-Fischer). Sei p € [1,00), (2,3, u) ein Mafiraum. Dann ist LP(Q)) ein
Banachraum.

Um den Satz 9.6 zu beweisen benutzen wir das folgende Lemma.

Lemma 9.7. Sei (E, || - ||) ein normierter Raum. Fine Cauchyfolge (up)nen in E kon-
vergiert, falls sie eine konvergierte Teilfolge hat.

Beweis. Sei klim Up, = u wobei ng < ngy1 (kK € N) (nach Definition von Teilfolgen). Sei
— 00

€ > 0. Dann

Ine e N | up —up ||< Y n,m >ng

Mlml\Dlm

JkyeN |y —ul< Vk>k.

Wiéhle k > max{ko,no}. Dann ist ny > n,, > ng. Also ist fiir n > nyg

€
Fn = w [l tn =ty || + [ ny —w < 5+ 5 =,

€

2

also u,, — u. O
Wir benotigen zuséatzlich folgendes Lemma.

Lemma 9.8. Sei (2,3, 1) ein Mafiraum und g: Q — [0, 00] messbar mit [ gdu < oco.
9)

Dann ist g(z) < oo fast iberall.
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9 Die LP-Raume

Beweis. Setze A,,: = {x € Q: g(z) > n}. Dann ist nl,4, < g. Aus der Monotonie des
Lebesgue-Integrals folgt

nu(Ay,) = /n]lAndu < /gd,u.

Q
Hieraus folgt ing,u(An) = 0. Wegen A, D A, fir alle n € N, u(A;) < oo und der
ne
Stetigkeit des Mafes folgt fiir A := () A,

neN
uA) = lim p(A,) = inf p(A,) =0

Also ist A eine Nullmenge. Beachte zudem, dass

A:ﬂAn:{xEQ:g(x):oo}.

neN

Wir kommen nun zuriick zum Beweis von Satz 9.6.

Beweis (von Satz 9.6.) Sei (f,)nen eine Cauchyfolge in LP(€2). Nach Lemma 9.8 reicht
es zu zeigen, dass
L [ £ = fu =0

fiir eine Teilfolge (f,, )ken und ein f € LP(€2). Wihle eine Teilfolge (gx)ren von (fn)nen
mit
| ges1 — g |[,< 27 fiir alle k € N .

Wir setzen
g(@) = [g@) |+ | gr1(z) — gilx) |
k=1
= )

mit h, =| g1 | +>_ | grr1 — gx | fiir alle n € N. Setze ¢ :=| ¢1 ||, +1. Aus der
k=1
Minkowski-Ungleichung folgt fiir n € N

Fhally < 1gillo+ > 1 gerr = an lly
k=1

< Dol +Y 2" =llal,+1=c.
k=1

Also haben wir h,, < h,,; sowie

/[hn]pdpgcpfijrallenEN.
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Aus dem Satz von Beppo Levi folgt
/g(x)pdu :/ lim hldp = lim [ h? <P .
n—o0 n—oo
Alsoist g € LP(Q). Setze A := {x € Q: g(z) < oo}. Seix € A. Dannist > |gry1(x) — gr(x)] <
k=1

00. Sei € > 0. Dann gibt es ky € N, so dass

Z|9k+1 ) —ge(z)| < €.

k=ko

Sei m > n > kg. Dann ist

Z G (7 gi(7))

=n

0 < [gm(z) — gul)] =

m—1

< |9r+1(2) — ge(7)] < €.

k=n

Somit ist (g, (z))nen eine Cauchyfolge fiir alle z € A. Setze

lim g, (z) | A
f<x>;:{n££.zg D

Dann ist f messbar und wegen

| gnra(2) [<] g1 (2 \+Z!gk+1 gr(x) |< 9(x)

firz € Qgilt | f(z) |< g(z) V x € Q. Damit ist | f — g, |< 29 und | f — g, [P< 2PgP.
Aus dem Satz von Lebesgue folgt nun

/]f—gn\pdu—ﬂ),
n—oo

d.h. || f—gn [|[p,— 0 fiir n — oo. Insbesondere ist || f |,<|| f— a1 ||, + || 91 llp, also
f € LP(Q2) und damit g, — f in LP(Q). O

Aus dem Beweis des Satzes erhalten wir folgendes wichtige Korollar.

Korollar 9.9 (Umkehrung des Satzes von Lebesgue). Sei f,, — f in LP(Q2). Dann gibt
es eine Teilfolge (f,, )reny und ein g € LP(Q) mit

a) | fu,(2) |< g(x) fast iiberall
b) fu.(x) — f(z) fast iiberall.
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9 Die LP-Raume

Auf die Wahl einer Teilfolge in Korollar 9.9 kann man nicht verzichten.

Beispiele 9.10. Sei (2,%) = ([0,1),8([0,1)) und A das Lebesgue-Maf auf [0,1). Be-
trachte

fi = gy, fo=14
f3 = ]l[o,l)ale - ]l[
f7 - ]l[o’l),... .

Dann ist || f, [l1— 0, also f, — 0 in L', aber (f,,())nen divergiert fiir jedes = € [0, 1).

SchlieRlich wollen wir den Fall p = 2 fiir K = R betrachten. Seien f,g € L*(Q2). Da

=2, ist
1
2
/wmms /wﬁw /MFW
Q Q Q

Damit ist f - g € L*(Q2). Man setzt

2

(ﬂmf/mw.

Die Abbildung
L2(Q) x [(Q) — R
(f,9) = / fgdu
Q

ist bilinear und (f | f) > 0 wenn f # 0 in L?(2). Damit ist (- | -) ein Skalarprodukt.

Ferner gilt
I f 1=V (1)

d.h. || - ||z ist die durch das Skalarprodukt induzierte Norm. Der Raum L?*(Q) ist also
ein reeller Hilbertraum; d.h. ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt derart, dass er
durch die induzierte Norm vollstdndig wird. Hilbertraume spielen eine grofe Rolle in

grofsen Teilen der Mathematik; in der gesamten Analysis aber auch in der Numerik und
Wahrscheinlichkeitstheorie.
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10 Der Raum L*°

Sei (€2, %, u) ein Mafkraum. f: 2 — R heilt wesentlich beschrinkt, falls es ¢ > 0 gibt
derart, dass
| f|< et

Dann setzt man

| f llsoi=inf{c>0: | f|<cfii}.
Lemma 10.1. Sei f: Q — R wesentlich beschrinkt. Es gilt | f |<|| f ||eo f ..

Beweis. Fir n € N setze

A, = {xGQ: L f(@) > f oo —I—l} )

n

Dann ist p1(A,) = 0. Damit ist A := |J A, eine Nullmenge. Da

neN
A={zeQ: [ f(@) > f s},
folgt die Behauptung. m

Definition 10.2. L>(Q) := L>*(Q, 3, u) :={f: Q@ — R: f messbar, wesentlich beschrinkt}
wober wir vereinbaren, dass

f =g wenn f(z) = g(x) fi..
Damit ist L>(Q)) ein Vektorraum. Dabei sollte man beachten, dass
f=hli,g=gqfi =f+g9=f+0 [i.
Bemerkung. Genauer ist L>*(2) = L>(Q)/F, wobei
L2(Q) :={f: 2 = R: wesentlich beschrénkt und messbar}
und F = {f: Q@ — R: messbar, f =0 f.i.}.
Satz 10.3. || || definiert eine Norm auf L>(S2) bzgl. der der Raum vollstindig ist.

Beweis. a) Wir zeigen, dass || ||« eine Norm auf L>°(2) definiert. Seien f,g € L*>(Q).
Damit gilt
| @) [ Nloos | 9(@) IS 9 [loo L
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10 Der Raum L®*°

Also ist | f(z) +g(z) |<]| f(x) | + ] 9(x) |<|| f llo + || ¢ lloo fii.. Aus der Definition
folgt, dass || f 4+ g llo<I| f lloo + || 9 ||co- Damit ist die Dreiecksungleichung bewiesen.
Leicht sieht man, dass || Af ||eo=| A ||| f || fiirt A € R. Ist || f ||oo= 0 so folgt aus
Lemma 10.1, dass f(x) =0 f.ii., d.h. f = 0 nach unserer Vereinbarung.

b) Wir zeigen, dass L>(£2) vollstandig ist. Sei (fy)nen eine Cauchyfolge in L>®(Q2). Zu
k € N gibt es dann n; € N sodass

1
(10.1) | fr = fin [lo< 7 fiir alle n,m > ny, .
Somit existiert eine Nullmenge N =€ ¥ sodass | f,(z) — fu(x) |< ¢ fiir @ & NF
Auch N*:= J fo’m ist eine messbare Nullmenge und es ist
n,m>ng

1
| o) = funle) 1 7

fiir alle n,m > n; und alle z € 2\ N*. Damit ist N := |J N* eine messbare Nullmenge
kEN
und (f,,(x))nen ist eine Cauchyfolge falls = € Q\ N. Setze f(z) = lim f,(z) wenn
n—oo

r€Q\ Nund f(x) =0 wenn x € N. Dann ist f messbar. Sei z € Q\ N. Dann ist
L.
| Fal) = () [< 1 fiir alle m,n >y

Indem wir m nach oo schicken sehen wir, dass | f,(z) — f(z) |< 1 fiir alle n > n; und
alle x € Q\ N. Also ist

1
| fro = f ||c< % fiir alle n > ny, .
Damit ist f € L*(Q) (da f = (f = fu,) + fu,) und lim f, = f bzgl. der Norm || [|oo. O
n—oo

Wir haben also gezeigt, dass L>(2) ein Banachraum ist. Die Konvergenz bzgl. |||
ist interessant. Fur f,, f € L>(Q2) gilt lim || f, — f ||lo= 0 genau dann, wenn es eine
n—oo

Nullmenge N gibt derart, dass f,(z) — f(x) gleichmébig auf Q \ N konvergiert. Das
haben wir eben mitbewiesen.

Wir schliefsen mit einem Vergleich der LP-Raume.

Satz 10.4. Sei pu(2) < co. Dann gilt fir 1 <p < q < oo,
L>(Q) C LY(Q) C LP(Q) C L'(Q) .

Wir lassen den Nachweis mittels der Hélderschen Ungleichung als Ubungsaufgabe.

o4



11 Eindeutigkeit von Malden

In diesem Abschnitt schauen wir uns Mengensysteme £ an, die noch keine o-Algebren
bilden. Wir wollen uns iiberlegen, unter welchen Umsténden ein Maf u, das auf o(&)
definiert ist, schon eindeutig durch seine Werte p(E) mit E € £ definiert ist. Man denke
sich als Beispiel die Menge aller Intervalle A = {[a,b): — o0 < a < b < oo}, auf der wir
p([a,b)) = b — a in natiirlicher Weise setzen kénnen. Unser (noch unbewiesener) Satz
iber das Lebesguemal sagt, dass wir p eindeutig auf B(R) fortsetzen konnen. In diesem
Abschnitt beweisen wir Eindeutigkeit. Diese geht auch entscheidend in die Konstruktion
von Produktmafsen im néchsten Abschnitt ein.

Sei ) eine nicht-leere Menge. Wir definieren zwei Eigenschaften von Mengensystemen
auf (2.

Definition 11.1. Ein Mengensystem auf M C P(QQ) heifit monotone Klasse, falls
folgende zwei Bedingungen gelten:

(M) Ay € My A,y C Ay = U A € M;

neN

(Mg) BnGM,BnDBnH = ﬂ Bn e M.

neN

Wir benoétigen eine zweite Klasse von Mengensystemen.
Definition 11.2. Ein Mengensystem D C P(Q2) heifit Dynkinsystem, falls
(D) Qe D;
(Dy) A€ D= A°€D;
(D3) A, € DA, NA,=0 firn#m= |J A, € D.

neN

Beim Dynkinsystem ist also die dritte Forderung fiir o-Algebren abgeschwécht: ein
Dynkinsystem ist nur abgeschlossen bzgl. abzdhlbarer disjunkter Vereinigungen. Der
Bezug von Dynkinsystemen zu monotonen Klassen wird im folgenden Satz hergestellt.

Satz 11.3. Ein Mengensystem D C P() ist genau dann ein Dynkinsystem, wenn gilt:
(a) QL € D;
(b) AABeD,BC A= A\BeD;

(c) D ist eine monotone Klasse.
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11 Eindeutigkeit von Mafsen

Beweis. ,,=". Sei D ein Dynkinsystem.
1. Wir zeigen (b). Seien A, B € D, B C A. Dann ist A°N B = (). Somit ist AU B € D.
Also ist auch
A\B=ANB*=(A°UB)°eD.
2.8ei A, € D, A, C A,1. Setze
1313:3141,1323:3442 \1417-~-713n :314n+1 \14n

Dann sind die B,, paarweise disjunkt. Da D ein Dynkinsystem ist, ist |J B, € D . Da
neN

U A, = U B, ist D also abgeschlossen bzgl. aufsteigender abzéhlbarer Vereinigung.

neN neN

3. Seien B, € D, B,, D B,11. Dann ist

(ﬂ Bn> =JBseD
neN neN
nach 2. Also ist auch [ B, € D. Wir haben gezeigt, dass D eine monotone Klasse ist.

neN
«
L=

Sei A € D. Dann ist A°=Q\ A € D nach (b) und (a). Es gilt also (D).
2. Seien A, B € D, sodass AN B = (). Dann ist B C A°. Somit ist

A°NB°=A°\BeD.
Folglich ist
AUB=(ANB)eD.
3. Wir zeigen (Ds). Seien A,, € D mit A,NA,, = 0 fiir n # m. Damit ist B,, := Lnj AL €D
nach 2. Da B,, C B,y1ist | A, = |J B € D, da D eine monotone Klasse ]i;tl O

neN neN
Definition 11.4. Ein Mengensystem M C P(2) heifit durchschnittstabil (schreibe

N-stabil) falls
AABeM=ANBeM.

Satz 11.5. Fin Dynkinsystem ist genau dann eine o-Algebra, wenn es N-stabil ist.

Beweis. Sei D ein N-stabiles Dynkinsystem. Wir zeigen, dass D eine o-Algebra ist.
1. Seien A, B € D. Wir zeigen, dass AU B € D. Nach Voraussetzung ist AN B € D, also
auch

A=A\ (ANB),B, := B\ (AN B)

nach Satz 11.3. Da die Mengen A;, By, AN B paarweise disjunkt und ihre Vereinigung
AU B ist, folgt AUB € D.
2.Sei A, € D.Nach 1.ist B,, := A;U---UA, € D. Da D nach Satz 11.3 eine monotone

Klasse ist, ist
Ua.=JB.eD.

neN neN
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Definition 11.6. Fir & C P(2) heifit

DE)= () D

ECDCP(Q)
D Dynkinsystem

das von £ erzeugte Dynkinsystem.
Damit ist also D(€) das kleinste Dynkinsystem D mit £ C D.
Satz 11.7. Sei € C P(Q2) N-stabil. Dann ist D(E) = o(E).

Beweis. Da jede o-Algebra ein Dynkinsystem ist, gilt D(£) C o(£). Um die umgekehrte
Inklusion zu zeigen, miissen wir beweisen, dass D(E) eine o-Algebra ist. Nach Satz 11.5
reicht es zu zeigen, dass D(E) N-stabil ist. Sei D € D(E). Wir setzen

GD):={McCQ: MNnDeDE&)}

und wollen zeigen, dass D(E) C G(D). Das geschieht in zwei Schritten:

1. G(D) ist ein Dynkinsystem.

a) Qe G(D)daQQnND =D eD(E).

b) Sei M € G(D), d.h. MAD € D(E). Dann ist M°ND = D\ M = D\ (MND) € D(E).
Also ist M° € G(D).

c) Sei M,, € G(D), M,, N My, = 0 fiir n # k. Es ist also M,, N D € D(E). Damit ist

(U Mn) ND=|J(M,NnD)eDE).

neN neN

Also ist |J M, € G(D). Wir haben also gezeigt, dass G(D) fiir jedes D € D(E) ein
neN
Dynkinsystem ist.

2. Sei £ € £. Da £ N-stabil ist, ist £ C G(E). Da G(£) ein Dynkinsystem ist, folgt
D(€) C G(E). Wir haben also gezeigt, dass fir F € £, DN E € D(E) (wobei D € D(E)
oben gewahlt worden war). Damit ist £ C G(D), also auch D(£) C G(D). Das war zu
beweisen. O

Nun kénnen wir den gewiinschten Eindeutigkeitssatz beweisen.

Satz 11.8 (Eindeutigkeitssatz). Sei & C P(Q) N-stabil und ¥ := o(E). Seien p,v: ¥ —
[0, 00] Mafe, sodass
w(E) =v(E) firale E €& .

Es gebe Ey, € & mit p(Ey) < oo, sodass |J Ex = Q. Dann gilt p = v.
k=1

Beweis. 1. Sei E € &€ fest, u(E) < oo. Wir zeigen, dass u(AN E) = v(AN E) fiir alle
Ael.
Setze A :={AecX: n(ANE)=v(ANE)}. Da & n-stabil ist, gilt £ C A. Wir zeigen,
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11 Eindeutigkeit von Mafsen

dass A ein Dynkinsystem ist.
a) Qe A daQnNE=E.
b) Sei A € A. Dann ist

p(ANE)=uwE\(ANE)) =wkFE)—puANE)=v(E)—v(ANE)=v(A°NE).

Somit ist A° € A.
c) Sei A, € Amit A, N A, =0 fiir n # m. Dann ist

,u((UAn> ﬂE) = n|JA.NE)

neN neN

= ZN(AHQE>

neN

= ) vA.NE)

neN

_ ((UA%E) |

Also ist |J A, € A. Wir haben gezeigt, dass A ein Dynkinsystem ist. Da €& C A, folgt
neN

D(€) C A. Nach Satz 11.7 ist () = D(£). Also ist 0(€) C A. Wir haben also gezeigt,
dass
w(ENA)=v(ENA)

fir alle A € o(&) = X.
2. Sei F,, = |J E). Wir zeigen, dass u(F, NA) = v(F,NA) firalle A € ¥. Fiirn = 1 ist

k=1
das gerade Schritt 1. Die Aussage sei richtig fiir n € N. Wir zeigen, dass sie dann auch
fiir n 4+ 1 gilt. Es ist

N(F%+1FLA) =
p(ANEp) U [(ANE)\ (AN Eu NE))) =
w(ANE,) + pwlANFE,) —pwANE, 1 NE,)=
v(ANE,.1) + v(ANF,) —v(ANE,1NE,) =
V(F%+1FLA).

Damit haben wir die Aussage durch Induktion bewiesen.
3. Sei A € ¥. Dann ist

w(A) =supu(ANF,) =supr(AnFE,) =v(A).

neN neN
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Beispiel 11.9. Sei € = {[a,b): — 00 < a < b < co}. Dann ist £ N-stabil und o(€) =
B(R), die Borel-o-Algebra auf R. Wir hatten als einzigen unbewiesenen Satz formuliert,
dass genau ein Maf A: B(R) — [0, oo] gibt mit A([a, b)) = b — a fiir alle [a,b) € £. Satz
11.8 liefert nun die Eindeutigkeit.

Beispiel 11.10. Sei d € N und sei £ die Menge der Quader

d

Tlas. )

j=1

mit —oo < a; < b; < 00, j =1,...,d. Das System & ist N-stabil und o(€) = B(R?). Satz
11.8 liefert also den Beweis der Eindeutigkeit des Lebesguemafies wie wir es in Theorem
2.1 formuliert hatten.

Wir wollen in diesem Abschnitt noch einen weiteren ,Erzeugersatz® beweisen.

Definition 11.11. Sei Q2 eine Menge. Fin Mengensystem A C P(QQ) heiffit Algebra
falls

a) D e A
b)) Ac A=>Ac A
c) ABe A= AUBec A

Folgerung. A, B € A= ANDB,A\ B,B\ A € A. Eine Algebra ist somit gegeniiber
allen endlichen Mengenoperationen abgeschlossen. Eine o-Algebra ist eine Algebra die
auch eine monotone Klasse ist.

Ist £ C P() irgendein Mengensystem, so bezeichnen wir mit

M(E) = N M

ECM
M monotone Klasse

die kleinste monotone Klasse, die £ umfasst. M(E) heift die von £ erzeugte mono-
tone Klasse. Nun beweisen wir folgenden Satz.

Satz 11.12 (Monotone-Klassen-Lemma). Sei A C P(S2) eine Algebra. Dann gilt
g(A) = M(A) .

Beweis. Man muss zeigen, dass M := M(A) eine o-Algebra ist.
1. Sei ' € M. Setze

M(E) ={FeM:F\E,E\F,ENF € M} .
Wir zeigen, dass M(FE) eine monotone Klasse ist. Denn sind

F, € M(E),F, CF,(1,F=|JF, .

neN
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11 Eindeutigkeit von Mafsen

soist F\E= {J(F,\E)€M,daF,\E € M. Ahnlich ist

neN

E\F=En (UFn> = [(J(E\F,) eM

neN neN

und auch ENF = |J ENF, € M. Somit ist ' € M(E).

neN

Ahnlich sieht man, dass fiir G,, € M(E) mit G, D Gpy1,G = () G, gilt G € M(E).
neN
Damit ist M(FE) eine monotone Klasse.

2. Sei nun E € A. Da A eine Algebra ist, ist A C M(E). Folglich ist
M=MA CM(E)CM.

Also ist M(E) = M falls E € A.
3. Fiir E, F € M gilt offensichtlich £ € M(F) < F € M(E).
4. Nach 2. gilt

FeME)fals Fe M,Ee€ A.

Also E € M(F) falls F € M, E € A wegen 3. Damit ist A C M(F) fiir alle F' € M.
Folglich ist nach 1.

M= M(A) Cc M(F) , also M = M(F) fir alle F € M .

Damit ist M eine Algebra (beachte, dass AU B = (A° N B°)¢). Da M eine monotone
Klasse ist, ist M eine o-Algebra. O
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12 Produktmalle

Ein Mafkraum (2,3, i) heift endlich falls u(2) < oo. Er heift o-endlich, falls es
A, € X gibt derart, dass

p(A,) <oound Q= J A, .

neN

Beispiel 12.1. Sei 2 =R, = P(Q), u(A) = A (die Anzahl der Elemente von A). Dann
ist (€2, %, 1) nicht o-endlich.

In diesem Abschnitt wollen wir das Produktmafs bzgl. zweier o-endlicher Mafraume

untersuchen. Hier ist die Voraussetzung der o-Endlichkeit wesentlich.

Sei (24, X1, p) und (22, Yo, v) zwei o-endliche Mafraume. Wir setzen 2 = 5 x Q. Mit
Y ;=Y ® X5 bezeichnen wir die kleinste o-Algebra, die die Mengen der Form A; x A,
mit Al € El, Ag € Xy enthélt.

Satz 12.2. FEs gibt genau ein Mafs
m: % — [0,00] derart, dass w(Ay X As) = p(A;) - v(As)
fur alle Ay € 34, Ay € 3s.

Bezeichnung. Man setzt j; ® po := 7 und nennt 7 das Produktmalfs von p und v. Aus
den zwei Mafrdumen (21, X1, ) und (g, ¥, ) haben wir somit den neuen Mafraum

(Ql X 92721 & EQ,M X V)
konstruiert, den wir weiterhin mit (€2, 3, 7) abkiirzen.

Beispiel 12.3. B(R") @ B(R™) = B(R"™™), A\, ® A\, = Anim. Hier bezeichnet )\, das
Lebesguema auf B(R™). Wir lassen den Nachweis als Ubungsaufgabe.

Beweis der Eindeutigkeit. Seien 7y, m: ¥ — [0, 00] zwei Mafe mit 7,;(A x B) =
p(A)v(B) fur alle A € X1, B € 3y, j = 1,2. Die Menge £ .= {Ax B: A€ ¥,,B € ¥}
ist N-stabil, denn

(Al X Bl) M (A2 X BQ) = (Al M AQ) X (Bl N BQ) .
Nach Definition ist ¥ = o(€). Es gibt A;, € X1 mit p(Ay) < oo, sodass |J Ax = €y und

keN
By, € 39 mit p(By) < 00, sodass

UBk - QQ .
k=1
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12 Produktmale

Damit ist m1 (A X By) <ocound |J (Ar x By) =2 Da m(A x B) = m(A x B) fiir
(k,0)ENXN
alle A x B € &, folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 11.8, dass m = . m

Fiir den Beweis der Existenz von 7 benotigen wir etwas Vorbereitung.

Lemma 12.4. Sei E € ¥1 ® Xy. Sei x € Qq,y € Qy. Dann gilt fir die Sektionen (oder
Schnitte)

E, = {yeQ: (z,y) € E} €%y,
EY = {z e (v,y) e E} €% .

Beweis. Wir miissen nur die erste Aussage beweisen; die zweite folgt daraus aus Sym-
metriegriinden. Sei x € €. Wir definieren

A={ECQ: E, €3} .

1. Es gilt £ C A. Denn sei A x B € £. Dann ist (A x B), = B wenn x € A und
(Ax B), =0, wenn z ¢ A. In jedem Fall ist (A x B), € %.
2. Wir zeigen, dass A eine o-Algebra ist.

(a) Qe AdaQ, =0y € X.
(b) Sei £ € A. Dann ist (E¢), = (E,)¢ € 2.
(c) Sei E, € A,E = |J E,. Dann ist

neN
E, = {yeQ:3keN (x,y) € E;}
= |JEwe.
keN

Somit ist £ € A.
3. Da A eine o-Algebra ist, und £ C A ist ¥ = o(€) C A. Das ist genau die erste
Aussage des Lemmas. O

Lemma 12.5. A := {|J Ex: n € N, E, € £} ist eine Algebra. Jedes Element aus A
k=1
kann als disjunkte Vereinigung von Elementen aus £ geschrieben werden.

a) Sei A x B € £. Dann ist
(AXB)CZ(ACXQQ)U(QIXBC)EA.

b) Da £ N-stabil ist, folgt dass A N-stabil ist.
c) Sei A= |J Ex € Amit Ey € £. Dann ist A° = (| E° € A nach a) und b).

k=1 k=1
d) Da die Mafsraume o-endlich sind, ist 2 € A. Wir haben gezeigt, dass A eine Algebra

ist. Die zweite Aussage lassen wir als Ubungsaufgabe (man mache eine Zeichnung!). [
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Lemma 12.6. Sei E € .. Dann gilt
a) v v(E,): Q1 — [0, 00| ist messbar und

b) m(E) = [v(E,)du(z) definiert ein Produktmaf auf ¥ (d.h. ein Maf fir das
971
(A x B) = pu(A)v(B) fir alle A € ¥4, B € %) gilt.

Beweis. 1. Fall: Wir nehmen an, dass die Mafe p und v endlich sind.
a) Sei M :={E € ¥: x — v(E,) ist messbar}.
1. Es gilt £ ¢ M, da v((A x B),) = 14u(B) messbar ist.

2. Nach Lemma 12.5 ldsst sich jedes F' € A in der Form F = |J Ay X By, mit
k=1

(Ak X Bk)ﬁ(Am X Bm) :(D

fir m # k, Ay € ¥y, By € ¥y schreiben. Damit ist v(F,) = > 14, v(By) messbar fiir
k=1

jedes ' € A. Wir haben gezeigt, dass A C M.
3. M ist eine monotone Klasse.

(a) Seien ndmlich Ej € M mit Ey C Eyy; fir alle & € N und sei £ = |J Ej. Dann
kEN

ist £, = J Fk, und x — v(E,) = sup v(Fj,) messbar.
k=1 keN

(b) Sei Fj, € M mit Fy,1 C Fy,, F'= () Fy, soist F, = () F, und somit ist
keN k=1

= v(F,) = lirelgy(ka) messbar .

Hier benutzen wir, dass das Mafs v endlich ist.

4. Da A C M, ist nach Satz 11.12 ¥ = o(A) = M(A) C M. Wir haben gezeigt, dass
Y= M.

b) Sei Ey € X, B, N E, = fir k # . Dann ist

. (G Ek> _ /y (@ Ek> ()

k=1

Wir haben den Satz fiir endliche Mafie bewiesen.

2. Fall: Da die Makrdaume o-endlich sind, kénnen wir € schreiben als Q = J €, mit
neN
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12 Produktmale

Q, = A, x B, mit u(A,) < oo, u(B,,) < 0o. Jetzt wenden wir den ersten Fall auf £ N,
an. Der Satz von Beppo-Levi liefert dann die Behauptung. O

Damit ist Satz 12.2 bewiesen und wir haben sogar die Darstellung
(12.1) m(E) = /V(Ex)du(x) (EeX)
1951
fir das Produktmal 7 erhalten. Indem wir die Rollen von €2; und €25 vertauschen se-

hen wir, dass fiir jedes £ € ¥ die Funktion y — u(EY) messbar ist und wegen der
Eindeutigkeit

(12.2) w(B) = [ w(E)dv(y)

Nun wollen wir untersuchen, wie man Funktionen bzgl. 7 integriert.

Lemma 12.7. Sei f: ;x5 — R messbar. Definiere f,: Qy — R durch f,(y) = f(a,y)
und f°: Q — R durch f°(x) := f(x,b) wobei a € Q,b € Qy. Dann sind f, und f°
messbar.

Beweis. Sei s € R, E = {(z,y) € Q: f(z,y) > s}. Dann ist £ € ¥, da f messbar ist.
Also ist B, = {y € Qy: f(a,y) > s} ={y € Qa: fo(y) > s} in ;. O

Der folgende Satz zeigt, dass Integrale bzgl. m durch iterierte Integrale bzgl. 1 und v
berechnet werden kénnen.

Theorem 12.8 (Tonelli). Sei f: Qy x Qo — [0, 00] messbar. Dann sind die Funktionen
T /f(m,y)dy(y) . Q= [0, 00] und
Qo

yw/ﬂmwwwrﬂb%MM

messbar und

[tin = [ [ s yavtdut)
Q

Q1 Q2

_ //f(x,y)d,u(x)dV(y)'

Qo Q1
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Beweis. a) Sei F € X, f = 1g. Dann ist f(z,y) = 1g,(y) fur alle y € Q. Also ist
[ fz,y)dv(y) = v(E,) und
Qo

[ [ tanartint) = [ v(Edutz)
— (E) = / fdr .

Die Aussage des Theorems 12.8 stimmt also fiir f = 1g. Damit stimmt sie auch fiir
einfache Funktion.

b) Sei 2 = Q4 x Qy und f: Q@ — [0, 00] messbar. Nach Theorem 4.13 gibt es einfache
Funktionen f,,: Q — [0,00) derart, dass f, < f,41 und nlljgl@ folz,y) = f(x,y) fir alle

(x,y) € Q. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt dass

/fxydu —sup/fnxydl/
neN

Damit ist  — [ f(x,y)dv(y): Q1 — [0, 00| messbar und aus dem Satz von Beppo Levi

Qg
/fdw = sup/fndﬁ
nENQ

o sup / / Fulw,y)dv(y)du(z)

Q1 Qo

= / sup / fa(@,y)dv(y)du(z)

neN

- / / f(Qx,y)dV(y)du(:v)-

Q1 Qo

und a) folgt

Damit haben wir die eine Identitét in dem Satz bewiesen. Die andere ergibt sich durch
Vertauschen der Rolle der Variablen. O

Es ist gilinstig unsere Definition der Integrierbarkeit auf Funktionen zu erweitern, die
nur fast tiberall definiert sind.

Definition 12.9. Sei (S, F,\) ein Mafiraum und f: S — R fast diberall definiert. Wir
nennen f integrierbar, falls es eine integrierbare Funktion f: S — R gibt, sodass f = f

f-1i.. Dann setzen wir
/ fd\ = / fdX .
S S

Es ist klar, dass diese Definition nicht von der Wahl von f abhdngt.
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12 Produktmale

Weiterhin betrachten wir 2 = Q; X Q9,2 =31 @Yo, 71 = p R v.
Theorem 12.10 (Fubini). Sei f: @ — R messbar, [ |f|dr < co. Dann ist
)
f(z,2): Qo = R fiir fa. x €

integrierbar, und f(-,y): Q1 — R fir fast alle y € Qs. Die Funktionen

T /f(a;,y)dy(y) Q1 > R und

wﬁ/ﬂ%@@@):fb%R
971

sind integrierbar. Ferner ist

[tin = [ [ s yavtdut)

Q1 Q2

— //f(x,y)d/t(iﬁ)d’/(y)-

Q2 O
Beweis. Aus dem Satz von Tonelli folgt, dass
//f*a:ydl/ Ydu(z) = /f+d7T</\f\d7r<oo
Q Qo

Damit ist g1 (x) := [ f*(z,y)dv(y) < co p—f.ii.. Genauso ist
Qo

ga(x) = /f(af,y)du(y) < oo pu — L.

Nach dem Satz von Tonelli sind g; und g, integrierbar, also ist es auch g = g; — go. Mit
Hilfe des Satzes von Tonelli sehen wir, dass

Q/fdw = /f*dw—ﬂ/f‘dw

- Q/gl(x)du(z) —/92($)d#(5”)
O 931

=‘/@uwﬁmmmwm

= ]/f(l‘,y)dV(y)du(w)-

Q1 Qo
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]

Man kann den Satz von Tonelli benutzen um [ e~ dx zu berechnen. Das folgende

R
Argument stammt von P. S. Laplace (1749-1827): Mémoire sur les probabilités (1778).

Beispiel 12.11. Es ist einerseits

Wenden wir den Satz von Tonelli an so erhalten wir

AN

ye_(1+x2)y2 dxdy

I
\8 0\8 0\8
0\8 0\8

yey /e zy) dxdy
0

eV’ /ez dz dy
0

2

I
0\8

oo

= / e Y dy

0

o0 —+o00
Damit ist [ eV dy = ‘/TE, also [ e dy = /7. m
0 —00
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13 AuRere MaRe

Wir wollen nun eine Methode kennenlernen Mafte zu konstruieren. Sei (2 eine Menge.
Definition 13.1. FEine Funktion m: P() — [0, 00] heifit duferes Mafs falls

(a) m() =0

(b) AcC k['_jl A = m(A) < ém(Ak).

Die Figenschaft (b) nennen wir o-Subadditivitdt.
Aus (b) folgt unmittelbar die Monotonie
AC B=m(A) <m(B) .

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass man sehr leicht ein duferes Maf auf
P(R) konstruieren kann, das auf Intervallen mit der Intervalllinge iibereinstimmt. Des-
wegen ist die folgende elegante Methode insbesondere geeignet, das Lebesguemafs zu
konstruieren. Sie stammt von Carathéodory und assoziiert zu jedem &ufseren Maf eine
natirliche o-Algebra Y,,, sodass die Einschriankung von m auf X, ein Malf ist.

Sei 2 eine Menge und m: P(§2) — [0, oo] ein dufseres Mak.

Definition 13.2. Fine Menge A C Q) heifit messbar, wenn
(13.1) m(Q) =m(Q NA)+m(Q N A°

fur alle Q C Q gilt. Mit 3, bezeichnen wir die Menge aller messbaren Teilmengen von

Q.

Bemerkung. A C () ist genau dann messbar, wenn

(13.2) m(Q) > m(Q N A)+m(Q N A fir alle Q C Q2
da die umgekehrte Ungleichung immer gilt.

Satz 13.3 (C. Carathéodory 1914). Die Menge X, ist eine o-Algebra und m einge-
schrankt auf 33,, ist ein Maf.
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13 AuBere Mafe

Beweis. a) Es ist unmittelbar klar, dass Q2 € ¥,, und A° € %, fiir alle A € 3,,,.
b) Seien A, B € %,,. Wir zeigen, dass AU B € ¥,,. Sei Q C . Dann ist

m(Q) = m(@NA)+m(QnN A

= m(Q@NA) +m(QNA°NB)+m(QN AN B°)
m(Q@NA)UQ@NANDB))+m(QN(AUB)°)
= m(Q@N(AUB))+m(@nN(AUB)°) .

v

Somit ist AUB € %,,,. Damit haben wir gezeigt, dass ¥,, eine Algebra ist. Um zu zeigen,
dass ¥5,, eine o-Algebra ist, reicht also folgendes zu zeigen:
c¢) Sind Ag € ¥, k € N, paarweise disjunkt, so ist

A= UAkGEm

keN

Sei @ C Q. Indem wir (13.1) auf @ N (A; U Ay) statt auf Q anwenden, sechen wir, dass

m(QN (A1 UA)) = m((QN(A1UA))N A
= m(QNA)+m(QNA) .

Wiederholtes Anwenden liefert
i )
m (Qﬂ UAk> => m(@Q@nA)
k=1
fur alle ¢ € N. Damit ist

mQ) = m (Qﬂ UAk> +m (QQ(UAIC)C>

E e k=1
= > m@QnNA)+m (Q n(Y Ak)c>
P k=1

> Zm(@ N Ag) +m(Q N A°)

k=1
tiir alle £ € N. Es folgt

(@)= 3 m(@N A+ m(@n A%

Umgekehrt ist wegen der o-Subadditivitat
m(Q) < m(@NA)+m(QnNA)

o0

< m(Q N Ag) + m(Q N A°)

I
3
)
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Damit ist A messbar und, indem wir () = A wahlen, sehen wir, dass

m(A) =Y m(4) .

Definition 13.4. 1.) Ein Mengensystem R C P () heifst Ring, falls
(a) D eR
(b)) ALBeR= AUB,ANB,A\B¢€R.

2.) Ein Maf$ auf R ist eine Abbildung p: R — [0, 00] derart, dass
(a) u(0) = 0;

(b) A € R,k €N, paarweise disjunkt A := |J Ar € R = p(A) = > u(Ag).
keN k=1

Eine Algebra ist also ein Ring R derart, dass 2 € R. Ist p ein Mafs auf R so sieht
man wie schon bei Mafen auf o-Algebren, dass

(13.3) A C B = p(A) < u(B) fir alle A, B € R Monotonie .
(13.4) Ac|JAr= (A <> u(Ay) (o — Subadditivitit).
k=1 k=1

Satz 13.5. Sei R C P(R2) ein Ring und sei p: R — [0,00] ein Maf. Dann definiert
p*(B) = inf {Zu(Ak): Bc|JAr, A € R}
k=1 k=1
ein dufleres Mafl und es gilt p*(A) = p(A) fir alle A € R. Ferner ist R C 3,,.

Beweis. a) Es ist klar, dass p*()) = 0. Wir zeigen die o-Subadditivitét. Seien B, B,, C

2, B C |J B,. Es ist zu zeigen, dass
neN

p(B) <Y p(B) .

Nehmen wir an, dass ) p*(B,,) < oo (sonst ist nichts zu zeigen). Sei ¢ > 0. Nach der

n=1
Definition von p* gibt es A,, € R, sodass

Z,u(Ank) < w'(Bp)+2 " und B, C U A, .

1 k=1

oo
k=
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13 AuBere Mafe

Damit ist B C |J A4,, und somit
n,k

pAB)S Y Y uAn) < Y (W(Ba) +27")
= Zu*(Bn) +e.

Da e > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.
b) Sei A € R. Dann folgt aus der Definition, dass u*(A) < u(A) (wéhle Ay = A). Um

die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, seien Ay € R, so dass A C |J Ag. Dann ist
k=1

A= J Ax N A. Da p ein Maf ist folgt, dass
k=1

p(A) < Y (A0 A4) < 3 u(A)
k=1 k=1
Damit ist gezeigt, dass pu(A) < p*(A).
c) Sei A € R. Wir zeigen, dass A € X,,. Sei Q@ C Q. Wir wollen zeigen, dass p*(Q) >

p(Q N A) + p*(Q N A°). Sei ¢ > 0. Dann gibt es B, € R, sodass @ C |J By und
LeN

> u(By) < p*(Q) + . Damit gilt
=1

p(RNA) + p(QNA%) <

w (U(BmA)) + pur (U BmAC) <

Da e > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung. O

Wir haben bei dem Beweis von Satz 13.5 nur zwei Eigenschaften von p gebraucht.

(13.5) WAUB) = uw(A) + w(B) (A, B€ER)

(13 " ([] Ak> <3l

k=1
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falls Ay € R,k € N, sodass |J Ar € R. Unsere Voraussetzung war dennoch nicht zu
keEN
stark, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung. Sei R ein Ring und p: R — [0, 00| eine Abbildung derart, dass
(a) (@) =0
(b) u(AUB) = p(A) + u(B) wenn A,B € R, AN B ={ und

(c) w (U Ak> < > (Ag), wenn Ay € R,k € N, paarweise disjunkt sind, sodass
k=1 k=1

U A:C eR.
keN

Dann ist g ein Mak.

Beweis. Seien A, € R,k € N, paarweise disjunkt, sodass A = |J A € R. Wegen (c)

k=1

miissen wir nur zeigen, dass

> u(Ar) < p(A

k=1

Aus (b) folgt die Monotonie von u. Damit ist wegen (a),
b2 (Uad) = ua
k=1 k=1

fiir alle n € N. Das impliziert die Behauptung. [
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14 Das Lebesguemals

Wir nutzen nun die Resultate aus Abschnitt 13, um das Lebesguemafl, und noch allge-
meiner das Lebesgue-Stieltjes-Maf, zu konstuieren.

Sei € :={[a,b): —o0 < a <b< oo}. Mit R bezeichnen wir die Menge der endlichen
disjunkten Vereinigungen von Elementen auf £ und nehmen die leere Menge hinzu.

Lemma 14.1. R ist eine Algebra.

Beweis. a) £ ist N-stabil.
b) Esist AUB € R, wenn A, B € R.
¢)Sind [a,b), [¢,d) € €, so ist [a,b) \ [¢,d) € K.

d) Sei B € R,B = |J Jr mit paarweise disjunkten J, € £. Dann ist [a,b) \ B =
k=1

kﬁ@@\men.
e)

Sei A € R,A = |J Jy mit mit paarweise disjunkten J, € £. Dann ist nach d) fiir

k=1
n

BeR,A\B=J J,\B€eR. 0

k=1

Jedes Element A von R\ {0} lasst sich eindeutig schreiben als

n

(141) A:U[ak,bk) mit a1<b1<a2<b2<---an_1<bn.
k=1

Wir nennen (14.1) die Standarddarstellung von A. Nun wollen wir ein Maf auf R
definieren. Wir wollen nicht nur das Lebesguemaf betrachten, sondern einem Intervall
einen allgemeinen ,Inhalt“ zuordnen. Dazu geben wir eine monoton wachsende, linkssei-
tig stetige Funktion F': R — R vor. Hier ist monoton im weiteren Sinne F(s) < F\(t)
fiir s < t zu verstehen. Nun definieren wir pp: R — [0, 00) durch

pr(@) = 0
pe(A) = Y F(by) = Flay) |

wenn A die Standarddarstellung (14.1) hat.

Satz 14.2. up: R — [0,00) ist ein Maf.
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14 Das Lebesguemalfs

Beweis. 1. Es ist unmittelbar klar, dass ur endlich additiv ist, d.h. wenn
AreRk=1,--- n,

paarweise disjunkt sind, dann ist

[ (O Ak) = iﬂF(Ak) :

Damit ist pp auch monoton.
o

2. Sei [a,b) = U [ax,br) wobei die [ag,br) paarweise disjunkt sind. Wir zeigen, dass
=1

F(by) — F(ay). Wir kénnen annehmen, dass a; = a. Wéhle ¢ € (ay, by)

o

M8

F(b)—Fla) <

B
Il
—

und 0 < & < b—c. Dann ist [¢,b—¢] C | (ag, bx). Nach dem Satz von Heine-Borel gibt
k=1
es N € N derart, dass

N
[c,b—e€] C U[ak,bk> :
k=1

Damit ist

N

la,b— ) C | Jlaw, bi) = A

k=1

Wir kénnen annehmen, dass b; < as < by < ag---, sonst numerieren wir um. Da pup

monoton ist, folgt dass

Fb—¢)—Fla) = pr(la.b—e)) < pr(A)

=
D

(F'(br) = F(ax))

hE

B
Il
—

hE

< (F(br) — F(ax)) -

=
Il
,_.

Da F' linksseitig stetig ist, folgt die Behauptung.
3. Sei [a,b) = |J Ar mit Ay € R, k € N, paarweise disjunkt. Wir zeigen, dass ug([a, b)) <
k=1

00 ng

> np(Ag). Dazu schreiben wir Ay = |J Jge mit Jp € £, = 1,---  ny, paarweise
k=1 =1

disjunkt. Nach 2. ist

pe(fa,0) <03 (i) -

k=1 (=1

Da up(Ax) = Zk pr(Jie), folgt die Behauptung.
=1

4. Sei A € R, sodass A = |J A mit Ay € R,k € N, paarweise disjunkt. Dann ist
k=1
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nach 3. pp(Jy) = pp <Ej Ji N Ak> < i pr(Je N Ag). Somit ist

k=1 k=1
pr(A) =Y pr(Je) <D0 ue(JenAy) = pr(Ay) .
=1 k=1 (=1 k=1

Aus 4. und 1. folgt, dass ur ein Mal ist, siche die Bemerkung nach Definition 13.4. [

Theorem 14.3. Es gibt genau ein Mafs
Ar: B(R) — [0, 00] derart dass Ap(la,b)) = F(b) — F(a) fir —oco <a<b<oo.

Beweis. Nach Satz 13.5 ist uj.: P(R) — [0, 00| ein dukeres Mafs, sodass pj(A) = ur(A)
fiir alle A € R. Sei ¥, die Menge der messbaren Mengen bzgl. m := p}. im Sinne der
Definition 13.2. Somit ist ¥,, nach Satz 13.3 eine o-Algebra und p}, definiert ein Maf
auf 3,,. Da u5([a,b)) = pr([a,b)) = F(b) — F(a) haben wir die Existenz bewiesen. Da
die Menge € := {[a,b): —o0 < a < b < oo} N-stabil ist, folgt die Eindeutigkeit aus Satz
11.8. [l

Fir F = id mit id(z) = z fiir alle x € R setzen wir A := Ar und nennen A das Le-
besguemafs. Damit haben wir also Theorem 2.1 im Fall der Dimension d = 1 bewiesen.
Der Beweis fiir d > 1 ist vollig analog. Alternativ kann man das Lebesguemaf auf B(R?)
also Produktmaf definieren (vgl. Beispiel 12.3). Ist F' monoton wachsend und linksseitig
stetig so nennt man \r das Lebesgue-Stieltjes-Mal$ bzgl. F'. Ist F' zuséatzlich stetig
differenzierbar, so gilt

(14.2) Ar(A) = / F(#) dt

A

fur alle A € B(R) und

(14.3) /f(x)d)\p(:v):/f(a:)F'(x)dX

R R

fiir alle messbaren Funktionen f: R — [0, oo.

Beweis von (14.2). Nach Satz 12.2 definiert pu(A) := [ F'(t) dt ein MaR auf B(R). Der
A

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sagt gerade, dass

p(la, b)) = F(b) — F(a)

wenn —oo < a < b < co. Damit folgt (14.2) aus der Eindeutigkeit in Theorem 14.3. [

Beweis von (14.3). Die Beziehung (14.2) besagt gerade, dass (14.3) fiir f = 14, A €
B(R), giiltig ist. Damit gilt (14.3) auch fiir elementare Funktionen. Sei f: R — [0, 0]
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14 Das Lebesguemalfs

messbar. Dann gibt es elementare Funktionen f,,: R — [0, 00) derart, dass f, < fn11
und lim f,(z) = f(x) fir alle x € R. Damit folgt aus dem Satz von Beppo Levi, dass
n—oo

[ t@aret@) = suw [ fila)dre(a)
= sup / fu(@)F'(z) dx

- / fﬂjx)F’(x) dx .
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