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Aufgabe 1 (Translationshalbgruppen) (3+5)
Es sei I ⊂ R ein offenes nicht-triviales Interval. Wir betrachten die Abbildung T : (0,∞) →
L(Lp(I)). Dabei ist

T (t) : Lp(I)→ Lp(I)

auf Lp(I) für p ∈ [1,∞] definiert durch

(T (t)f) (s) :=
{
f(t+ s) , falls t+ s ∈ I
0 , sonst

für fast alle s ∈ I. Man zeige, dass
(a) T keine C0-Halbgruppe für p =∞ ist.
(b) T eine C0-Halbgruppe für p <∞ definiert.

Hinweis: Man zeige limt→0+‖T (t)f − f‖p = 0 zuerst für stetige f mit kompaktem Träger in I
und benutze das Gleichstetigkeitslemma.

Aufgabe 2 (Ähnliche und quasi-kontraktive C0-Halbgruppen) (3+5*+3)
(a) Es seien X,Y Banachräume, S : X → Y ein bijektiver beschränkter Operator, und T : (0,∞)→
L(X) eine C0-Halbgruppe auf X. Man zeige, dass (0,∞) 3 t 7→ ST (t)S−1 eine C0-Halbgruppe
auf Y definiert.

(b) Man gebe eine C0-Halbgruppe auf Lp(I) (mit p ∈ [1,∞)) für ein Interval I ⊂ R an, die nicht
quasi-kontraktiv1 ist.
Hinweis: Man benutze zur Konstruktion Teilaufgabe (a), wobei T eine Translationshalbgruppe
und S ein geeigneter Multiplikationsoperator ist.

(c) Man zeige, dass die C0-Halbgruppe (0,∞) 3 t 7→ etA für einen beschränkten Operator
A : X → X quasi-kontraktiv ist.

1Man nennt eine C0-Halbgruppe T : (0,∞)→ L(X) quasi-kontraktiv, falls es ein ω ∈ R gibt mit ‖T (t)‖ ≤ eωt

für alle t > 0.
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Aufgabe 3 (Multiplikationshalbgruppen) (4+5*+2)
Es sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum und p ∈ [1,∞]. Weiter sei m : Ω→ C eine messbare Abbildung mit

Rem(x) ≤ C

für ein C > 0 und µ-fast alle x ∈ Ω. Wir definieren die Abbildung

T : (0,∞)→ L(Lp(Ω,Σ, µ)), T : t 7→ T (t) = Mexp(tm).

Dabei ist Mexp(tm) der Multiplikationsoperator zu exp(tm), d.h.

(T (t)f)(x) :=
(
Mexp(tm)f

)
(x) := exp(tm(x))f(x)

für µ-fast alle x ∈ Ω. Man zeige, dass
(a) T nur dann eine C0-Halbgruppe für p =∞ definiert, wenn m in L∞(Ω,Σ, µ) liegt.
(b) T eine C0-Halbgruppe für p <∞ definiert.

Hinweis: Man benutze das Gleichstetigkeitslemma und zeige limt→0+‖T (t)f − f‖p = 0 nur für
Funktionen f auf deren Träger m beschränkt ist.

(c) T eine quasi-kontraktive C0-Halbgruppe ist, falls p <∞ ist.
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