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Aufgabe 1 (Direkte Anwendungen von Hille-Yosida) (54+10%)
In dieser Ausgabe sollen Sie explizit nicht auf Lumer-Phillips zuriickgreifen, sondern Hille-Yosida
direkt benutzen. Versuchen Sie dabei mit moglichst elementaren Methoden die Voraussetzungen
zu lberpriifen.

(a) Essei My, der Multiplikationsoperator zu einer messbaren Funktion m: Q — K auf LP(2, ¥, )
(siehe Blatt 3). Dabei sei (€2, X, 1) ein beliebiger o-endlicher Mafiraum. Man zeige durch direkte
Anwendung des Hille-Yosida Theorems, dass M,, genau dann eine Cy-Halbgruppe erzeugt,
wenn es w > 0 und eine Nullmenge A € ¥ gibt mit Rem(z) < w fiir alle z € A°.

Bemerkung: Wenn man nicht voraussetzt, dass A eine Nullmenge ist, sondern nur die Eigenschaft
u(B) € {0,00} fur alle messbaren B C A fordert, kann man wieder auf die Voraussetzung
o-endlich verzichten.

(b) Essei A: D(A) — Cp(R) gegeben durch Af = f”. Man zeige, dass A eine Cy-Halbgruppe auf
Co(R) erzeugt, indem man die Voraussetzungen von Hille-Yosida iiberpriift. Dabei ist

D(A)={f € C*R): f,f" € Co(R)}.

Aufgabe 2 (Direkte Anwendung von Lumer-Phillips) (54+5%)
Zeigen Sie durch Anwendung von Lumer-Phillips, dass die unten definierten Operatoren A
(Dirichlet-Laplace auf (0,1)) und B (Neumann-Laplace auf (0,1)) eine Cp-Halbgruppe erzeugen.

(a) Essei A: D(A) — Cp((0,1)) gegeben durch Af = f”. Dabei ist
D(A) = {f € C*([0,1]) = f,f" € Co((0,1))}.
(b) Es sei B: D(B) — C([0,1]) gegeben durch Bf = f”. Dabei ist
D(B)={f e C*([0,1]): [ € Co((0,1))}.

Aufgabe 3 (Tensorprodukt von Cy-Halbgruppen auf Cy(2)) (5*4+2*%43%)
Es seien 1, Q9 zwei lokal kompakte Hausdorfl-Rdume. Es sei T; eine Cy-Halbgruppe auf Cy(€2)
mit Erzeuger A; und T3 eine Cp-Halbgruppe auf Cy(€22) mit Erzeuger Ag. Fiir f € Cp(€21) und
g € Cp(92) definieren wir f ® g € Co(1 x Qg) tber (f ® g)(z,y) = f(x)g(y) fir alle x € Q; und
alle y € Q.

(a) Man zeige, dass es genau eine Cp-Halbgruppe T" auf Cp(21 x Q2) gibt mit T'(¢)(f ® g) =
(Th(t) f) ® (T2(t)g) fir alle f € Co(21) und g € Cp(£2).

(b) Man zeige, dass der Erzeuger von T gegeben ist durch den Abschluss des Operators A: D(A) —
Co(Q1 x Q) mit A(f ® g) = (A1f) ® g+ f @ (Azg) und

D(A) =span{f®@g: [ € D(A1), g€ D(Az)}.
(c) Man zeige, dass der Abschluss von A: D(A) — Cp(R x [0,1]) mit Af = Af und
D(A) = {f € C*Rx[0,1)) : f,Af € Co(R x [0,1]) und Orf(-,0) = Do f(-,1) = 0}

eine Cp-Halbgruppe auf Cy(R x [0,1]) erzeugt. Bemerkung: Man kann sich nun sehr leicht
viele verschiedene Beispiele von Cp-Halbgruppen aus eindimensionalen zusammenbasteln.

Bitte wenden!
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Aufgabe 4 (Interpretation der Ergebnisse) (10)
Formulieren Sie die Aussage in Aufgabe 1 (b) und Aufgabe 2 (b) ganz explizit in Aussagen
iiber ein Anfangsrandwertproblem um. Man versuche dabei moglichst nur elementare Begriffe
zu verwenden (beispielsweise nicht ,die Funktion f: [0,00) — Cy(R) ist differenzierbar- man
versuche dies lieber tiber Eigenschaften von ¢(t,z) = f(t)(z) auszudriicken.)
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