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Achten Sie auf vollstdndige, saubere und schliissige Argumentation! 100 Punkte sind 100%.
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Aufgabe 1 (Gleichungssysteme) (15)
Man gebe abhéngig von o € R eine Parametrisierung der x = (x1, 2, x3, x4, 5, Tg) € RS an,
welche das Gleichungssystem

3xr1 + 3z + 223 + x4 + 225 4+ 4dxg = O
r1 + 12 + T3 + 25 + =z = 1
201 + 229 + 3 — x4 + x5 + x5 = 1

r3 — X4 + X5 T = «

16sen.

Losung von Aufgabe 1: Das Gleichungssystem ldsst sich schreiben als Az = b fiir

1
0
-1
-1

und r =

SN = W
SN =W
== =N
— o= =N
O R~ O

T6

Wir kénnen also den Gauf-Algorithmus benutzen, um dieses Gleichungssystem zu 16sen. Zunéchst
bringen wir (A|b) auf Zeilenstufenform durch elementare Zeilenumformungen:

332 1 2 410 111 0 1 1/[1Y)\ (1D
1110 101 |1 332 1 2 4]0/ ()
Mb)=19 91 211 1|1 |7221 211 1|1
001 -1 1 —1|a 001 -1 1 —1|a
11 1 0 1 1]1
Lloo0 -1 -1 =3 | (D)-3()
00 —1 -1 —1 —1|-1 | (m)-2(1)
00 1 -1 1 -1|a
11 1 0 1 1] 1
Lloo0 11 -1 1) -3
00 0 —2 0 —2| 2 (I11)— (1)
00 0 0 0 |la=3/) (IV)=(1)
111 0 1 1] 1
N B N O T B —(11)
000 1 0 1| —1 [ —1p1m
000 0 0 0 |a—3

Das Gleichungssystem hat also keine Losung, falls o # 3 ist. Die Losungsmenge ist also (). Wir
konnen also nun mit o = 3 weiterrechnen. Durch Riickwartssubtitution bekommen wir die spezielle
Losung
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Weiter erhalten wir durch Riuckwiértssubstitution eine Basis von Los(A4, 0):

|
—_

(el olall

Wir erhalten also eine Parametrisierung von der gewiinschten Losungsmenge Los(A, b) iiber

-1
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Aufgabe 2 (Diagonalisierung) (30)

311 1 1 92 1 2 4 -1 1 11 2 1
03 1 2 10 1 4 5 1 1 11 -2 1
00 3 2|’ 11 2 |- 1 0 1]"f0 0 1 =3
000 3 1 1 1 3 00 3 1

Entscheiden Sie welche der Matrizen reell und welche komplex diagonalisierbar sind. Geben Sie
zudem fiir eine der Matrizen A eine explizite Matrix T € GL(n,C) an, fiir welche T~'AT eine
Diagonalmatrix ist.

Lésung von Aufgabe 2: Wir geben den Matrizen Namen:

311 1 191 2 4 -1 1 11 2 1
03 1 2 4 5 1 1 11 -2 1
A= 00 3 =2 » B = 1 (1) ; » 0= -11 0 1 » D= 00 1 =3
000 3 1 1 1 3 00 3 1

Die Matrix A hat nur den Eigenwert 3 und ist keine Diagonalmatrix. Deshalb kann A weder reell
noch komplex diagonalisierbar sein.

Die Matrix C' ist eine reelle und symmetrische Matrix. Deshalb kénnen wir den Spektralsatz
anwenden. Dieser besagt, dass eine solche Matrix orthogonal reell diagonalisierbar ist. Insbesondere
ist also C' reell und komplex diagonalisierbar.

Fiir die Matrix D berechnen wir zunéchst das charakteristische Polynom

1—x 1 2 1

11—\ -2 1 1—x 1 1—\ -3

pp(A) =det | 0 1-XA =3 _det<1 1—A>det<3 1—)\>
0 31—\

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms und damit die Eigenwerte von D sind also
0,2,1+ 3i,1— 3.

Weil die Matrix nicht-reelle Eigenwerte hat, kann diese nicht reell diagonalisierbar sein. Weiter
hat D vier verschiedene Eigenwerte. Deshalb ist D komplex diagonalisierbar.
Fiir die Matrix B berechnen wir zunichst das charakteristische Polynom. Dieses ergibt sich zu

1—-X 2 1 -A—-1 2 1
pB(A) = det 1 =X 1 =det| 1+X -2 1
1 1 2-A 0 1 2-A
-1 2 1 -1 0 0
=A+1Ddet| 1 =X 1 =A+1Ddet| 1 2—X 2
0 1 2-2A 0 1 2—A

= —(A+1)det (21A 23A> =—(A+D((2-N?*-2)

Die Eigenwerte ergeben sich als Nullstellen von pp zu
~1,24+ V2,2 — V2.

Die Matrix B hat also 3 verschiedene reelle Eigenwerte. Diese ist also komplex und reell diagona-
lisierbar.
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Wir geben nun eine Matrix T € GL(n, C) an derart, dass T~ 'BT diagonal ist. Dazu berechnen
wir eine Basis von Eigenvektoren fiir die Eigenrdume.
Wir beginnen mit einer Basis fiir Eig(B, —1) (wir benutzen den Gauf-Algorithmus):

2 2 1 11 1
B+E;=|111]|=]0 0 -1
113 00 0

Es ergibt sich also eine Basis des Eigenraums zu (Riickwértssubstitution)

-1
1
0

Nun suchen wir eine Basis von Eig(B,2 + /2) (wir benutzen den Gauf-Algorithmus):

—1-v2 2 1 7 0 0 0
B—(2+V2)E; = 1 o-va o1 |1 2oz 1

1 1 —V2 1 1 -2

1 1 -2
=0 =3-v2 1+2
0 0 0

Durch Riickwértssubstitution bekommen wir die Basis des Eigenraumes

1+2v2
1+v2
3+v2

Aus Symmetriegriinden ist dann
1-2V2
1-+/2
3-V2

eine Basis zum Eigenraum Eig(B,2 — v/2). Weil die Vektoren

~1 1+2V2 1—-2v2
L], 1+v2 |, 1-v2
0 3+42 3—-v2

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind, sind diese linear unabhéngig und damit eine
Basis von C? nach dem Basiserginzungssatz. Damit ist die Matrix

—1 142vV2 1-2V2
T=|1 1+v2 1—-2
0 34+vV2 3-V2

invertierbar (weil die Spaltenvektoren eine Basis sind) und (weil die Spalten Eigenvektoren sind)
ist

—1 0 0
T'BT =10 2+2 0
0 0 2—42

diagonal wie verlangt.
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Aufgabe 3 (Darstellungsmatrizen) (10+10)
Man betrachte die lineare Abbildung

frPy(R) = RY, f:pe (p(1),p(2),0(1),0'(2))

auf dem Raum der Polynomfunktionen Py(R) mit Basis B = (€1, €3, é4, 2, &), wobei é;(x) = =¥

fir k =0,1,2,3,4 gilt, nach R* mit der Basis A = (e4, €3, 2, 1) bestehend aus Einheitsvektoren.
Geben Sie wie iiblich jeweils Begriindungen fiir ihre Ergebnisse zu folgenden Aufgaben!

(a) Man berechne die Darstellungsmatrix A = A5 (f).
(b) Fiir die Matrix A aus Teil (a) und b = (3,1,2,0) € R* wurde

Los(A, b) = {(—1 —12a, —6a,a,1+ 13a,4a) €R® : a € R}

berechnet. Geben Sie eine Parametrisierung der p € P4(R) an, die p(1) =0, p(2) =2, p/(1) =1
und p/(2) = 3 erfiillen.

Losung von Aufgabe 3:

ad (a): Esist f(é1) = (1,2,1,1) = eq + e3+2e2 + e und damit ist die erste Spalte von A gegeben
durch (1,1,2,1). Genauso ist wegen f(é3) = (1,8,3,12) = 12e4 + 3e3 + 8ez + e und damit ist die
zweite Spalte von A gegeben durch (12, 3,8,1). Wegen f(é4) = (1,16, 4,32) = 32¢e4+4es+16ea+e;
ist die dritte Spalte von A gegeben durch (32,4,16,1). Die letzten beiden Spalten kann man
genauso aus f(é2) = (1,4,2,4) und f(éy) = (1,1,0,0) ablesen. Es ergibt sich

1 12 32 4 0
B |13 4 20
A=A(f) = 2 8 16 4 1
1 1 1 11

ad (b): Es sei T: R®> — P4(R) die invertierbare lineare Abbildung mit T'(e1) = &1, T(e2) = €3,
T(e3) = é4, T(eq) = &2, T(e5) = ég. Genauso sei S: R* — R* die lineare Abbildung, die durch
S(e1) = eq, S(e2) = e3, S(ez) = ex und S(eq) = e; festgelegt ist. Wir suchen eine Parametrisierung
der p € Py(R) mit f(p) = (0,2,1,3). Nun ist aber wegen

f(p)=1(0,2,1,3) & 57 f(p) =57'(0,2,1,3) = b AT 'p) = S~ f(T(T"'p)) = b
& T 'p e Los(A,b) & p € TLés(A,b)

eine Parametrisierung gegeben durch
T Lés(A, b) = {T(—l — 120, —6a,a,1+ 13a,4a) €R*: a € R}
mit anderen Worten ist
{p € ]P’4(R)’ JaeR: p(z) = (—1 —12a)x — 6az® + az’ + (1 + 13a)2? + 4a fiir alle z € R}

die gesuchte Parametrisierung.
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Aufgabe 4 (Die Spur einer linearen Abbildung) (15)
Diese Aufgabe haben Sie bereits auf einem Ubungsblatt bearbeitet. Verwenden Sie daher nur das
iiber die Spur, was hier angegeben ist. Wir definieren die Spur einer Matrix A = (a;;) € K"*"
iiber

n
Tr A= Z Akl -
k=1

Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass Tr(AB) = Tr(BA) fir alle A, B € K™*"™ gilt. Weiter sei
V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B und f: V — V linear. Man zeige, dass
Tr f:=Tr Ag( f) unabhéngig von der Wahl der Basis B ist.

Losung von Aufgabe 4: Es sei A eine weitere Basis. Dann gilt wegen der Transformationsformel
AL(f) =571 AB(H)S
fir ein S € GL(n,K). Dann ist aber
Tr A4(f) = Tr (SPAR()S) = Tr (AR(£)9S ™) = Tr (AB(f)En) = Tr AE(S)

und damit Tr f := Tr Ag( f) unabhéngig von B wie verlangt.
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Aufgabe 5 (Bonusaufgabe) (20)
Es sei A € C™™ und B € C"™*™.

(a) Man zeige 0(AB)\{0} = oc(BA)\{0}.

(b) Es sei nun AB diagonalisierbar und rg B = m. Man zeige, dass BA diagonalisierbar ist.

Lésung von Aufgabe 5:

ad (a): Es sei A # 0 ein Eigenwert mit Eigenvektor z von AB, dann ist Bz # 0, sonst wire
Ar = ABx = 0 und damit A = 0. Weiter ist BA(Bx) = B(AB)x = ABz. Es ist also Bz ein
Eigenvektor von BA zum Eigenwert .

Wir haben also 0(AB)\{0} C 0(BA) gezeigt. Aus Symmetriegriinden folgt dann o(AB)\{0} =
o(BA)\{0}.

ad (b): Es sei vy, ...,v, eine Basis von Eigenvektoren zu AB und zugehorigen Eigenwerten
ALy .oy Ap. Dann ist By, ..., By, ein Erzeugendensystem, weil Fp wegen dim Fp(C") =rg Fp =
rg B = m surjektiv ist und surjektive Abbildungen Erzeugendensysteme auf Erzeugendensysteme
abbilden. Mit dem Basisauswahlsatz kann man eine Basis B aus Bvy, ..., Bv, auswihlen. Wegen
BA(Bv;) = B(AB)v; = A\; Bv; besteht diese Basis B dann aus Eigenvektoren von BA. Damit ist
auch BA diagonalisierbar.
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Aufgabe 6 (Multiple-Choice) (21)
Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben. Es kénnen mehrere Antworten pro Teilaufgabe richtig
sein. Markieren Sie mit einem Kreuz alle richtigen Aussagen. Sie erhalten die volle Punktzahl
der Teilaufgabe (3 Punkte), wenn Sie genau die richtigen Aussagen markiert haben. Je falsch
gesetzem oder fehlendem Kreuz wird Thnen ein Punkt von der Maximalpunktzahl der Teilaufgabe
abgezogen. Die Punktzahl einer Teilaufgabe wird auf Null aufgerundet, sollte diese negativ sein.
Die erreichte Punktzahl der Aufgabe entspricht der Summe der Punkte der Teilaufgaben.

Die Antworten sind auf ein gesondertes Antwortblatt fiir diese Aufgabe einzutragen.

(a)

(b)

Es sei K ein endlicher Kérper und A, 4 € K, dann gilt

O (K,-) ist eine Gruppe O 14+1+14+1#0 0O Ag =0 impliziert A =0 oder =0

O (K, +) ist eine Gruppe O (K, —) ist eine Gruppe O char K ist eine Primzahl

Welche der folgenden Mengen sind Gruppen beziiglich der Matrixmultiplikation (n > 1)7
00Omn) of{AeRvm: ATA=E,} oO{AceRv": AT = A}

OGL(;K) of{AeZ™™: detA#0} O{AcZ"": detA==£1}

Es sei V' ein reeller Vektorraum der Dimension 5 und Uy, Us zwei Untervektorrdume der
Dimension 3. Was ist unter den Voraussetzungen moglich?

O dim(U; +Uz) =6 0O U; ist nicht endlich erzeugt 0O Ui N Uy ist kein Untervektorraum
oU1+U;=V 0DOU ®Uy=V 0OU;UU, ist ein Untervektorraum

Es seien A und B #hnlich und C' eine weitere Matrix gleicher GroBe. Uber die Ahnlichkeit
lasst sich folgende Aussage treffen:

O A, B sind Darstellungsmatrizen derselben linearen Abbildung f: V —V Odet A=det B
O pa=pp 0O pa=pc, dann sind A und C' dhnlich O pa = pc habe keine mehrfache
Nullstelle, dann sind A und C' dhnlich 0O A und B sind dquivalent

Es sei f: V — V eine lineare Abbildung und V endlich erzeugter euklidischer Vektorraum.
Welche Aussagen sind richtig?

O Ag( f) ist diagonal fur eine geeignete Basis B O f injektiv genau dann, wenn f surjektiv
0 f~(v) fiir v € f(V) ist ein affiner Unterraum O f surjektiv, wenn f(v) = 0 immer v = 0
impliziert 0O Aé( f) ist diagonal mit Einsen und Nullen auf der Diagonalen fiir geeignete
Basen B, A O Aé( f) ist diagonal mit Einsen und Nullen auf der Diagonalen fiir geeignete
ONBs B, A

Es sei f: R™ — R™ eine isometrische Abbildung mit f(0) = 0. Dann gilt:

O fist linear 0O f(e1), ..., f(en) ist eine ONB von R™. O f ist eine Spiegelung oder Drehung
fallsn =2 O f(v)| = ||v| fir ve R® 0O f ist bijektiv O f ist injektiv

Es sei A € C™*™ unter welchen Voraussetzungen ist A diagonalisierbar?

0AT =A 0AT = AcR™™ 0O A hat n verschiedenen Eigenwerte O A hat n Eigenwer-
te, wenn man diese mit der algebraischen Vielfachheit zahlt. O A hat n Eigenwerte, wenn
man diese mit der geometrischen Vielfachheit zéhlt. O p4 hat keine mehrfache Nullstelle.

Lésung von Aufgabe 6:

(a) Es sei K ein endlicher Korper und A, p € K, dann gilt

O (K,-) ist eine Gruppe O1+14+14+1#0 ® Au =0 impliziert A =0 oder =0
® (K, +) ist eine Gruppe O (K, —) ist eine Gruppe X charK ist eine Primzahl

(b) Welche der folgenden Mengen sind Gruppen beziiglich der Matrixmultiplikation (n > 1)7

ROMm) R{AcR™: ATA=F,} oO{AecR™": AT = A}
X GL(n;K) 0O{AeZ™": detA#0} ®R{AecZ"": detA==+1}

(c) Es sei V ein reeller Vektorraum der Dimension 5 und Uj, U zwei Untervektorrdume der

Dimension 3. Was ist unter den Voraussetzungen moglich?

O dim(Uy + Uz) =6 0O Uy ist nicht endlich erzeugt 0O Uy N Us ist kein Untervektorraum
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RKU1+Us;=V 0OU ®Uy=V &K U;UU; ist ein Untervektorraum

(d) Es seien A und B &hnlich und C' eine weitere Matrix gleicher GréBe. Uber die Ahnlichkeit
lasst sich folgende Aussage treffen:

X A, B sind Darstellungsmatrizen derselben linearen Abbildung f: V -V XK det A =det B
K pa =pg 0O pa = pc, dann sind A und C' dhnlich X ps4 = pc habe keine mehrfache
Nullstelle, dann sind A und C dhnlich &K A und B sind dquivalent

(e) Essei f: V. — V eine lineare Abbildung und V endlich erzeugter euklidischer Vektorraum.
Welche Aussagen sind richtig?

O Ag( f) ist diagonal fiir eine geeignete Basis B R f injektiv genau dann, wenn f surjektiv
R f1(v) fiir v € f(V) ist ein affiner Unterraum ® f surjektiv, wenn f(v) = 0 immer v = 0
impliziert ® Af(f) ist diagonal mit Einsen und Nullen auf der Diagonalen fiir geeignete
Basen B, A O Aé( f) ist diagonal mit Einsen und Nullen auf der Diagonalen fiir geeignete
ONBs B, A

(f) Essei f: R" — R" eine isometrische Abbildung mit f(0) = 0. Dann gilt:
X f ist linear ® f(ey1),..., f(e,) ist eine ONB von R™. ® f ist eine Spiegelung oder
Drehung falls n =2 ® || f(v)|| = ||v| fir v € R® ® f ist bijektiv & f ist injektiv

(g) Essei A € C"*" unter welchen Voraussetzungen ist A diagonalisierbar?

0AT = A ® AT = A € R & A hat n verschiedenen Eigenwerte 0O A hat n
Eigenwerte, wenn man diese mit der algebraischen Vielfachheit zéhlt. X A hat n Eigenwerte,

wenn man diese mit der geometrischen Vielfachheit zdhlt. X ps hat keine mehrfache
Nullstelle.
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