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Ubungsaufgaben sind abzugeben am Freitag 20.1.2017 um spitestens 10ct.

Aufgabe 1 (LP*° sind Quasi-Banachrdaume) (10)
Es sei X ein Banachraum und p € [1,00]. Zeigen Sie, dass LP*°(Q, X)) mit der gewohnlichen
Quasi-Norm ein Quasi-Banachraum ist.

Aufgabe 2 (Interpolation und p-Multiplikatorbereich) (10)
Es sei m € L®(R?). Man zeige, dass

{pe[l,0): me ./\/lp(]Rd)}

eine nicht-triviales offenes oder abgeschlossenes (in der relativen Topologie) Intervall in [1, 00) ist
und die Endpunkte a, b dieses Intervalls a=! + b~! = 1 erfiillen.

Aufgabe 3 (LY ist nicht isomorph zu einem Banachraum) (10)
Zeigen Sie, dass es auf L*°(R) keine Norm geben kann, die #quivalent zur kanonischen Quasi-
Norm ist.

Bemerkung: Dies ist fiir L"?(R) und p > 1 nicht mehr der Fall (siehe Zusatzaufgabe 6).

Aufgabe 4 (FEin neues Resultat zur automatischen vektorwertigen Erweiterung) (10)
Man benutze Zusatzaufgabe 8 auf diesem Blatt, um zu beweisen, dass es fiir jeden beschréankten
Operator T': LP(€1) — LP(22) und jedes ¢q zwischen zwei und p genau ein beschréankter Operator

S': Lp(Ql, Lq(Qg)) — LP(QQ, Lq(Qg))
existiert mit S(f - g) = T(f)g fiir alle f € LP(€;) und g € L(Qs3).

Aufgabe 5 (Fine Anwendung des Interpolationssatzes von Marcinkiewicz) (10%)
Es sei p), ein Maf3 auf R?, welches absolut stetig beziiglich des Lebesgue-MaBes A ist und Dichte
|z|%P=24 hat. Man zeige, dass fiir alle p € (1,2] eine Konstante C,, existiert mit

IF floe e,y < Cpll fllLoma,n

fiir alle f € LP(R9, \).
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Zusatzaufgabe 6 (LP* ist isomorph zu einem Banachraum firp > 1) (10%)
Es sei p € (1,00), X ein Banachraum und (2, X, 1) ein Mafiraum. Man zeige, dass auf LP->°(£2, X)

1717 = sup () [l

AeX, pu(A)<oo

eine zur kanonischen Quasi-Norm aquivalente Norm definiert.
Bemerkung: Nach Aufgabe 3 ist dies derartiges fiir p = 1 nicht mdoglich.

Zusatzaufgabe 7 (Fouriertyp und absolute Konvergenz der Fourierreihe) (10%)
Wir sagen, dass ein Banachraum X Fouriertyp p € [1,2], falls f € L) (R, X) automatisch
fe ¢9(Z, X) impliziert, wobei wie iiblich p~! + ¢~ = 1 gelte. Man zeige, dass, falls X Fouriertyp
p > 1 hat, fiir jedes f € C3_(R, X) die Fourierreihe

e A
> fk)
k=—o00
absolut konvergiert.
Bemerkung: H. Konig hat gezeigt, dass auch die Riickrichtung gilt. Siehe dazu auch die
Bemerkung in Kapitel 5 im Skript (Woche 4).

Zusatzaufgabe 8 (Eine Verallgemeinerung des Interpolationssatzes von Riesz-Thorin) — (10%)
Es sei 6 € [0,1] und T': L*ZOTO(QQ)(Ql) NLY, () (1) = M (23 x Q4) ein linearer Operator mit

HTf||LqLOSO(Q4)(Q3) < CO”f”Lpo (1)

L70(29)
TSz, 00 < CllFlizs, o0y

Dann gilt auch
1-6 ~6

||Tf||L2959(Q4>(Q3) < CO Cl HfHL’L’%G(QZ)(Ql)-
fiir p,t = (1 —O)py ' +0p1t, ¢t = (1 —0)gyt + 07", ' = (1 —0)rg' +60r7! und s;' =
(1 —0)sy* + 0s7! wie iiblich.
Bemerkung: Es sei bemerkt, dass sowohl der Interpolationssatz von Riesz-Thorin wie auch der
Interpolationssatz von Marcinkiewicz jeweils Spezialfille einer allgemeineren Interpolationstheorie
sind. Dieses Resultat ist ein weiterer Einblick in diese allgemeinere Theorie.
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