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Harmonische Analysis
Ubungsaufgaben sind abzugeben am Freitag 27.1.2017 um spitestens 10ct.

Aufgabe 1 (Sind die einfachen Funktionen dicht in schwach-LP ?) (10)
Zeigen oder widerlegen Sie, dass die einfachen Funktionen mit Triger von endlichem Maf dicht
in LP>°(R) sind. Was ist mit den Funktionen aus LP(R)? Sind diese dicht in LP*°(R)?

Aufgabe 2 (Hausdorff-Young Ungleichung) (10)

(a) Man zeige, dass F, aus Korollar (18.4) im Skript nichts anderes als F: S'(R%) — S'(R9)
eingeschriinkt auf LP(RY) ist.

(b) Es sei p € [1,2] und ¢ € [2, 00| derart, dass p~! + ¢! = 1 gilt. Man zeige fiir f € L5_(R)

(Fo), ., Sz,

Aufgabe 3 (Mazimalfunktion zu Wiirfeln) (10)
Es sei W die Menge der Wiirfel in R%. Man zeige, dass der Operator My definiert iiber

(Mwf)(x) = sup ][If )| dy

zeWew

eine schwache (1,1) Abschitzung und eine starke (p, p) Abschétzung fiir p > 1 erfiillt. Man folgere,
dass fiir f € LL _(RY) fiir fast alle z € R

lim fW ) dy = £(2)

diam(W)—0
zeWew
gilt.
Aufgabe 4 (Mazimalfunktion zu achsenparallelen zentrierten Rechtecken) (10)

Es sei R die Menge der achsenparallelen Rechtecke in R? mit Mittelpunkt 0. Wir definieren Mg
iiber

(Mr f) (z) = sup f+R @)l dy.

ReR
Man zeige

(a) Mg erfillt eine starke (p,p) Abschatzung fiir p > 1.
(b) Mpg erfullt keine schwache (1,1) Abschatzung, falls d > 1.

Bitte wenden!


https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/members/arendt/
https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/members/manuel-bernhard/
https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws16/harmana/

Zusatzaufgabe 5 (Einfache Aussagen tiber den Fouriertyp) (10%)
Es sei p € [1,2] und ¢ € [2,00] mit p~' 4+ ¢! = 1. Wir sagen X hat Fouriertyp p, falls
feLb (R, X) stets f € ¢4(Z, X) impliziert (siehe Blatt 10 Zusatzaufgabe 7). Man zeige folgende
Aussagen:

(a) Ein Banachraum hat stets Fouriertyp 1.

(b) Man zeige, dass ¢£°° nicht Fouriertyp p hat fiir irgendein p > 1.

(¢) Wenn ein Banachraum Fouriertyp p hat, dann hat er auch Fouriertyp ¢ fiir ¢ € [1, p].
(d) Ein Hilbertraum hat jeden Fouriertyp p € [1,2]

(e) Man zeige, dass LP(Q) Fouriertyp min{p, ¢} hat, wobei p~! 4+ ¢~1 = 1.

Zusatzaufgabe 6 (Aquivalente Definition des Fouriertyps) (10%*)
Es sei X ein Banachraum, p € [1,2] und ¢ derart, dass p~! + ¢~ = 1 gilt. Man zeige, dass
folgende Aussagen adquivalent sind:

(a) X hat Fouriertyp p (siehe die vorige Zusatzaufgabe 5 oder Zusatzaufgabe 7 auf Blatt 10)
(b) f e L% (R) impliziert Ff € L% (R)

Zusatzaufgabe 7 (Differentiationssatz fiir zentrierte achsenparallele Rechtecke gilt) (10%)
Es sei R die Menge der achsenparallelen Rechtecke in R? mit Mittelpunkt 0. Es sei f € LP(R?)
fir p > 1. Man zeige, dass

f(z) = lim ][+R f(y)dy

diam R—0
ReR
fiir fast alle 2 € R? gilt.
Zusatzaufgabe 8 (Differentiationssatz fir zentrierte achsenparallele Rechtecke gilt nicht) (10*)

Es sei R die Menge der achsenparallelen Rechtecke in R mit Mittelpunkt 0 und d > 1. Man
konstruiere eine Funktion f € L'(RY) mit der Eigenschaft, dass

limsup fly)dy = o0
diam R—0Jz+R
ReR

flir z aus einer Menge mit positivem Maf gilt.

Bemerkung: Unter gewissen schwachen Voraussetzungen sind schwache Abschétzungen von
Maximaloperatoren fiir gewisse Mengensysteme tatséchlich dquivalent zur Giiltigkeit des Differen-
tiationstheorems fiir diese Mengensysteme.

https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws16/harmana/ (X 40+40%)


https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws16/harmana/

