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Aufgabe 1 (Konvergenz fast überall und in Lp) (10)
An einigen Stellen, zum Beispiel bei der Konvergenz der Fourierreihe, haben wir Konvergenzen in Lp
festgestellt. Ein offenes Problem war stets, ob die Konvergenz auch punktweise fast überall richtig
ist. In dieser Aufgabe wollen wir nochmal die Bezeihung zwischen den beiden Konvergenzarten
wiederholen.
Finden Sie eine Folge fn ∈ Lp([0, 1]), die gegen f ∈ Lp([0, 1]) in Lp([0, 1]) für alle p ∈ [1,∞) aber
nicht fast überall konvergiert. Zeigen Sie weiter, dass es aber für jede Folge fn ∈ Lp([0, 1]) (für
p ∈ [1,∞) fest), die gegen f ∈ Lp([0, 1]) in Lp([0, 1]) konvergiert eine Teilfolge existiert, die fast
überall gegen f konvergiert.

Aufgabe 2 (Fouriertransformation für hilbertraumwertige L2-Funktionen) (10)
Es seien f, g ∈ S(Rd, H) für einen Hilbetrtaum H. Man zeige∫

Rd
(Ff |g)H =

∫
Rd

(f |Fg)H ,

∫
Rd

(Ff |Fg)H =
∫
Rd

(f |g)H

und, dass sich die Fouriertransformation zu einem unitären Operator auf L2(Rd, H) fortsetzt.

Aufgabe 3 (Stark wachsende Funktionen als temperierte Distributionen) (10)
Man zeige, dass es keine temperierte Distribution u gibt mit

〈u, φ〉 =
∫
R
etφ(t) dt

für alle φ ∈ D(R) aber eine temperierte Distribution v mit mit

〈v, φ〉 =
∫
R
et sin(et)φ(t) dt

für alle φ ∈ D(R) existiert.

Aufgabe 4 (Cauchy-Hauptwerte als temperierte Distributionen) (10)
Es sei K : Rd\{0} → R eine messbare Funktion, die |K(x)| ≤ c|x|−d für ein c > 0 erfüllt. Weiter
existiere

lim
ε→0+

∫
1>|x|>ε

K(x) dx.

Man zeige, dass
〈p.v. K,φ〉 := lim

ε→0+

∫
|x|>ε

K(x)φ(x) dx

für alle φ ∈ S(R) eine temperierte Distribution p.v. K definiert.
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Zusatzaufgabe 5 (Approximationen der Delta-Distribution) (10*)
Stattet man S ′(Rd, X) mit der Topologie der punktweisen Konvergenz aus, so konvergiert eine
Folge (un)n∈N von temperierten Distributionen genau dann gegen u, wenn

〈u, φ〉 = lim
n→∞

〈un, φ〉

für alle φ ∈ S(Rd) gilt. Man zeige, dass die zu

fn(x) = n exp(−πn2x2),

und
gn(x) = 1

πx
sin(nx)

gehörigen temperierten Distributionen S ′(R) gegen δ0 konvergieren für n→∞.

Zusatzaufgabe 6 (Approximationen von temperierten Distributionen) (10*)
Es sei u ∈ S ′(Rd, X) eine temperierte Distribution und φ ∈ S(Rd) eine Schwarzfunktion. Man
zeige, dass

u ∗ φ : Rd 3 t 7→ 〈u, φ(t− ·)〉 ∈ X

eine glatte Funktion definiert.
Man zeige nun noch, dass es für jedes u ∈ S ′(Rd, X) eine Folge (φn)n∈N aus S(Rd, X) gibt, die
gegen u konvergiert (siehe Zusatzaufgabe 5 für die Konvergenz von temperierten Distributionen).

Zusatzaufgabe 7 (Die Fouriertransformation verhält sich schlecht auf Lp für p > 2) (10*)
Es sei p > 2. Man zeige, dass kein C > 0 gibt derart, dass

‖Ff‖L1(B(0,1)) ≤ C‖f‖Lp(Rd)

für alle f ∈ S(Rd) gilt. Insbesondere ist die Fouriertransformation auf Lp(Rd) nicht beschränkt
nach Lq(Rd) für irgendein q ∈ [1,∞].

Zusatzaufgabe 8 (Wann sind stetige Funktionen temperierte Distributionen?) (10*)
Es sei f : R→ R eine stetige Funktion. Man zeige, dass es genau dann eine temperierte Distribution
u mit

〈u, φ〉 =
∫
R
f(t)φ(t) dt

für alle φ ∈ D(R) gibt, wenn es ein n ∈ N und ein F ∈ Cn(R) ∩ Pol(R) gibt mit F (n) = f .
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