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1.

4.

Sei I = (0,1), f € La(I), a € Loo(I), und es gebe ein ag > 0, sodass a(z) > ap fir f.a.
x € I. Dann ist aus der Vorlesung bekannt, dass das Randwertproblem

{—(a(x)u’(z))’ = f(z), zel
w(0) = u(1) =

[an)}

genau eine schwache Losung u € H L(I) besitzt.

Zeige, dass fiir alle m € INU {0} gilt:

feH™I)und a € Cm+1(7) =>uc Hm+2(—7)~

Sei a: (0,2) — R definiert durch a(z) = v2x — 2. Gesucht ist eine Funktion u: [0,2] — R,
die das Randwertproblem

16st.

(a) Ist die Theorie aus der Vorlesung (vgl. Satz 2.83) hier anwendbar?

(b) Lose das Randwertproblem mit herkémmlichen Methoden und diskutiere, in welchem
Funktionenraum die Losung liegt bzw. nicht liegt.

Sei 1 < p < oo und G C R"™ offen, beschrankt und konvex. Zeige: Es existiert eine
Konstante C' > 0, die von p und G abhéngt, sodass fir alle u € Wpl(G) gilt:

lu =TcllL, @) < ClVullL, @)
Dabei ist ug = ﬁ Jou(z) dz.
Tipp: Zeige zunichst, dass fiir u € CY(G) N W(G) mit Tg = 0 gilt:

d" Vu(y)
n|G| Ja |z —y["”

lu(z)| < ;dy Vzed.

Dabei ist d := sup,, ye| — y| (Durchmesser von G). Wende dann die Youngsche Unglei-

chung (|| f * gll,, wr) < [1fll2, ey 9/l L, wnys f € Lp(R™), g € L1(R™)) auf eine geeignete
Fortsetzung des obigen Integrals an.

(a) Lose das Anfangswertproblem

ou(t,r) — ?u(t,r) =0, (t,z)€ (0,00) x R
w(0,z) = e, z € R.



(b)

Sei o € R. Lose das Anfangswertproblem

Ou(t,x) — Q2u(t,x) + au(t,z) =0, (t,x) € (0,00) x R
u(0,x) = e*xz, z € R.

Tipp: Fithre das Problem durch eine geeignete Substituion der Form v(t,z) =

u(t,z) - e auf die Losung in (a) zuriick.

Seien u, ..., uy: (0,00) x R — R Losungen der Gleichung
du—0?u=0 in (0,00) x R.

Zeige, dass U: (0,00) x R™ — R definiert durch U(t, ) = II?"_;u;(¢, x;) eine Losung
der Gleichung
U — AU =0 in (0,00) x R"

ist. Lose damit und mit Hilfe der Losung aus (a) das Anfangswertproblem

O(t,x) — Av(t,z) =0, (t,z)€ (0,00) x R"
v(0,x) = e"l"2, x e R™
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