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26. Der Satz von Radon-Nikodym. Wir beniitzen in dieser Aufgabe Hilbertraumtheorie um den
Satz von Radon-Nikodym zu beweisen:

Seien A, p zwei endliche Mafe auf einem Messraum (£2,3) mit A < u, d.h. aus p(A) =0
folgt A(A) = 0. Dann gibt es eine eindeutige nicht-negative messbare Funktion h: Q — R

mit

)\(A):/hdu VA e,
A

(a) Zeige: v = X + p definiert ein Maf auf (£2,X).
(b) Zeige: Es gibt ein g € L*(Q, %, v) mit

/fd)\:/fgd)\—ir/fgdu Ve L*(Q,%,v).

Tipp: Verwende den Satz von Riesz-Fréchet.

(c) Zeige: Es ist g > 0 A- und p-fast tiberall.
Tipp: Wir setzen N = {w € Q: g(w) < 0}. Zeige, dass A(N) = u(N) = 0.

(d) Wir setzen G :== {w € Q: g(w) > 1}. Zeige, dass p(G) = 0 gilt.

(e) Essei M :={weQ:0<g(w)<1}. Zeige, dass fiir alle A € 2

Tipp: Fiir n € Nsetze M, ={w e N:0<gw) <1-—

AMNnA) = [ L au

al—g

n € N die approximative Behauptung

1}, Zeige zuerst fiir alle

)\(MnﬂA):/ 9 gy vAex

ANM, + — 9

und folgere dann die Behauptung der Aufgabe durch ein Grenzwertargument.

(f) Zeige: Es gilt

A(A) = %duu(/ma) VA e,
A g

(g) Folgere nun den Satz von Radon-Nikodym in der obigen Formulierung.

Hinweis: Die Eindeutigkeit bitte nicht vergessen!

Bemerkung: Wie in der Maftheorie getan, kann man nun den Satz von Radon-Nikodym

einfach auf o-endliche Mafrdume verallgemeinern.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter

http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss12/hilbertraeume.html




